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To every bubble glittering with colorful lights under the sun
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一些初衷

我为这本讲义起了一个大胆的标题，它来源于浙江大学竺可桢学院线性代数 II（H）课
程选用的教材《线性代数应该这样学》（英文原版名：《Linear Algebra Done Right》）。我
们带着半娱乐性质地将最后两个单词像矩阵求逆一样（见封面设计）进行了颠倒，得到了
本书的英文名：《Linear Algebra Left Undone》。
接下来我们遇到了一个问题：中文名应该是什么呢？郑俊达同学提供了一个可行解：《线

性代数：未竟之美》。转念一想，这一标题不能更契合我们的编写初衷。事实上，我们认为
现行的大部分线性代数或高等代数教材具有如下问题，它们也困扰了笔者和许多读者的学
习，我们也给出了解决的方案：

1. 从线性代数的角度来看，它们的讲解顺序不够自然，大部分教材都从行列式起步，缺
乏引入地给出各种概念，使得读者无法理解线性代数的本质。可以说这些教材应当更
名 “行列式与矩阵计算”，因为线性代数着重研究的线性空间和线性映射反而成为了
边缘内容。因此我们采取了更好的讲解思路，更能体现线性代数的美感而非延续高中
填鸭式的数学教育——事实上那根本称不上数学，那样的讲授思路根本不够 “数学”，
失去了数学本身的自然之美，而且使得读者误解数学、厌恶数学；

2. 浙江大学竺可桢学院两学期线性代数课程选择的《大学数学：代数与几何》和《线性
代数应该这样学》教材采用了从抽象空间引入的方式，更贴近本质。但实践过程中许
多同学会对 “为什么要一开始就学习这些抽象内容” 缺乏概念，特别是《线性代数应
该这样学》对于工科同学而言 “数学味道太浓”，因此最后可能学习效果还不如填鸭
式地灌输解题方法。因此我们在讲义中相当于为教材做了很多的注脚，并且优化了整
体设计，提供了大量例题习题，都是为了能更自然地引入抽象内容，让读者知道我们
为何要学习这些内容，这些内容当年在数学家眼中最自然的状态是什么，这样才能使
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得抽象的概念易于被初学者接受；

3. 我们的例题和习题编排也是精心设计过的，不会出现大部分教材使用过程中 “上课讲
的、作业做的和考试考的脱节”的情况，这一问题不只是很多数学基础课教学的问题，
也是国内各个专业都存在的教学问题，笔者也深受其害，所以编写例题习题特别注重
对概念和定理的理解、对方法的掌握，不会出现教材中说什么知识很重要但没有例子
体会很重要的这种抽象情况，并且大量的习题贴近所学知识也贴近考试，让读者通过
习题更好地掌握知识而非反而迷惑不知道自己学了什么，才能更好地体会线性代数的
美感而非感受到题海的压迫；

4. 除了自然的美感外，更重要的是还有 “未竟” 的美感。线性代数是一个古老而年轻的
学科。它发轫于早先对线性方程组的研究，经历了漫长的几何和代数的交错作用，最
后又在近世代数的发展过程中被严格化。直到现在，一些相关的内容，例如线性代数
群的研究尚且方兴未艾，在现代数学的种种支线当中也有着重要的应用。另外，它的
方法论，尤其是其对代数结构的研究在现代数学中也具备着代表性。因此，我们希望
呈现一个更广阔的线性代数观，从线性代数出发，对它的现代发展和它在现代数学的
各个分支的应用进行一些导论性的介绍，这一方面是为了使得平淡的叙述更加有趣，
另一方面也是为了回答一个疑问：线性代数到底有什么用？我们相信，这是许多初学
者都有的一个问题，回答这个问题既需要对线性代数的深入学习，也需要有一个现代
数学的全局观，这也就带来了本书的另一个部分，未竟专题，也是我们这本书的标题
来源。

古人有三不朽：立德、立功、立言，著书立说即为立言。虽说我完全不可能因为编写
了一本基础课的讲义而有如此崇高的地位。但在我心里，我已经通过这本讲义将我的热情、
我的想法传达给了不少的读者，这样也无愧于我在浙江大学的本科四年。未来或许这本讲
义会淹没在历史的风尘中，但我想只要它的某行文字曾经给予读者一丝丝的启发，或更实
际地帮助了读者得到了心仪的分数，我想它就是有价值的，我本人的价值也得到了一定的
实现。

本书的面世

自 2021 年秋参与浙江大学竺可桢学院学研部（现竺可桢学院学业指导中心）组织的
朋辈辅学活动以来，我即将第三次参与线性代数荣誉课的辅学活动。犹记讲义最初的简陋
版本，那时为了辅学的期中、期末准备的简单复习提要，里面因为本人时间有限甚至缺少
了特征值与特征向量的内容。那时的讲义基本都是知识点的罗列，缺少了许多重要的例题
和证明，犹记第一次拿起这个讲义站上讲台的时候，我深刻体会到了这一讲义的不足，因
此那次的授课整体而言较为玄学，比较干瘪。因此在 2022年再次参加辅学授课时，我借着
疫情放开考试延迟的机会分了六个大专题写出了一本相对完整的适合于《大学数学：代数
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与几何》的复习讲义。里面的讲解比较全面，习题也十分丰富，可以说在复习资料中已经
能算过得去的一版了。

但我并不满足于此，我希望这本讲义能成为一本真正的完整的讲义，能兼具配套学习、
考试复习的功能，并且在保证体系严谨完整的前提下有更优化的讲解逻辑。因此在 2023年
的暑假，我基于原先的复习版本进行扩展重排。在这一版本中，我将原先复习资料中的粗
略描述都换为了严谨的完整叙述，并且反复打磨讲解顺序，从而更自然地将另一本教材《线
性代数应该这样学》的内容自然融合，并且添加了大量的 remark更适合于初学者学习。更
重要的是，我们中间添加了许多文字叙述，一方面自然引入我们要讲解的内容，这对于初
学者而言是很重要的 insight，另一方面反复强调我们的行文逻辑，对推进逻辑做适当总结，
使得读者能更快地形成体系，同时也补充了很多拓展内容，一些是为了方便读者更自然地
理解抽象内容，有一些是契合 “未竟之美” 的标题，让读者能体会到数学的美感，体会到学
习线性代数后我们知识的边界可以推广到多远。

致谢

我或许首先需要感谢 2022 年疫情放开之下的寒冬，没有这学期线性代数考试的延期，
我也不会有如此充裕的时间整理出本讲义较为完整的底稿，也就没有这一完整讲义的面世。

在编写的过程中，我需要特别感谢下面记为同学对我的讲义提供了直接的支持：梅敏
炫同学主编了讲义内积部分，郑俊达同学主编了解析几何部分，周健均同学编写了行列式
计算进阶部分，朱熙哲和谢集同学负责了讲义习题答案部分。特别感谢李英琦同学全权负
责了本讲义的格式设计以及插图，感谢王鹤翔同学设计了本讲义的封面。

我还需要感谢同级的王和钧同学，感谢他当年 push我写出了最初版本的复习提要。我
要感谢比我低一级的郭苗苗同学，感谢她当年反复邀请我走上讲台实现梦想，虽然可能第
一次授课效果一般，但这对于后来我不断打磨授课方式，打磨讲义有非常重要的意义。我
也应当感谢竺可桢学院学研部（现竺可桢学院学业指导中心）给我提供了一个辅学的平台，
让我通过讲义将我的热情能传达给更多的读者。我还需要感谢支持我前面版本，对前面版
本无论赞扬或是提出意见的读者们，正是有了大家的支持才有了接下来越来越好的版本的
面世。

我想我也应该特别感谢数学科学学院的吴志祥、谈之奕和刘康生老师，他们在我线性
代数入门过程中做了重要的引路人的工作，讲义中许多讲解思路也来源于他们精彩的授课。
我也应该特别感谢数学科学学院的王晓光老师，他在复变函数课程以及讲义上的热情以及
倾注的心血启发我也应该将我的学习思路和经验通过讲义传达给更多人，并且启发我思考
如何从更高的观点、更自然的角度引导读者学习新知识，享受追求真理的过程。
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参考文献

本讲义作为浙江大学竺可桢学院线性代数荣誉课的辅学讲义，因此核心思路来源于我
们选择的教材《大学数学：代数与几何（第二版）》（居余马，李海中）、《大学数学：代数与
几何学习辅导》（林翠琴，居余马）、《线性代数应该这样学（第三版）》（[美]Sheldon Axler）。
在编写与修订的过程中，我也参考了其他非常多优质的教材或辅导资料，如《高等代

数（第二版）》（丘维声）、《高等代数：学习指导书》（丘维声）、《高等代数学（第四版）》（谢
启鸿，姚慕生，吴泉水）、《高等代数学（第四版）配套学习用书》（谢启鸿，姚慕生）、《线
性代数辅导讲义》（汤家凤）、《高等代数强化讲义》（李扬）以及《高等代数考研：高频真
题分类精解 300 例》等，在复数域的引入部分我也简单参考了王晓光老师的《复变函数讲
义（2023 版）》，在矩阵计算等专题则部分参考了《数值分析》（Timothy Sauer）、《矩阵分
析》（Roger A。Horn，Charles R。Johnson）等计算数学著作。

最后如果读者学完本讲义后对代数学有浓厚的兴趣，非常推荐读者学习后续的抽象代
数课程。这里推荐与我同级的图灵班同学编写的《写给计算机系学生的代数》作进一步的
了解，我们许多高级专题都对这一讲义有引用。

吴一航
浙江大学计算机科学与技术学院

yhwu_is@zju。edu。cn
2023 年 8 月

https://frightenedfoxcn。github。io/notes/series/alg-for-cs/


致读者

本书特色

自有底稿成书的念头以来，笔者就十分希望本书能够摆脱市面上大部分线性代数或高
等代数教材固有的一些不够友好的编写风格，力图呈现一本能让读者眼前一亮的讲义. 因
此本讲义在编写过程中笔者不断创新讲授思路，大胆摒弃传统的编排风格，总体而言本讲
义有如下几大特色：

1. 本讲义兼具教材、笔记、复习提纲等多种功能：

(1) 说它像是教材，因为我们保留了完整的讲授体系，所有的思路都是反复打磨确认
过的，保证了整体逻辑的完整和自然；

(2) 说它像是笔记，因为这其中我们特别注重一些细节性的内容，这些内容在教材或
授课中可能会因为太过平凡被忽略，但在初学中是很重要的，例如我们对求解线
性空间像与核、求解线性映射矩阵表示的很多讨论都是基于笔者在初学时出现
的困惑增添了很多的细节，力求读者在初学阶段就能减少因为这些细节带来的
困惑；

(3) 说它像是复习提纲，因为在编写过程中我们的很多内容都会分条列出，并且笔者
特别注意了编写的逻辑连贯性，阅读起来思路比一般教材主线更清晰. 除此之外
每讲最后还有内容总结，并且经常会提供思维导图或是文字描述逻辑等便于读者
快速掌握完整的思想体系.

2. 本讲义提供了丰富的例题和习题，几乎能覆盖到所有重要的概念、定理和方法，同时
我们也为这些题目提供了详细的解答，考虑了读者的阅读体验. 我们的例题编排特别
考虑了初学者在学习过程中可能遇到的困难，特别设置了很多适合于加深对概念、定
理以及基本方法理解的例题. 习题我们也是精心挑选，选择难度适中、有助于理解的
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经典题目，一些技巧性过强而脱离线性代数本质的题目我们也会删去或给读者一定的
提示. 因此我们的讲义特别重视教学和习题和考试的一致性，这对于初次学习而言也
是非常重要的，也是很多教材没有精心编排而忽略的，事实上这会特别影响读者阅读
体验；

3. 在本讲义的编排过程中，我们摒弃了传统的讲授思路. 首先我们选择《大学数学：代
数与几何》以及《线性代数应该这样学》作为参考教材，它们都是从抽象空间出发研
究的，相比于一般的线性代数或高等代数教材更能深入本质. 但我们也考虑到过于抽
象的引入对初学者十分不友好，所以我们不断地强调我们的讲授逻辑，重视自然地引
入概念，自然地推进对概念的研究，最后引申至这些概念对于我们之后的研究的重要
性. 因此编排中我们不断优化内容编排顺序，也添加了足量的补充内容，目的就是使
得读者能够更自然地接受而非填鸭式地囫囵吞枣，能够真正体会到数学的自然之美而
非在抽象的描述或是繁杂的技巧中迷失了方向，我想这对于每一个数学学习者而言都
是非常关键的.

阅读建议

我们为以下四类读者提供如下阅读建议：

1. 初学线性代数过程中的读者：那么请坐稳扶好，备好配套的《大学数学：代数与几
何》以及《线性代数应该这样学》. 这本讲义是很好的学习笔记，其中我们有大量的
remark 帮助读者理解教材中可能觉得很平凡的内容，也有大量编排合理的例题和习
题帮助读者巩固知识. 初学过程中很推荐读者阅读我们反复强调的一些逻辑和一些补
充的内容从而尽快形成学习体系，这对于数学学习是非常关键的——把握了主线，剩
下的就只有一些细节留待补充. 当然一些较难的习题不一定在第一次就要掌握，因此
可以根据自己的接受程度合理选择；

2. 希望重新学习加深理解的读者：我想这本讲义是非常适合第二次更为深入学习理解
的，当然第二次学习可以适当略过一些基础和细节内容，但本讲义中很多深入的讨
论、独特的思路和有意义的联系一定对你第二次学习有所裨益；

3. 在学习其他方面知识时回顾线性代数基础的读者：无论是基础已经遗忘很多或是还有
一定印象的读者，本讲义都可以为您提供帮助，因为本书逻辑完整，并且从基础讲起，
非常有助于简要回顾一些概念帮助后续研究学习其他内容，相比于一些教材填鸭式的
讲解更适合于在简短的内容中迅速把握住重点；

4. 复习考试的读者：如前述本书特色所说，本讲义有大量的通过分点列举总结的内容，
每节最后也有比较完整的内容总结和逻辑梳理，我们也准备了足量的例题和习题供读
者参考. 但因为本书是从最基础的讲起，并且非常重视一些细节，因此复习时读者可
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以略过一些过于基础和细节的内容，也可以选择性参考讲义中给出的证明等，习题也
可以优先选择难度适中的，因为考试中不会出现很难的题目.

例题与习题

笔者坚信，没有适量习题练习是很难在初学时较为清晰地掌握线性代数这些抽象的思
路以及运算技巧的，因此本讲义提供了足量的例题与习题便于读者及时巩固学习的概念，
并掌握一些常用的技巧，拓展一些实用的结论，同时一些例题和习题也是讲义完整逻辑中
不可或缺的一环.
讲义中的例题有部分是直接概念性的，因为考虑到有一些概念初学时太过抽象，或者

一些公式较为复杂，需要及时联系以熟悉使用. 还有一些例题是非常经典的问题，其中的
思想在很多其它习题中都会使用到. 基本上在每个重要概念/定理/方法介绍后笔者都会准
备合适的例子，并且都会直接在题目后给出答案.
讲义的习题均设置了 A、B、C 三组，从低至高区分了难度，读者可以根据自己的实

际需求选择合适难度的习题进行巩固提升. 所有的习题都在习题答案分册中提供了解答或
思路（教材习题可能直接引用），因此读者在思考中遇到困难时可以参考其中的思路，但我
们并不推荐直接参考答案将所有习题粗略过一遍，这样的学习效果十分有限.

授课建议

非常欢迎在本讲义的基础上节选或改编出适合辅学授课的讲义，但请注意以下几点：

1. 请遵循知识共享署名-非商业性使用-相同方式共享 4.0 国际许可协议；

2. 本讲义由于笔者本人风格以及目的所在，因此内容较为细致，在授课时您应当有选择
性地节选内容在课堂上讲授，一些细节性的内容可以在课后让学生自行阅读，否则在
有限时间内很难讲授较为完整的体系；

3. 同理，在授课过程中您可以选取对您的授课思路有帮助的经典例题或习题进行讲授.
授课中题在精不在多，您应当根据自己的授课风格和时间安排合理地选择题目，以有
助于学生理解以及掌握基本方法为宗旨.

最后的话

我们十分清楚，现在阅读这段话的你可能从小到大都对数学缺乏兴趣，也可能在未来
与数学之间不会再有很多的交集. 我想很多同学都是经过填鸭式的应试教育而来，如果并
非生来热爱，那种传统的教学方式只能是不断地毁灭式打击学生的数学学习兴趣.
在序言中笔者也提到，这本讲义希望还原数学本原的自然之美，因此从引入到推进到

引申，特别是 “未竟之美” 部分，我们都尽可能地从自然的角度出发，然后不断深入，让读

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.zh
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者能够看到人类目前研究的模糊边界，能够看到数学的无限魅力. 或许从小我们便接受过
教育，说数学或许不能帮你买菜，但其中的 “思维方式” 才是最重要的. 我想，通过本讲义
由浅及深的自然推进，读者大概可以体会当年无数数学家在探索数学本原时的或许 “灵光
一现” 又或许 “站在巨人肩膀” 背后的思维方式. 更重要的是，这就是追求真理的过程，是
一代代数学家用自己有限的生命逼近宇宙无穷，通向崇高理念世界的过程. 我想读者无论
是在学习哪个专业，这都是非常重要的精神品质.
尽管我们在编写过程中尽可能地考虑到了读者的阅读体验，但我们也不可能做到面面

俱到，如果内容上有什么疏漏错误，编排上有什么不合理之处，或者有什么地方不够清晰，
欢迎您将您的阅读体验通过邮件或直接在本讲义所在的 GitHub 仓库提交 Issue. 如果您
希望加入我们的编写团队，将这一讲义传承下去，也欢迎您通过 GitHub 仓库提交 Pull
Request.
愿诸君热爱数学，热爱对真理的追求.

吴一航
浙江大学计算机科学与技术学院

yhwu_is@zju.edu.cn
2023 年 8 月

https://github.com/yhwu-is/Linear-Algebra-Left-Undone
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1
预备知识

线性代数作为大学的第一门数学课，预修要求并不高. 我们默认读者具有基本的高中
数学知识，因此关于集合、映射以及向量的基本知识我们不在此赘述. 这一讲我们将从基
本代数结构开始，以便后续线性空间的引入，然后我们将介绍本书中常见的概念——等价
类和最常用的算法之一——高斯消元法.

1.1 基本代数结构

我们选择从基本代数结构谈起，因为在以往的实践中我们深切地体会到直接引入线性
空间的跳跃. 因此我们希望从更具象的例子开始，首先引入 “代数结构” 这一基本概念，然
后在下一节中自然地引出线性空间的定义.

我们首先考察一个简单的例子：实数集 R，它是一个集合. 在初中我们便知道，在 R
上我们可以定义加法和乘法两种运算. 本质而言，运算是一种映射（或者更通俗而言，函
数）：

+ : R×R → R
(a, b) 7→ a+ b

× : R×R → R
(a, b) 7→ a× b

上面的定义中出现了一个新的记号，即两个集合之间出现了乘号，这实际上是集合的
笛卡尔积运算，定义如下：

1



2 第 1 讲 预备知识

定义 1.1 笛卡尔积

设 A 和 B 是两个非空集合，我们把集合

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

称为集合 A 和 B 的笛卡尔积.

因此我们很容易理解 R×R 作为集合长什么样，它的元素是形如 (a, b) 的有序对，其
中 a, b ∈ R. 事实上，我们可以将 R × R 看作平面上的点集，其中的元素 (a, b) 对应于平
面上的一个点，这一点的横坐标为 a，纵坐标为 b.

我们回到运算的映射表示，我们发现 +和 ×都以实数的有序对作为函数的自变量，函
数值也是一个实数. 或许读者看到这里还是对运算的定义有些许迷茫，但如果我们回忆映
射的基本定义 f : A → B 表示给 A 中的任意元素 a 指派一个 B 中的元素 f(a)，并将加
法乘法写成 +(2, 3) = 5，×(2, 3) = 6，想必就会恍然大悟：+ 和 × 实际上就是函数名，函
数做的事情就是输入两个自变量然后进行加法/乘法运算得到结果，并把这个结果指派给
自变量作为函数值.

在上述讨论中，我们所做的事情很简单，就是给定一个集合，然后在这一集合的元素
之间定义运算. 实际上这就是代数系统的定义：

定义 1.2 代数系统

一般地，我们把一个非空集合 X 和在 X 上定义的若干代数运算 f1, . . . , fk 组成的
系统称为代数系统（简称代数系），记作 〈X : f1, . . . , fk〉.

特别注意的是，代数系统上定义的运算必须保证封闭性，也就是运算后的结果必须仍
然在集合 X 中. 这事实上早已由映射的方式对运算的定义保证了.

不难理解，代数系统其中蕴含的性质与其中定义的运算具有的性质是关联很大的. 我
们仍然以实数域为例，介绍在代数学中关心的几个运算性质. 我们首先讨论实数域上的加
法运算，以下性质对于任意 a, b, c ∈ R 都成立：

1. 结合律：(a+ b) + c = a+ (b+ c)；

2. 单位元：存在一个元素 0，使得 a+ 0 = 0 + a = a；

3. 逆元：对于任意 a，存在一个元素 −a，使得 a+ (−a) = (−a) + a = 0（0 为单位元）；

4. 交换律：a+ b = b+ a.
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对于乘法运算（可记为 · 或 ×），单位元一般记为 1（更一般的可以记为 e），逆元记为
a−1. 事实上，我们可以给出更多的例子：

例 1.1

1. 代数系统 〈R\{0} : ◦〉 定义的一般乘法运算

2. 代数系统 〈R2 : +〉 定义的平面向量的加法

均满足上述四条运算性质.

事实上，我们可以对上面的定义做进一步的抽象. 我们可以忽略集合中元素的意义差
异（元素可以表示实数，也可以在上述例子中表示平面向量等几何对象），同时也可以忽略
运算定义的差异，只关心运算作用于集合元素的性质. 对于一般的代数系统 〈G : ◦〉，我们
有如下定义：

定义 1.3 群

若运算 ◦ 满足结合律，则称代数系统 〈G : ◦〉 为半群；若在半群基础上存在单位元，
则称之为含幺半群；若在含幺半群基础上每个元素存在逆元，则称之为群；若在群的
基础上运算还满足交换律，则称之为 Abel 群，也称交换群.

定义 1.3给出了我们本节第一个要讨论的代数结构——群的定义. 简而言之，代数结构
就是在集合上定义具有某些特定性质的运算后得到的一类代数系统. 事实上，教材中 42–44
页给出了大量抽象的例子有助于同学们理解上述一系列群的定义，并且我们在后续学习矩
阵的时候也会遇到一些群结构，相信这些实例能使读者体会到 “在集合上定义运算” 的方
式的多样与抽象.

为方便书写，对于定义 1.3 定义的群 〈G : ◦〉，在不引起混淆的情况下我们可以简写为
群 G. 除此之外，我们还需要指出以下两点：

定理 1.1

1. 群的单位元唯一；

2. 群中每个元素的逆元唯一.

证明

1. 设 e1 和 e2 都是群 G 的单位元，则

e1 = e1 ◦ e2 = e2.
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2. 设 b 和 c 都是 a 的逆元，则

b = b ◦ e = b ◦ (a ◦ c) = (b ◦ a) ◦ c = e ◦ c = c.

□

其中第一点的证明直接使用了单位元的性质，第二点的证明则使用了结合律和逆元的
性质. 这里关于唯一性的证明是非常重要的：我们只需假设要证明唯一的东西有两个，然
后说明这两个必然相等即可. 这一思想在之后证明矩阵的逆唯一等问题时也会用到，因此
此处特别给出证明强调.

事实上，在很多集合上我们不仅可以定义一种运算，也可以定义两种甚至更多运算，在
代数结构中我们仅讨论最多两种运算的情况. 事实上，我们最开始的实数集合定义加法和
乘法的例子便可以引入一个新的代数结构——域：

定义 1.4 域

我们称代数系统 〈F : +, ◦〉 为一个域，如果

1. 〈F : +〉 是交换群，其单位元记作 0；

2. 〈F\{0} : ◦〉 是交换群；

3. 运算 ◦ 对 + 满足左、右分配律，即

a ◦ (b+ c) = a ◦ b+ a ◦ c

(b+ c) ◦ a = b ◦ a+ c ◦ a

显然，实数域 R 上定义一般的实数加法和乘法后构成一个域. 实际上我们熟悉的例如
有理数、实数等集合关于一般的加法和乘法运算都构成域，因此我们会经常使用 “有理数
域”、“实数域” 等说法. 我们称数集对数的加法和乘法构成的域为数域，注意此处运算的定
义必须是数学分析中定义的数的加法和乘法，不能是自定义的运算.

定理 1.2

关于数域，我们有如下两个结论：

1. 数集 F 对数的加法和乘法构成数域的充要条件为：F 包含 0,1且对数的加、减、
乘、除（除数不为 0）运算封闭；

2. 任何数域都包含有理数域 Q，即 Q 是最小的数域.
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上述定理的证明可见教材 46 页. 事实上，如果加法和乘法的定义不是数的加法和乘
法，我们可以定义除了数域之外的域，我们将在本讲介绍完等价类的概念后给出这样的例
子.

当然，还有一种代数结构对于 ◦ 运算的要求有所降低，但也有广泛的应用，这就是环：

定义 1.5 环

我们称代数系统 〈R : +, ◦〉 为一个环，如果

1. 〈R : +〉 是交换群，其单位元记作 0；

2. 〈R : ◦〉 是幺半群；

3. 运算 ◦ 对 + 满足左、右分配律，即

a ◦ (b+ c) = a ◦ b+ a ◦ c

(b+ c) ◦ a = b ◦ a+ c ◦ a

若进一步每个非 0（+ 运算单位元）元素关于 ◦ 都有逆元，则称之为除环. 另外，若
上述定义中 ◦运算满足交换律，则称为交换环，结合上述除环和交换环两个定义，我
们可以发现，交换除环即为域.

例 1.2

利用定义验证下述关于代数系统的结论：

1. 整数集 Z 对整数的加法和乘法构成一个交换环，但不是域；

2. 设 C[a, b] 是闭区间 [a, b] 上的连续函数的集合；它对函数的加法和乘法构成一
个环；

3. 设 Q(
√
2) = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}，则 Q(

√
2) 是一个数域.

我想大部分读者都会对抽象出代数结构的原因表示不解，如果这个问题无法解答，我
想在下一章直接引入抽象的线性空间更会引发同学们对于 “学了这个有什么用”的怀疑. 我
们可以举一些不那么贴切但具象的例子来说明这其中的意义. 读者高中阶段想必大都经受
过解析几何的摧残，大家在拿到题目时总会首先观察到题目属于 “定点”、“定值” 或是 “极
值”等问题，大家将自动与自己做题的经验或技巧匹配用于解答这几类问题. 同理，在研究
一个特定的代数系统（例如定义了加法和乘法的实数域）的性质时，我们可以首先将其归
类为群、环或是域等，然后我们只需要利用群环域各自的性质来研究这个代数系统的性质，
而不需要再去研究这个代数系统的具体定义. 在这一过程中我们找到了一个模型，即将一
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个孤立的问题转化为了对一个更广泛的问题的研究，正如将解决上千道解析几何问题转化
为研究几种作为模型的题目的解法. 这一 “寻找模型” 的思想在将来的学习生活中我们将
经常遇见，在实际中例如投资股票时我们可以将投资转化为提高投资组合的期望收益而尽
力降低方差（风险）的求取极值的问题，在理论中，例如在计算理论的学习中我们会将各
种各样不同的计算机架构抽象成图灵机模型，这在可计算性的研究中是最基础的模型. 对
于这类抽象问题感兴趣的同学不妨可以选择数学科学学院的抽象代数等课程，或是阅读本
讲义的 “后继” 教程《写给计算机系学生的代数》作进一步的了解. 事实上，对于对理论感
兴趣的同学，抽象代数将是必不可少的基础课程，它将是密码学、量子计算、计算理论以
及编程语言理论等诸多领域的必要基础.

当然，这段描述因为涉及的知识容量较大，大概无法说服每一个读者. 但我们会在学
习线性空间、线性映射的过程中不断重复这些思想，直到读者具备的知识容量足够时，一
定能领会其中的奥妙.

1.2 复数域的引入

本书前半段讨论的框架是实数域、复数域都适用的，当然为了简化，我们的例子大都
来源于实数. 从多项式一讲开始，我们便会开始强调实数域和复数域结论的不同，因此我
们有必要在此引入复数域.

直观来看，实数位于数轴上，复数则分布在二维平面上，因此我们可以先考虑平面点
集 R2，并在其上定义加法和乘法运算使其成为一个域. 我们回顾高中学习的平面向量知
识，我们记 e1 = (1, 0)，e2 = (0, 1)，则 R2 上的任一向量 u = (x, y) 可写为 xe1 + ye2. 此
外，我们仍沿袭高中对向量长度的定义，即 |u| =

√
x2 + y2.

在例 1.1中我们已经验证了 R2 上的向量加法满足 Abel群的条件，因此我们只需要定
义 R2 上的乘法使得代数系统 〈R2\{(0, 0)} : ◦〉 也为 Abel 群. 这一乘法的构造需要满足一
些自然的条件，同时也能实现构成 Abel 群的要求. 事实上，我们有如下定理：

定理 1.3

平面点集 R2 上存在唯一的乘法 ◦，满足

1. (单位元) u ◦ e1 = e1 ◦ u = u, ∀u ∈ R2；

2. (长度可乘性) |u ◦ v| = |u||v|.

此乘法满足交换律，且使得 〈R2 : +, ◦〉 成为域.

上述定理中第一个条件是非常自然的，因为在二维平面上，{(x, 0) | x ∈ R} 实际上就
是实数轴，因此 e1 = (1, 0) 相当于实数 1，因此作为乘法单位元是非常自然的. 第二条长

https://frightenedfoxcn.github.io/notes/series/alg-for-cs/
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度可乘则看起来没那么自然，但在接下来的证明中我们将会了解到其意义.

证明

对任意向量 u = (a, b) = ae1 + be2, v = (c, d) = ce1 + de2，我们利用乘法的第一条
性质有

u ◦ v = ace1 + (ad+ bc)e2 + bde2 ◦ e2.

由此可见 u ◦ v = v ◦u，因此乘法满足交换律. 同时可知，要定义乘法，关键是定义
e2 ◦ e2 的值.
记 e2 ◦ e2 = (x, y)，由长度可乘性知 x2 + y2 = 1，另一方面

(e1 + e2) ◦ (e1 − e2) = e1 − e2 ◦ e2 = (1− x, y).

由 |e1 + e2| = |e1 − e2| =
√
2 以及长度可乘性可得

4 = |(e1 + e2) ◦ (e1 − e2)|2 = (1− x)2 + y2.

由此求出 x = −1, y = 0. 这说明

e2 ◦ e2 = −e1.

由此得乘法的定义 u ◦ v = (ac− bd)e1 + (ad+ bc)e2，即

(a, b) ◦ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

可验证，此乘法以 e1 为单位元，等式 (ac− bd)2 + (ad+ bc)2 = (a2 + b2)(c2 + d2) 表
明乘法满足长度可乘性. 上述证明亦表明乘法唯一（只能这么构造 e2 ◦ e2）.
接下来我们很容易验证 〈R2 : +, ◦〉满足域的定义，我们留作习题供读者自行验证. □

在定理 1.3 赋予的乘法下，〈R2 : +, ◦〉 称为复数域 C. 我们自然地将 e1 合理简记为 1，
同时 e2 简记为 i，因为此时 (a, b) 即为 a+ bi，并且利用 e2

2 = −e1 可知 i2 = −1，这与我
们熟知的虚数单位的定义是统一的. 这一代数表示引入的相关概念，如实部、虚部、纯虚
数，以及复数四则运算法则在高中阶段大家都已熟知，在此不再赘述.

非零复数 z = x + yi 也可写为极坐标的形式，即 z = |z|(cos θ + i sin θ)，其中 |z| =√
x2 + y2 为复数的平面表示的模长，θ ∈ R 为连接原点与 z 的有向线段与 x 轴正方向的

夹角（在相差 2π 整数倍的意义下唯一）. 我们称 θ 为复数 z 的辐角. 关于复数的模长我们
有经典的三角不等式：
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定理 1.4

设 z, w ∈ C，则有 |z + w| ⩽ |z|+ |w|.

这一定理的几何意义是非常显然的，我们将 z 和 w 放在平面直角坐标系中观察就可
以明白这就是经典三角不等式的复数版本. 等号成立的条件也显而易见，即 z 和 w 要么至
少一个为 0，要么都非零且 z 和 w 位于从原点出发的同一条射线上. 按照我们给出的定义，
这个式子是不言自明的，我们需要证明的反而是一些大家在高中时就已经熟知的结果，例
如：

定理 1.5

设 z = (a, b) ∈ C，称 z = (a,−b) 为 z 的共轭复数，则 zz = |z|2

严格的证明如下：

证明

首先验证 z 和 z 具备相同的长度，然后由长度可乘性得到. □

这样定义的复数域的所有性质都和高中所学是完全一致的，此后我们默认读者具有足
够的基础知识，不在此赘述.

1.3 等价关系

我们时常需要讨论集合中元素之间的关系. 例如直线间的平行、垂直、相交，或是数
之间的大于、等于、小于关系.“关系” 在我们的讲义中将会多次出现，因此我们很有必要在
此形式化定义这一概念，并强调其中一类特定的关系——等价关系.

我们首先从（二元）关系这一概念入手. 实际上，这里的二元关系和日常生活中的关
系是紧密相连的，例如将全人类作为谈论的背景集合，那么 (小头爸爸,大头儿子) 这一有
序二元组是符合这一关系的，但 (章鱼哥,海绵宝宝) 显然不符合. 因此我们可以将父子关
系看作笛卡尔积集合 人类×人类 的子集. 更一般化的，集合 A 中的关系可以由 A×A 的
子集

{(a, b) | a, b ∈ A, aR b}

来刻画，其中 R 是这个关系本身（实质上是两个元素之间的某种性质），例如之前讨论的
父子关系，或是数学中的大于、小于或同余等. 事实上，反过来，由 A×A 的子集可以确
定一个关系，例如我把全世界所有的父子组合放在这个集合中，那么这个集合就定义了人
类中的父子关系.
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例 1.3

以下是一些关系的例子：

1. 设 A = R，则 A×A 的子集

{(a, b) ∈ A×A | a2 + b2 = 1}

定义了一个关系 R，即

aR b ⇐⇒ a2 + b2 = 1.

2. 设 A = {1, 2, 3}，则 A×A 的子集

{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)}

定义了一个关系 R，即
aR b ⇐⇒ a ⩽ b.

3. 设 A 为任意数集，定义在 A 上的函数 f 也是一种关系，集合 A×A 的子集

B = {(a, b) ∈ A×A | b = f(a)}

刻画了这一关系. 换言之，函数是一种特殊的关系，它要求 ∀a ∈ A 有且仅有一
个元素 b ∈ A 使得 (a, b) ∈ B，其中 B 为上述定义的 A×A 的子集.

4. 设 A = Z，关系 R 满足 aR b ⇐⇒ a ≡ b (mod n)，即模 n 同余，则 A × A
的子集

{(a, b) ∈ A×A | a ≡ b (mod n)}

可以刻画这一关系.

接下来我们要讨论一种特别的关系，即等价关系. 它对关系 R 有一定的规定：

定义 1.6

集合 A 中关系若满足以下条件：

• (自反性) ∀a ∈ A, aRa；

• (对称性) 若 aR b，则 bR a；

• (传递性) 若 aR b，bR c，则 aR c，

则称 R为 A的一个等价关系. 进一步地，若 R是集合 A的一个等价关系且 a, b ∈ A，
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若 aR b，则称 a，b 关于 R 是等价的，并把 A 中所有与 a 等价的元素集合

a = {b ∈ A | bR a}

称为 a 所在的等价类，a 称为这个等价类的代表元素，并记 {a} 为所有等价类为元
素构成的集族.

我们可能需要一个例子来理解这些概念. 我们不难证明，初等数论中的同余关系是一
种等价关系，以模 3 同余为例，我们取整体集合为正整数集合，对于 3，它的等价类就是
所有和 3 模 3 同余的元素集合，即所有 3 的倍数. 同理，对于 1，它所在的等价类就是模
3 余 1 的全体正整数，2 所在的等价类是全体模 3 余 2 的正整数. 除此之外，我们还发现
一个特点，即这三个等价类将原集合分成了三个无交集的子集

0 = {3k | k ∈ Z}

1 = {3k + 1 | k ∈ Z}

2 = {3k + 2 | k ∈ Z}

且它们的并集就是原集合，即这三个等价类构成了原集合的一个分划（即分为并为原集合
且互不相交的子集）. 这一结论对所有等价类都成立，是很直观的结论：

定理 1.6

设 R 是集合 A 的等价关系，则由所有不同的等价类构成的子集族 {a} 是 A 的分划.
反之，我们也可以基于分划在 A 中定义等价关系.

证明这一定理需要一个引理：

引理 1.1

设 R 是集合 A 的等价关系，a, b ∈ A，则 a = b ⇐⇒ aR b.

这一引理说明 a 和 b 等价当且仅当它们等价类相同，或者说在同一个等价类中，相信
根据等价类的定义这是很显然的结论.

这一引理还有一个重要的推论：

推论 1.1

设 R 是集合 A 的等价关系，a, b ∈ A，则下面二者必成立其一：

1. a ∩ b = ∅；
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2. a = b.

即等价类要么相等要么不相交，这一结论也是非常自然的，且由这一结论我们很容易
证明定理 1.6. 如果对这些定理的证明细节感兴趣的读者可以参看教材第 5页的定理 1.1和
1.2.

进一步此我们可以定义商集的概念：

定义 1.7 商集

设 R 是集合 A 的等价关系，以关于 R 的等价类为元素的集合（实际上是集合构成
的集合，又称集族）{a} 称为 A 对 R 的商集，记为 A/R. 由

π(a) = a, ∀a ∈ A

定义的 A 到 A/R 上的映射 π 称为 A 到 A/R 上的自然映射.

我们可以看到，自然映射 π 将 A 中的元素 a 映到自己所在的等价类 a. 基于上述定
义，我们可以完成在基本代数结构一节中遗留的一个问题：我们能否定义非数域的域？答
案是肯定的，如果同学们对密码学感兴趣的应当听闻过有限域这一概念，接下来我们将通
过简单的例子来说明这一概念.

例 1.4

设 Zn 是 Z 关于模 n 同余关系 R 的商集（也称 Z 的模 n 剩余类），即

Zn = Z/R = {0, 1, . . . , n− 1}.

即 Zn 中的元素是 n 个集合，其中第 i 个集合是全体模 n 余 i − 1 (i = 1, 2, . . . , n)

的整数构成的集合.
在 Zn 上我们仍然希望它可以继承 Z 上的加法和乘法运算，因为这是整数作为环结
构最重要的两种运算（减法就是加上相反数，除法无法在整数集合定义，因为会带来
非整数的有理数）. 我们首先定义对加法运算的继承：

a⊕ b = a+ b.

它的含义是 a 对应的等价类与 b 对应的等价类的和就是 a 和 b 的和对应的等价
类，因此这样的定义是自然地 “继承” 了 Z 上的加法运算. 举个例子，当 n = 3 时，
1 + 2 = 1 + 2 = 3 = 0. 要注意的是，这里 a 和 b 并不一定要在 0 到 n− 1 之间，因
为事实上 a = kn+ a (k ∈ Z). 我们只需对 a，b 以及 a+ b 对 n 取模就可以将它们
控制在 0 到 n − 1 之间且表示的是同一个运算表达式（因为本质上只是我们选取了
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同一个等价类的不同代表元素进行计算，例如 n = 3 时，1⊕ 2 = 4⊕ 8 = 0），这被
称为是等价关系与加法的相容性，我们在这个例子之后将详细讨论.
接下来我们需要定义乘法 ◦，同样是一个自然的定义，即 a◦ b = ab. 读者不妨自行验
证它与等价关系的相容性. 我们很容易验证 ∀n ∈ Z 且 n ⩾ 2，〈Zn : ⊕, ◦〉 构成一个
含幺交换环. 教材 43 页例 8 和 45 页例 3 中有详细的证明，因为较为显然此处从略.
我们要讨论的是何时 〈Zn : ⊕, ◦〉 构成域，由此我们便构造了一个非数域的域，并且
元素个数是有限的.
我们这里可以给出结论：〈Zn : ⊕, ◦〉 是域当且仅当 n 是素数. 这一结论的证明需要
一些数论的知识，我们放在习题中供感兴趣的同学证明.

然而，这里我们会遇到一个很常见的问题，即上面定义的加法和乘法，真的是 “合理”
的吗？具体来说，令 R 表示上例中模 n 同余的等价关系，则

1. 若 aRb，cRd，则是否有 a⊕ c = b⊕ d；

2. 若 aRb，cRd，则是否有 a ◦ c = b ◦ d？

如果不是，那么 Zn 上定义的加法和乘法将不再是一个本讲开头所说的映射. 我们以加法
为例展开讨论，实际上乘法同理. 因为 aRb表明 a = b，cRd表明 c = d，因此如果 Zn 上的
加法是一个映射 ⊕(x, y) : Zn → Zn，那么必须有 ⊕(a, c) = ⊕(b, d)，否则两个相同的元素的
加法会得到不同的元素，也就是说加法可以把同一组元素映到多个值，那么显然不再是一
个映射，乘法也是同理. 当然，很幸运的是，上面的定义保证了这一 “合理性”，我们事实上
在上例中已经给出了这一合理性的例子：n = 3 时，1 = 4, 2 = 8，并且 1⊕ 2 = 0 = 4⊕ 8，
这里加法仍然满足映射的条件. 当然我们可以给出更严谨的一般性证明，在此之前我们先
给这一 “合理” 的性质一个更规范的定义：

定义 1.8

设 A 是一个集合，R 是 A 上的一个等价关系，若 A 上有二元运算 +，且我们在
A/R 上以如下自然的方式继承了 A 上的 ⊕ 运算：

a⊕ b = a+ b, ∀a, b ∈ A,

则我们称 ⊕ 与 R 相容（compactable）当且仅当 aRb，cRd 时有 a⊕ c = b⊕ d，或
者说等价的，(a+ b)R(c+ d).

在这种情况下，我们也称 ⊕ 在 A/R 上是良定义（well-defined）的），但良定义这一
词用途较广，一般指这一定义在当前语境下是否可接受，不一定用在商集相关的场合.

这一定义有两个要点，其一是把原集合上的运算自然地继承到商集上，其二是这一继
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承还能使得运算是一个映射. 事实上，相容性（良定义性）是非常重要的，所谓良定义，即
这个东西就其自身不产生矛盾，这在形而上学家的论述中最常出现的例子是 “圆的方” 这
个语汇. 良定义的问题在商集中特别典型，因为这是这个系列中最容易出现从某个集合 “诱
导”（即自然地投射到商结构）定义出新东西的情形，它也有相当大的可能性（尽管本讲义
中显然避免了这种情况）是不良定义的. 在给出规范定义后，我们可以证明如下结论：

定理 1.7

模 n 同余关系 R 与加法 ⊕ 和乘法 ◦ 相容.

证明

我们只证明加法的相容性，乘法的相容性留作练习. 设 aRb，cRd，则可以设 b =

a+kn，d = c+ ln，其中 k, l ∈ Z，则 b⊕d = b+ d = a+ c+ (k + l)n = a+ c = a⊕c，
故 ⊕ 与 R 相容. □

1.4 高斯消元法

高斯消元法是线性代数中最常用的算法之一，是之后解决大量问题所需要掌握的基本
方法，同时也是考试中一定会考察的内容，无论是单独一个大题考察，还是嵌入在其它问
题中. 教材中相关概念和算法的介绍已经非常详细，这里只作总结.

注意考试中单独考察解方程时，时间充足时建议将过程写完整，标明初等行变换的具
体步骤，并且至少写出阶梯矩阵和行简化阶梯矩阵. 除此之外，需要保证计算中尽量减少
错误，时间充足可以解完方程后将答案代入进行检查.

需要强调的是，不要认为本节内容很简单就放过了，实际上如果长期不计算高斯消元
法很容易陷入眼高手低的窘境，因此希望各位同学熟悉高斯消元法的基本步骤并熟练应用.

一般的，对于一个由 m 个方程组成的 n 元（即变量数为 n）线性方程组



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm
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将其系数排列成矩阵 
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


且记 b = (b1, b2, . . . , bm)T，若 b = 0 则称此方程为齐次线性方程组，否则为非齐次线性方
程组. 再将 n 个未知量记为 n 元列向量 X = (x1, x2, . . . , xn)

T，我们便可以把方程组简记
为 AX = b.

令 βi = (a1i, a2i, . . . , ami)
T，即方程组系数矩阵的某一列，则方程组还可以记为 x1β1+

x2β2 + · · ·+ xnβn = b，这一形式将在之后多次见到.

在以上的记号下，我们可以将解线性方程组的过程转化为矩阵的初等行变换. 高斯消
元法的一般步骤如下：

线性方程组 1−→ 增广矩阵 2−→ 阶梯矩阵 3−→（行）简化阶梯矩阵 4−→ 解

步骤 1 只需要将线性方程组转化为 (A, b) 的形式，得到左 n 列为系数矩阵，最右列为列向
量 b 的 n+ 1 列的增广矩阵；

步骤 2 通过初等行变换后，得到教材 P34（1–13）的形式的矩阵——阶梯矩阵. 阶梯矩阵系
数全零行在最下方，并且非零行中，在下方的行的第一个非零元素一定在上方行的右
侧（每行第一个非零元素称主元素）；

步骤 3 将主元素化 1 后将主元素所在列的其他元素均通过初等行变换化为 0 即可；

步骤 4 我们分三种情况讨论：

(1) 有唯一解：没有全零行，最后一个主元素的行号与系数矩阵的列数相等，且行简
化阶梯矩阵对角线上全为 1，其余元素均为 0，此时可以直接写出解；

(2) 无解：出现矛盾方程，即系数为 0的行的行末元素不为 0，此时直接写无解即可；

(3) 有无穷解：非上述情况. 此时设出自由未知量将其令为 k1, k2, . . .，然后代入增广
矩阵对应的方程组即可. 注意选取自由未知量时，选取没有主元素出现的列对应
的未知量会与标准答案更贴近（如教材 P33 选取 x2, x5），当然选择其他作为自
由未知量也可以.

从高斯消元法开始，我们正式进入线性代数的学习. 实际上，上述 步骤 4 中关于方
程组解的情况的讨论我们是浮于表面，是基于算法最后得到的矩阵的形式进行的讨论，但
事实上，这背后蕴含着更深刻的意义. 我们将会在接下来的十余个章节中讲述线性代数中
的核心概念，并在朝花夕拾中回过头来重新审视线性方程组解的问题. 相信在那时，经历
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十余章各式抽象概念和运算技巧的洗礼后再来回味这一问题的你，定有 “守得云开见月明”
之感，对线性代数的理解也会更深一层.

内容总结
本讲为了后续章节讲述方便引入了一些基本概念和算法. 尽管这是一门面向理工科应

用的数学课，但我们仍然希望以最自然的方式引入概念，而非填鸭式地轰炸，因此我们首
先从大家最熟悉的实数集合开始，讨论在集合上定义运算的方法：我们逐步加强条件，引
入了三种基本的代数结构——群、环和域，并且给出了一些例子，并简单讨论了定义代数
系统的意义. 事实上，下一讲开始要介绍的线性空间也是一种特殊的代数结构，因此首先
引入代数结构对于我们自然展开接下来的讨论有很大的帮助，不至于让读者觉得非常突兀.

接下来我们也从域的定义入手，构造了 R2 上的乘法运算使其构成了一个域，并且我
们发现这里的定义与高中学习的复数乘法是完全一致的. 之后我们引入了等价关系的概念，
这一概念在后续的讲义中将会多次出现，其重要意义就是将一个集合划分成了几个等价的
区域. 最后我们讨论了高斯消元法的一般步骤，这是我们接下来解决线性空间中各类问题
绕不开的算法.

习题

我这门课很简单，只有简单的加减乘除四则运算，甚至除法都不太需要.

——浙江大学数学科学学院教授吴志祥

A 组

1. 完善定理 1.3 中的证明，即证明 R2 在平面向量加法和如定理 1.3 定义的乘法下构成
一个域.

2. 完成教材 48 页第 13 题.

3. 求齐次线性方程组



x1 + x2 + x3 + 4x4 − 3x5 = 0

2x1 + x2 + 3x3 + 5x4 − 5x5 = 0

x1 − x2 + 3x3 − 2x4 − x5 = 0

3x1 + x2 + 5x3 + 6x4 − 7x5 = 0

的通解.

4. 求非齐次线性方程组



x1 − x2 + 2x3 − 2x4 + 3x5 = 1

2x1 − x2 + 5x3 − 9x4 + 8x5 = −1

3x1 − 2x2 + 7x3 − 11x4 + 11x5 = 0

x1 − x2 + x3 − x4 + 3x5 = 3

的通解.
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5. 求解线性方程组


x1 + x2 + x3 = 1

x1 + 2x2 − 5x3 = 2

2x1 + 3x2 − 4x3 = 5

.

B 组

1. 设 A 是一个 Abel 群，A 的运算是加法. 在 A 中定义乘法运算为 ab = 0, ∀a, b ∈ A.
证明：A 为一个环，而且它的加法单位元与乘法单位元相同（我们称这种环为零环）.

2. 证明：若集合 A 上的二元关系 R 满足

(1) aRa, ∀a ∈ A；

(2) ∀a, b, c ∈ A，若 aR b 且 aR c，则 bR c.

则 R 为 A 上的等价关系.

C 组

1. 证明：例 1.4 中定义的 〈Zn : ⊕, ◦〉 是域当且仅当 n 是素数.（提示：无论 n 是否为素
数，n ∈ Z 且 n ⩾ 2 时 〈Zn : ⊕, ◦〉 为交换环，因此是否为素数将决定这一结构中每个
元素是否有逆元. 在初等数论中，我们熟知的裴蜀定理可以解决这一问题.）

2. 本讲我们构造了 R2 上的乘法，从而定义了复数域的乘法运算. 本题希望探讨的是：
R3 无法构造出乘法使其成为一个域. 在高中的学习中我们知道，R3 空间向量的一组
基底为 {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)}. 证明：R3 没有乘法同时满足以下
性质：

(1) (单位元) ∀u ∈ R3, e1 · u = u · e1；

(2) (交换性) ∀u,v ∈ R3, u · v = v · u；

(3) (长度可乘性) ∀u,v ∈ R3, |u · v| = |u||v|.

按照如下思路给出详细证明过程：采用反证法. 假设乘法存在，则

(1) 通过计算 (e1 + e2) · (e1 − e2)，(e1 + e3) · (e1 − e3)，证明

e2 · e2 = e3 · e3 = −e1.

(2) 证明 (e2 + e3) · (e2 − e3) = 0 得出矛盾.

3. 尝试构造一个 4 元的域 F4.（提示：我们在上面的第一题中已经给出了 2 元的域 Z2，
而且我们也知道 Z4 不构成一个域，因此，我们考虑怎么把两个二元的域拼起来，可
以尝试笛卡尔积的方式，并在其中定义二元运算来满足所需的性质. 进一步的两个事
实是，对于所有的素数 p，都可以用类似的方法构造 pn 元的域；以及不是任意两个
域的笛卡尔积都是域，这个例子已经被上面的第二题所说明.）



1ε
预备思想

在第一讲中我们介绍了一些预备知识，但是在正式开始我们的学习旅程前，我希望在
这里先讨论一些和知识本身关系不大的话题，也就是一些学习这门课的一些数学思想的准
备，目的主要是给刚刚进入大学的同学一个思维上升的台阶，以便更好地接受接下来抽象
的内容.

1ε.1 数学证明初探

我想我们很有必要在入门课程的开头简要介绍一些关于数学证明的问题. 因为我们高
中阶段很多时候的证明不过是计算性的验证——例如证明圆锥曲线的一些结论，或是导数
题的证明，很多时候都只是通过计算验证这一结论是否正确，而非从定义出发对命题进行
“证明”. 我们举一个简单的例子：

例 1ε.1

1. 已知椭圆 C :
x2

4
+
y2

3
= 1，若直线 l : y = kx+m 与椭圆 C 相交于 A,B 两点

（A,B 不是左右顶点），且以 AB 为直径的圆过椭圆 C 的右顶点. 求证：直线 l

过定点.

2. 设 Ai (i = 1, 2, . . . , n) 是 X 的子集. 证明：
n⋃

i=1

Ai =
n⋂

i=1

Ai（其中集合上一横

代表对全集 X 的补集）.

第一题一定是各位再熟悉不过的经典高中圆锥曲线习题了. 这一证明过程我们只需要
联立方程，结合已知条件不断计算即可得出结论，事实上虽是证明题确更偏向于计算性验
证，与第二题的风格相去甚远. 我们来分析并书写一下第二题的证明：

17
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证明

要证明两个集合相等，我们必须回忆两个集合相等的定义：即我们需要证明两个集
合互相包含. 而要证明集合的包含，例如 A ⊆ B，我们应当利用包含的定义，证明
∀x ∈ A，都有 x ∈ B.
接下来我们开始证明. 根据上面的分析，我们需要证明等号两边互相包含，因此分成
如下两个部分证明：

1. 根据补集的定义，∀x ∈
n⋃

i=1

Ai, x /∈
n⋃

i=1

Ai，因此根据并集的定义（属于并集表

明至少属于参与并集的某一个，因此根据逆否命题不属于并集表明一定不属于
任何一个参与并集的集合），即 x /∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n. 所以，根据补集的定
义，x ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n. 根据交集的定义（属于交集表示属于参与交集的

每一个集合），x ∈
n⋂

i=1

Ai，因此根据集合包含的定义，
n⋃

i=1

Ai ⊆
n⋂

i=1

Ai.

2. 另一方面，∀x ∈
n⋂

i=1

Ai，根据交集的定义，x ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n. 因此根据补

集的定义，x /∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n. 因此根据并集的定义，x /∈
n⋃

i=1

Ai，因此根

据补集的定义，x ∈
n⋃

i=1

Ai，因此根据集合包含的定义，
n⋂

i=1

Ai ⊆
n⋃

i=1

Ai.

综上，根据集合相等的定义有
n⋃

i=1

Ai =
n⋂

i=1

Ai.

□

我们可以看到，在整个证明过程中，我们的证明出发点就是集合相等、包含的定义，后
面的证明中也在不断重复使用集合的交、并和补等运算的定义，这与之前的计算性验证风
格完全不同. 事实上，我们未来的很多证明都要求我们从定义出发，而非计算性验证，因
此我们希望在本节相对较为完整地展示我们经常会遇到的一些真正的证明问题以及证明策
略，因此我们首先需要介绍一些简单逻辑. 我们默认读者应当在高中阶段学习过基本命题
的概念以及基本逻辑运算：与、或、非以及任意、存在以及真值表的概念等，这些基本符
号我们不在此赘述，如果读者不熟悉可以参考教材 1.6 节开头.

我们从高中没有介绍的两个逻辑运算符号开始. 其一为 →，读作 “蕴含”. p → q 的真
值表如下. 这表明当 p 为假命题时，无论 q 如何，p→ q 都为真命题，而当 p 为真命题时，
p→ q 的真值与 q 相同，即必须 q 为真时才为真.
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p

q
0 1

0 1 1
1 0 1

表 1ε.1: p→ q

p

q
0 1

0 1 0
1 0 1

表 1ε.2: p↔ q

事实上这很容引起人们的困惑，因为我们直觉上会将 p → q 认为是 p 可以推导出 q，
那么为什么 p 是错误的时候 p → q 一定是正确的呢？我们可以作如下论断为例：如果猪
会飞，那么你的线性代数会考 59 分. 这一论断我们会认为是正确的，因为事实上猪并不会
飞，因此我们不必再关心你线性代数考不考 59 分——从谬误出发，你想怎么干就怎么干，
因此我们有 p→ q 当 p 为假命题时，p→ q 一定为真命题. 而 p 为真命题时，我们就会关
心 q 的真值，比如我说 “如果明天太阳东升西落，那么你的线性代数会考 59 分”，你一定
会瞪大你的眼睛猛摇你的头说 “不可能，不是这样的”.

下面一个逻辑运算符是 ↔，读作 “等价”，p ↔ q 的真值表如上所示，我们不难看出，
p↔ q 为真要求 p 与 q 的真值相同，这也符合 “等价” 二字的直觉. 当然，p↔ q 事实上就
是 (p→ q) ∧ (q → p)，即 p 蕴含 q 且 q 蕴含 p，这也是符合直觉的，因为一般的等价也需
要两边能互相推导出.

当然我们必须强调逻辑上的蕴含和等价与数学问题中的推出、等价之间的区别. 对于
推出 =⇒，我们需要依靠公理、定理等进行证明，而蕴含 → 不一定需要两边有什么实际
的数学联系；对于等价，逻辑上 p 和 q 的等价 ↔ 只要求两边真值相同，而数学上的等价
⇐⇒ 则要求我们能通过数学的公理、定理从 p 推出 q，从 q 推出 p. 前者被称为语义层面
上的推理（真值表符合），而后者是语法层面上的推理（能够通过一套形式规则给出）. 比
方说，以下规则在真值表意义上成立：((p → q) ∧ p) → q，这可以通过检查真值表的方式
表明，而所谓的肯定前件（modus ponens）规则就是 “如果 p→ q 成立且 p 成立，则 q 成
立”，这是我们的一条推理规则，它是语法层面的推理，因为它检查两个命题是否具备某个
结构，然后通过它们的形式结构给出另一个成立的命题.

我们对推理系统（即这套语法层面检查的形式规则）的要求往往是它和语义上的结果
一致，这是一个推理系统可靠性和完备性的问题，不在本书的讨论范围内，但可参见图灵系
列丛书的有关离散数学的书目《Discrete Mathematics Made Concrete》（下简称 DMMC）
.

因为我们通常采用的推理系统中，这二者是基本上等价的，我们就可以将它作为一些
证明方法的基本依据. 接下来我们将考察几类最常见的证明方法与问题，并逐一进行分析.
可能有些内容比较枯燥，读者也可以先留个印象，或记住一些经典的例子，将来遇到此类
问题再回过头来看.

1. 逆否命题、反证与否证：高中阶段我们都学习过逆否命题与原命题的等价性，即 p→ q

https://github.com/FrightenedFoxCN/Discrete-Mathematics-Made-Concrete
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和 ¬q → ¬p等价. 事实上严谨而言，我们也可以用真值表验证 (p→ q)↔ (¬q → ¬p)
一定是真命题，因此很多时候我们证明 p→ q，正向证明有困难时，可以考虑 ¬q → ¬p，
即导出了与条件的矛盾，这也是反证法的理论基础. 当然这只是反证法的一个情况，
因为反证法不一定需要证明逆否命题，我只要假设 ¬q 能够与任意的数学定理、公理
等矛盾都可以，不一定需要得出 ¬p，如下面这一经典的例子：

例 1ε.2

证明：
√
2 不是有理数.

证明

假设
√
2是有理数，即

√
2 =

a

b
，其中 a, b互素，b 6= 0，则平方后得到 a2 = 2b2，

因此 a2 是偶数，因此 a 是偶数，设 a = 2c，则 (2c)2 = 2b2，即 2c2 = b2，因
此 b2 是偶数，因此 b 是偶数，因此 a, b 不互素，矛盾，因此假设不成立. □

我们发现，这一结论甚至没有前提 p，因此我们使用反证法并非是证明了逆否命题.

最后我们讨论一个题外话，即事实上上面的证明严谨而言不应该称作反证法，而应称
作否证法. 事实上如果在中学，我们一定会倾向于将上面这一证明思想称为反证法
——事实上所有假设条件成立然后推出矛盾的方法我们曾经都称之为反证法. 读者可
能会产生疑问，仿佛我们只是在做一些文字游戏，但实际上，反证和否证是有一定区
别的（注意区别不在于是否与逆否命题相关，而是更深层次的），简单而言反证法需要
使用到排中律（即 p 和 ¬p 必有一个为真），但排中律是否一定在逻辑系统中必要未
有定论——这与直觉不符，但目前我们只要接受这一点，或者忘记它们，将这种风格
的证明都成为反证法. 如果读者希望深入理解反证和否证的区别，可以参考 DMMC，
其中会较为仔细地讨论二者的区别，而在本书中我们不再区分反证和否证，统称反证.

2. 数学归纳法：我们将在本专题后半部分讲解公理化时，跟随皮亚诺公理系统的引入一
起介绍数学归纳法.

3. 任意性证明：有时候我们会遇到这样的证明问题，要求我们证明对于任意的满足某一
条件的元素，都有某一命题成立. 这一问题十分平凡，我们只需 “任取” 一个满足条
件的元素，然后证明它满足命题即可，其关键就在于我们选取元素是任意的. 例如我
们证明整数集合关于加法运算构成群，我们验证运算封闭性、逆元存在性都是任意性
证明.

4. 存在性证明：存在性证明相对于任意性较为复杂，因为我们通常有两种策略，我们先
看第一种最直观的例子：
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例 1ε.3

证明：素数有无穷多个.

证明

反证法，我们假设素数只有有限个，由小到大记为 p1, . . . , pn（则 pn 是最大素
数）. 事实上我们只需证明存在比 pn 大的素数即可，这就将原问题转化为了
“存在性” 的问题.
事实上，我们构造 A = p1 · · · pn + 1，则 p1, . . . , pn 都不可能是 A 的因数，否
则若 pi 能整除 A，所得的商为 p1 · · · pi−1pi+1 · · · pn +

1

pi
不是整数. 因此 A 一

定是素数，故存在比 pn 大的素数，与我们假设的 pn 是最大素数矛盾. 故素数
有无穷多个. □

在上面的证明中，我们将问题转化为了证明 “存在比 pn 大的素数” 这一问题，我们
的证明方法就是构造了出一个更大的素数 A，非常的直接，因为只要构造出了那么一
定就是 “存在” 的. 但事实上我们还有另一种证明存在性的方法，不一定要构造出对
应的元素，如下例：

例

证明：存在无理数 x, y 使得 xy 为有理数.

证明

假定
√
2
√
2
为有理数，则原命题得证；假定其为无理数，则

(√
2
√
2
)√

2

为有理

数，原命题仍得证. □

我们发现，这样的证明并没有实际构造出 x, y 到底是什么. 这样的证明是非构造性的.
题外话是，这样的证明也依赖于排中律，因为我们的前提是 “

√
2
√
2
要么是有理数，要

么是无理数” 这个命题一定是真的. 当然读者学习过数学分析或者微积分之后，应当
熟悉单调有界数列有极限这一定理，事实上它经常被用来证明一个数列极限存在，但
极限值是多少我们并不需要求出，因此也是非构造性证明的一个手段. 比方说下面的
例子：
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例

证明：欧拉常数存在，或者说数列

an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn

有极限（极限值记为 γ，称之为欧拉常数）.

证明

高中熟知对数不等式

x

1 + x
⩽ ln(1 + x) ⩽ x, x > −1,

这一不等式使用求导的方法即可证明，等号成立当且仅当 x = 0，因此我们令
x =

1

n
，则

1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
,

基于此，我们有

an+1 − an =
1

n+ 1
− ln

(
1 +

1

n

)
< 0,

因此数列 {an} 单调递减，又因为

xn =
n∑

k=1

1

k
− ln( n

n− 1
· n− 1

n− 2
· · · 2

1
)

=
n∑

k=1

1

k
−

n−1∑
k=1

ln(1 + 1

k
)

=
n∑

k=1

(
1

k
− ln(1 + 1

k
)

)
+

1

n

>
1

n
> 0,

因此数列 {an} 有下界，因此数列 {an} 收敛. □

5. 存在与任意：或许这一问题应该交给数学分析或是微积分老师来讲解，因为最简单的
例子就是数列极限的定义：
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定义 1ε.1

设数列 {an}，若存在常数 A，对于任意给定的正数 ε，总存在正整数 N，使得
当 n > N 时，有 |an−A| < ε，则称数列 {an} 收敛于 A，否则称数列 {an} 发
散.

相信你的老师或者教材一定介绍过这一命题的逆否命题，这里我们不再赘述. 这一问
题的关键在于厘清含有存在、任意的命题如何正确地取否，事实上中学阶段我们就应
该拥有这样的基础.

6. 合取式证明：即证明若 p 成立，则 q 和 r 都成立. 事实上这一类问题没有什么需要特
殊说明的，就是将 q 和 r 都单独证明即可.

7. 析取式证明：即证明若 p 成立，则 q 或 r 二者之一成立. 析取的证明比合取原理复
杂，事实上一般而言我们的证明思路就是：假设 q 不成立，证明 r（即证明 ¬q → r），
或者假设 r 不成立，证明 q（即证明 ¬r → q），这样我们就证明了 q 或 r 二者必有
其一成立，因为它们不会同时不成立. 最典型的例子在第一讲也见到了，我们这里重
述并给出证明：

定理 1ε.1

设 R 是集合 A 上的等价关系，a, b ∈ A，则下面二者必成立其一：

(1) a ∩ b = ∅；

(2) a = b.

证明

假设 a ∩ b 6= ∅，则存在 x ∈ a ∩ b，即 xRa 且 xR b，因此由对称性有 aRx，
因此由传递性有 aRb，因此根据等价类的定义可知，二者等价类必然相等，即
a = b. □

事实上，上面用到的证明思想也涉及了排中律（即 p ∨ ¬p 为真）. 因为证明若 p 成
立，则 q 和 r 都成立. 那么我们的思想是，要么 q 成立，得证，要么 ¬q 成立，然后
得出 ¬q → r 成立，根据蕴含的真值表知此时 r 必然成立，得证. 显然这一过程需要
基于要么 q 成立，要么 ¬q 成立这一排中律.

8. 唯一性证明：在第一讲定理 1.1 的证明里我们就已经强调了如何证明唯一性：我们只
需假设要证明唯一的东西有两个，然后说明这两个必然相等即可，此处不再赘述.
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9. 等价性证明：熟知要证明两个命题 p 和 q（在数学上）等价（很多时候也表达为当且
仅当），即 p ⇐⇒ q，我们需要证明两边，即 p =⇒ q 和 q =⇒ p. 但如果看到类似
于定理 8.3 的多个命题等价情况该如何证明呢？

假设我们要证明 n 个命题 p1, p2, . . . , pn（在数学上）等价，实际上我们只需找出一
条 “推出的链条”，即我们可以证明 p1 =⇒ p2, p2 =⇒ p3, · · · , pn−1 =⇒
pn, pn =⇒ p1，这样我们发现任意两个命题之间都可以互相推导. 例如任取 pi, pj (i <

j)，上面的链条告诉我们 pi =⇒ pi+1 =⇒ · · · =⇒ pj，因此 pi =⇒ pj，而
pj =⇒ pj+1 =⇒ p1 · · · =⇒ pi，因此 pj =⇒ pi，因此 pi ⇐⇒ pj，这样我们就证
明了任意两个命题之间都是等价的，即 p1 ⇐⇒ p2 ⇐⇒ · · · ⇐⇒ pn.

当然有时候我们也不必如此刻板地从 p1 推导到 pn 再推回 p1，这些命题的顺序显然
都可以打乱，比如四个命题我们证明了 p2 =⇒ p4 =⇒ p3 =⇒ p1 =⇒ p2 也是完
全可以的，我们可以根据哪些证明更加简单来决定证明的顺序. 甚至假如上面四个命
题中 p1 和 p2 等价性显然，我们也可以直接证明 p1 =⇒ p3 =⇒ p4 =⇒ p2，这样
我们就证明了 p1 ⇐⇒ p2 ⇐⇒ p3 ⇐⇒ p4.

10. 等号证明：如果我们要证明两个数 a, b 相等，当然可以直接说明，但有时候我们需要
“曲线救国”，通过证明 a ⩾ b 和 b ⩾ a 同时成立来说明 a = b，这种证明方法我们在
将来证明秩不等式的时候非常常用.

对于集合相等也是同理，要证明两个集合 A 和 B 相等，我们经常会通过证明 A ⊆ B
和 B ⊆ A 来说明 A = B.

11. 最大最小性证明：我们可以参考定理 2.2，事实上证明此类问题可以转化为之前所说
的任意性证明：假设我们要证明某个元素或者集合是最大的，那么实际上等价于证明
任意其他元素或者其他集合都不大于它或被它包含，最小性同理，此处不再赘述. 另
一种证明方法则是反证法：如果存在一个更大的元素，则推出矛盾.

1ε.2 代数结构的引入

在第一讲中，我们将引入代数结构的起源归于人们希望为一系列相似的结构找到一种
统一的描述方式，然后就可以通过研究这种统一结构的特点来研究各个具体的结构. 本节
我们希望给出一些实例展示这一思想，也简要介绍一下 “抽象代数” 这一学科的一些故事.

1ε.2.1 群来源于对称

本节我们主要介绍与群相关的几何直观，事实上它们与群的抽象定义有很大的关联.
我们回忆群的定义：在集合上定义了一种运算（运算本身满足封闭性），满足结合律、有单
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位元和逆元. 这一定义看起来非常抽象，但实际上它在描述一种很美丽的性质，我们来看
几个例子.

例 1ε.4

平面上的平移群、反射群、旋转群. 在平面直角坐标系中，(x, y) 为任意点的坐标.

1. 平移群：由平移 βab (a, b ∈ R) 构成，定义如下：

βab(x, y) = (x+ a, y + b).

不难看出 βabβcd = βa+c,b+d，因此平移群满足结合律，单位元为 β00，逆元为
β−a,−b，因此平移群构成一个群.

2. 反射群：取平面上一直线 l，对此直线的全体镜像映射构成群，这就是反射群.
为方便讨论，不妨假定这条直线是 y 轴，于是镜面映射 γ 的作用如下：

γ(x, y) = (−x, y).

不难看出 γ2 = e（e 为幺映射，即 e(x, y) = (x, y)），因此事实上反射群中只有
两个元素，我们也很容易验证它真的构成群.

3. 旋转群：取平面上一点，对此点的全体旋转映射构成群，这就是旋转群. 为方
便讨论，不妨假定这个点是原点，令旋转角为 θ (0 ⩽ θ < 360◦) 的旋转为 ρθ，
则不难看出

ρθ1ρθ2 = ρ[θ1+θ2],

其中 [θ1 + θ2] 表示 θ1 + θ2 的模 360◦ 的余数. 在此群中，单位元为 ρ0，逆元为
ρ−θ，因此旋转群构成一个群.

事实上，上面的例子中在集合上都具有一种所谓的 “对称”美感，很巧的是这些对称都
能用群描述. 因此实际上群的诞生实际上就是为了公理化（这一名词我们将在下一节中进
一步阐释）描述这种对称性.

如果我们将群和对称性与物理学结合，或许会看到更多美丽的结果. 事实上，描述空
间和时间变换的连续对称性需要用到 Sophus Lie（1842–1899）引入的李群（Lie groups）.
而诺特定理告诉我们：任何可微对称性都对应于守恒律. 例如，时间平移对称性蕴含能量
守恒，空间平移对称性蕴含动量守恒，空间旋转对称性蕴含角动量守恒. 相信阅读本讲义
的读者很多都具有物理学背景或对物理学感兴趣，那么在理论力学中大家将会进一步学习
到这些内容，体会到群、对称性在物理学中更深层的应用.
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1ε.2.2 五次方程没有求根公式？

事实上，群的三条公理的直接来历可能不及上一小节中的简单. 实际上，它来源于伽
罗瓦（Evariste Galois，1811–1832）对五次方程没有根式解的思考. 或许我们初次见到很
难想象五次方程没有求根公式会和群这三条公理产生什么联系，事实上历代很多数学家的
尝试也与此无关，他们都在思考根与五次方程系数之间的联系. 然而我们可以回忆单位根
在复平面上的分布，我们发现，一元高次方程的根在一定程度上具有较强的对称性——这
其中的奥秘似乎可以用群来描述. 伽罗瓦基于这些观察建立了群的概念，证明了多项式可
解性等价于多项式根的置换群（伽罗瓦群）具有某种结构（可解性），从而解决了 5 次方程
不可解性这一难题.

也许这里插入一些小历史故事是合适的——毕竟伽罗瓦的生平的确令人惋惜. 细心的
读者可能已经在上一段计算过伽罗瓦的去世年龄——年仅 21 岁. 我们可能无法想象如此
困难的问题竟然能有一个天才在 21 岁之前解决. 事实上，1829 年，年仅 18 岁的伽罗瓦
就将他在代数方程解的结果呈交给法国科学院，由著名的大数学家奥古斯丁·路易·柯西
（Augustin Louis Cauchy，不用说，柯西-施瓦茨不等式、柯西收敛准则、柯西中值定理都
有他的影子）负责审阅，但柯西却将文章连同摘要都弄丢了——事实上 19 世纪的两个短
命数学天才尼尔斯·亨利克·阿贝尔（Niels Henrik Abel，1802-1829，正是阿贝尔群的那
位）与伽罗瓦都不约而同地 “栽”在柯西手中，而阿贝尔事实上早于伽罗瓦用另一种方式给
出了证明（于 1824 年），因此一元四次以上方程没有求根公式这一定理由阿贝尔命名. 阿
贝尔将论文发出后，科学院秘书傅里叶（Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830，傅里叶
级数就是他的成果）读了论文的引言，然后委托勒让德和柯西负责审查. 柯西把稿件带回
家中，究竟放在什么地方，竟记不起来了. 直到两年以后阿贝尔已经去世，失踪的论文原
稿才重新找到，而论文的正式发表，则迁延了 12 年之久.

让我们回到伽罗瓦的生平. 1827 年，16 岁的伽罗瓦自信满满地投考他理想中的（学术
的与政治的）大学：综合工科学校，却因为颟顸无能的主考官而名落孙山，而当伽罗瓦第
二次要报考综合工科大学时，他的父亲却因为被人在选举时恶意中伤而自杀. 正直父亲的
冤死，影响他考试失败，也导致他的政治观与人生观更趋向极端.

1829 年，伽罗瓦进入高等师范学院就读，次年他再次将方程式论的结果写成三篇论
文，争取当年科学院的数学大奖，但是文章在送到让·巴普蒂斯·约瑟夫·傅里叶手中后，
却因傅里叶过世又遭蒙尘，伽罗瓦只能眼睁睁看着大奖落入阿贝尔与卡尔·雅可比（Carl
Jacobi，雅可比行列式的发明人）的手里. 1830 年法国七月革命发生，保皇势力出亡，高
等师范学院校长将学生锁在高墙内，引起伽罗瓦强烈不满. 12 月伽罗瓦在校报上抨击校长
的作法，因此被学校退学. 由于强烈支持共和主义，从 1831 年 5 月后，伽罗瓦两度因政治
原因下狱，他也曾企图自杀. 在监狱中，伽罗瓦仍然顽强地进行数学研究，一面修改他关
于方程论的论文及其他数学工作，一面为将要出版的著作撰写序言.

据说 1832 年 3 月他在狱中结识了一个医生的女儿并陷入狂恋. 因为这段感情，他陷
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入一场决斗. 自知必死的伽罗瓦在决斗前夜将他的所有数学成果狂笔疾书记录下来，希望
有朝一日自己的研究成果能大白于天下，并时不时在一旁写下 “我没有时间”. 第二天他果
然在决斗中身亡，时间是 1832 年 5 月 31 日. 这个传说富浪漫主义色彩，为后世史家所质
疑.

他的朋友奥古斯特·舍瓦烈（Auguste Chevalier）遵照伽罗瓦的遗愿，将他的数学论
文寄给卡尔·弗里德里希·高斯（Carl Friedrich Gauss）与卡尔·雅可比，但是都石沉大
海. 要一直到 1843 年，才由刘维尔（Joseph Liouville）肯定伽罗瓦结果之正确、独创与深
邃，并在 1846 年将它发表.

事实上，伽罗瓦带给我们的财富也不止于此，群与对称性的关联也不止于此. 事实上，
高斯为什么能尺规作图作出正十七边形而非其它形状，也正是因为他漂亮地证明高斯的论
断：若用尺规作图能作出正 p 边形，p 为质数的充要条件为 p = 22

k

+ 1（所以正十七边形
可尺规作图）. 除此之外，他的理论也直接解决了古代三大尺规作图问题中的两个：三等分
任意角不可能、倍立方（求作一正方体的边，使其体积为给定正方体的两倍）不可能（第
三个问题是化圆为方：求作一正方形，使其与给定的圆面积相等，这一问题的不可能性由
林得曼（Linderman）在 1882 年证明 π 的超越性, 即 π 不为任何整数系数多次式的根得以
确立. 有趣的是，这个结论的证明也间接地与伽罗瓦理论有关）.

总而言之，我们发现，代数结构的引入实际上也源于对一些常见概念的抽象，例如群
的引入源于对于对称性的抽象. 实际上这种从直觉转化为抽象的规则定义的思想可以称为
“公理化”，接下来我们便用完整的一节来介绍这一思想，让读者逐步由易到难接受这一与
中学学习相去可能甚远的思想.

1ε.3 公理化思想与布尔巴基学派

1ε.3.1 公理化思想

事实上，在上一讲中我们介绍了群、环和域的定义，它们的定义都有一个共同的特点：
我们在定义运算的时候，都是给出一些很基本的规则，而接下来的所有性质都只能依靠这
些基本规则展开. 这种思想在数学中无疑是至关重要且在将来经常遇见的，实际上从下一
讲开始，我们将直面线性空间的八条公理——我想这对于初次遇见的同学而言，大概率是
很难直接接受并且理解其中的目的的. 所以我们在这里给出一些基本的例子做一个台阶，
以便更好地理解公理化的思想.

首先我们介绍我们熟知的 “距离” 这一概念的公理化描述：
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定义 1ε.2

设 X 是一个非空集合，d : X ×X → R 是一个函数，如果它满足

1. d(x, y) ⩾ 0，且 d(x, y) = 0 当且仅当 x = y；

2. d(x, y) = d(y, x)；

3. d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y).

则称 d 是 X 上的一个距离.

这一定义首先表明，距离是一个双变量的函数，它能将集合 X 中两个元素映射到一个
实数，这个实数代表了这两个元素的距离. 这一定义并没有给出距离的具体形式，而是给
出了距离应该满足的一些性质. 我们审视这三条性质：

1. 第一条性质表明两个元素之间距离非负，并且距离为 0 当且仅当这两个元素相等；

2. 第二条性质表明距离是对称的，也就是说，x 到 y 的距离和 y 到 x 的距离是相等的；

3. 第三条性质表明距离满足三角不等式，也就是说，x 到 y 的距离不会超过 x 到 z 的
距离和 z 到 y 的距离之和.

或许读者会觉得这些性质过于显然. 的确，它们都来源于我们对于现实世界中对于 “距
离” 这一名词的基本认识，但是它所定义的集合 X 不一定是平面或者空间中的两个点——
它可以是任意的集合，因此这一定义具有了普遍意义，我们来看一些实际例子：

例 1ε.5

定义全体 n 元实向量 (x1, x2, . . . , xn), xi ∈ R 构成的集合上的距离为

d((x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn)) =
p

√√√√ n∑
i=1

|xi − yi|p,

其中 p ⩾ 1，则这一定义满足距离的三条公理，其中前两条显然成立，第三条读者可
以参考 “闵可夫斯基不等式”，具体证明较为繁杂，此处不再赘述，我们放在习题中.
这一距离定义非常经典，我们称其为 ℓp 范数.

事实上，在上面这一例子中，取定 p = 2 实际上就是我们高中学习过的向量距离的定
义，因此还是非常直观的. 下面我们给出的例子将涉及更为广泛的情况.
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例 1ε.6

将区间 [a, b] 上的所有连续函数构成的集合记为 C[a, b]，定义 C[a, b] 上的距离为

d(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

即我们这里定义了两个连续函数之间的距离为它们在区间 [a, b] 上的最大差值. 读者
可以自行验证这一定义满足距离的三条公理.

这一距离不是定义在平面两点之间，而是定义在两个函数之间——这就体现出公理化
定义的一个重要意义，它用更抽象的语言描述使得我们可以在更广泛的背景下讨论一个概
念. 例如，在数学分析（或微积分）中我们刻画了数列极限和收敛的概念，即若实数轴上
点列 {xn} 趋于 x0，实际上就是当 n→∞ 时 |xn − x0| → 0，即二者距离趋于 0，此时称
{xn} 收敛于 x0. 而在定义了函数的距离后我们可以讨论 C[a, b] 上的极限和收敛性，即在
上面例子中给出的距离定义下，一列函数 {fn(x)} 收敛于 f0(x) 当且仅当 n→∞ 时 fn(x)

与 f0(x) 在 [a, b] 上的最大差值趋于 0. 这实际上就是函数列一致收敛的定义，学习数学分
析的同学在将来会了解到这一十分核心的概念.

由此我们在距离的公理化中能体会到如下几点：

1. 公理化来源于直觉，或者说一条公理经常对应 “常识” 中某一条自然的性质；

2. 公理化使得我们在讨论一个概念时可以不局限于某一特定的背景，而是可以在更广泛
的背景下讨论，但前提是我们需要构造出符合公理的背景.

接下来我们将通过其它例子体现公理化的作用：它有助于构建完备的理论体系，让数
学中的基础概念有依据可循. 一个很合适的例子是皮亚诺公理（接下来的内容参考《陶哲
轩实分析》），它是一个定义自然数的标准方法（当然不是唯一的，也可以用集合的基数定
义）. 基于皮亚诺公理，我们将看到为什么 1 + 1 = 2 是合理的，为什么结合律、分配律、
交换律总是正确的. 你会发现，即使一个命题是 “显然的”，但在公理体系下它可能不易证
明. 除此之外，我希望读者在这里忘记以前所学的一切运算规律，甚至忘记 1, 2, 3, . . . 这些
数字——因为它们都还没有被定义，我们只从接下来给出的简单公理出发，推出或许很显
然的很多自然数的基本性质——这就是公理化的特点，我们只有最简单的抽象公理，但我
们可以以此为基础利用自己的证明和抽象思考能力还原显然的世界，但这时整个世界都是
严谨、有理可循的而非杂乱无章的.

接下来我们来看皮亚诺是如何基于一些从直觉而来的原理，转化为少数几条公理使其
能够构成一个完备的自然数理论体系的. 我们先从一个直觉性的不正式的定义出发，然后
看皮亚诺如何将其公理化.
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定义 1ε.3 非正式的自然数定义

自然数是指集合
N = {0, 1, 2, 3, 4, . . .}

中的元素，此集合是由从 0 开始无休止地往前数所得到的一切数的集合. 我们将 N
称为自然数集.

实际上，这个定义在一定意义上解决了自然数是什么的问题，但这并不是完全可接受
的，因为它遗留下许多没有回答的问题. 例如：怎么知道我们可以无休止地数下去而不会
循环回到 0？如何定义自然数的运算，如加法、乘法或指数运算？我们可以首先回答最后一
个问题：可以通过简单的运算来定义复杂的运算. 指数运算只不过是重复的乘法运算：53

是 3 个 5 乘在一起；乘法只不过是加法的重复：5× 3 是 3 个 5 加在一起；而加法只不过
是每次增长一个的行为（称为增长运算，实际上与 C 语言代码中的 ++ 运算符非常类似）
的重复运作：如果你把 5 加上 3, 你所做的只不过是让 5 增长 3 次. 另一方面，增长似乎
是一个基本的运算，它没法再归结为更简单的运算. 于是，为了定义自然数，我们将使用
两个基础性的概念：数零 0 以及增长运算，我们称之为后继. 我们用 suc(n) 代表 n 的后
继，例如 suc(3) = 4，suc(suc(3)) = 5 等等. 于是，似乎我们要说自然数集是由 0 和每个
可由 0 经增长而得者所组成，因此我们可以自然地想到如下两条公理：

公理 1ε.1

1. 0 是自然数；

2. 如果 n 是自然数，那么 suc(n) 也是自然数.

现在我们的自然数集合只有 0 这个元素以及 suc 运算（一定要忘记其他数字和加法，
它们现在还不存在呢！），因此自然数集合可以写成

N = {0, suc(0), suc(suc(0)), suc(suc(suc(0))), · · · }.

这样的写法太复杂了，我们不妨记 1 是 suc(0)，2 是 suc(suc(0))，3 是 suc(suc(suc(0)))，
等等. 那么 1, 2, 3 实际上只是一个记号，表征它们不是 0，并且互不相同. 但我们现在的
公理并没有说明 suc(3) 一定不是 0，事实上 suc(3) = 0 并没有违反上面两条公理的任何一
条，如果 suc(3) = 0，那事实上自然数集合只能有 0, 1, 2, 3 四个数字，这与自然数集有无
穷个元素不符，因此我们需要一个公理来排除这种情况：

公理 1ε.2 无穷公理

如果 n 是任意自然数，那么 suc(n) 6= 0. 即 0 不是任何自然数的后继.
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基于此，我们可以给每个自然数集的元素一个记号，刚刚我们编到了 3，事实上现在
也可以引入 4 = suc(3) 等. 但是要注意的是我们现在也没有所谓十进制的说法，记住这些
数字只是记号，我完全可以定义 suc(3) = a 而不是 4，只是记作 4 更符合我们的习惯.

然而即使我们加入了新的公理也不能阻止一些病态的情况，例如考虑由 0, 1, 2, 3, 4 组
成的集合，这个集合中增长运算在 4 处 “碰了顶”，即 suc(0) = 1，suc(1) = 2，suc(2) = 3，
suc(3) = 4，但 suc(4) = 4，那么接下来所有递增后的元素都将逃不开 4，这也和 “无穷集
合” 矛盾，但没有违反之前定义的三条公理的任何一条，因此我们需要补充下面这一条公
理：

公理 1ε.3

不同的自然数必有不同的后继者，即若 n,m 是自然数，且 n 6= m，则 suc(n) 6=
suc(m). 等价而言，如果 suc(n) = suc(m)，则 n = m.

到目前为止，我们大概可以保证全体自然数彼此两两不同，但我们并没有排除在 0 和
1 之间插入 0.5 这样的不该出现的元素出现在自然数集合中的可能性，于是我们需要引入
接下来的这条公理，我们称之为数学归纳原理，或称第一数学归纳法：

公理 1ε.4 数学归纳原理

设 P (n) 是关于自然数的一个性质，假设 P (0) 是真的，而且 P (n) → P (suc(n)) 也
是真的，那么 P (n) 对于所有自然数 n 都是真的.

因此，假如我们有定义 suc(0) = 1，suc(1) = 2，suc(2) = 3 等构成自然数集合，但这
个自然数集在 0 和 1 之间出现了数 0.5，它不是任何数的后继，那么一定违反了上面的公
理——因为假设 P (0) 是真的，我们只能保证 P (1), P (2), P (3) 是真的，0.5 虽然也是自然
数（因为它在我们定义的自然数集中），但我们没有规则保证 P (0.5) 成立，因此与 “P (n)
对于所有自然数 n 都是真的” 矛盾. 所以这一公理合理防止了不应该出现的数出现在自然
数集合中的可能性.

数学归纳原理事实上带来了更重要的结果，即引入了所谓的数学归纳法这一重要的证
明方法. 相信在中学阶段各位也已熟知这一方法，并且这一方法实际上就是与这一公理完
美对应的，因此我们不再赘述. 我们在这里只给出利用数学归纳法证明的一个框架：一般
地，证明一个与自然数 n 有关的数学命题，可按如下两个步骤进行：

1.（归纳奠基）证明当 n = n0 时命题成立；

2.（归纳递推）假设当 n = k 时命题成立，证明当 n = k + 1 时命题也成立.

由此就可以断定命题对于从 n0 开始的所有自然数 n 都成立.
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接下来我们需要解决一个更复杂的问题：我们还没有定义自然数之间的运算，例如加
法、乘法以及指数运算等. 事实上，从增长到加法、从加法到乘法以及乘法到指数运算，我
们都可以通过类似的方法定义，因此这里我们只严格证明加法的相关性质，而其它的运算
的性质及详细证明读者可以自行证明或参考《陶哲轩实分析》.

事实上，我们在正式讨论皮亚诺公理之前就已经简单讨论过加法的思想，例如 5 + 3

实际上就是 5 增长 3 次，即 suc(suc(suc(5))). 因此我们可以如下定义加法为：

定义 1ε.4

设 m是自然数，定义 0+m = m. 对于任意自然数 n，定义 suc(n)+m = suc(n+m).

于是 0+m = m，1+m = suc(0+m) = suc(m)，2+m = suc(1+m) = suc(suc(m))，
以此类推，我们也可以基于此得到 2 + 3 = suc(suc(3)) = suc(4) = 5. 但我们目前不能仅
仅依靠这些直觉推导，我们希望证明一些对于任意正整数都成立的运算规律，例如交换律.
将一个性质推演至无穷我们自然想到数学归纳法，接下来我们就来尝试使用数学归纳法证
明这样定义的自然数满足加法交换律.

引理 1ε.1

对于任意自然数 n，有 n+ 0 = n.

证明

用归纳法. 由加法定义中 0+n = n可知 0+0 = 0，归纳基础成立. 现假设 n+0 = n，
则 suc(n) + 0 = suc(n+ 0) = suc(n)，归纳步骤成立. 由数学归纳原理可知，对于任
意自然数 n，有 n+ 0 = n. □

引理 1ε.2

对于任意自然数 n,m，有 n+ suc(m) = suc(n+m).

证明

此处归纳法要注意准确选取对谁使用归纳法. 事实上选取 n 进行归纳更为简单，因
为在原式中没有出现过独立的 suc(n)，所以它可以在一定程度上避免套娃. n = 0时，
0+suc(m) = suc(m) = suc(0+m)，归纳基础成立. 现假设 n+suc(m) = suc(n+m)，
则 suc(n) + suc(m) = suc(n + suc(m)) = suc(suc(n + m))，suc(suc(n) + m) =

suc(suc(n +m)) = suc(n) + suc(m)，归纳步骤成立. 由数学归纳原理可知，对于任
意自然数 n,m，有 n+ suc(m) = suc(n+m). □



1ε.3 公理化思想与布尔巴基学派 33

有了前面两个引理的铺垫，我们可以证明自然数的加法交换律：

定理 1ε.2 加法交换律

对于任意自然数 n,m，有 n+m = m+ n.

这里的证明仍然基于对 n 作归纳法，具体证明我们放在习题中供读者练习. 事实上我
们还可以基于归纳法证明加法结合律、消去律（即由 a+ c = b+ c 推出 a = b）等，以及
乘法、指数运算（包括加法乘法分配律）等，但这已经超出我们的讨论范畴——我们的希
望是基于皮亚诺公理给读者一个公理化构建完备体系的体验，事实上从最开始逐条加入公
理排除不合理的情况，到定义加法之后不断证明一些很显然但不易证明的结论，都很好地
体现了利用公理化构建完备数学体系的思想. 在讨论的最后我们为自然数引入最后一个结
构——序结构，它定义了自然数之间的大小关系，这也是需要公理化的：

定义 1ε.5 序结构

设 m,n 是自然数，我们说 n 大于等于 m，记作 n ⩾ m，或 m ⩽ n，如果存在一个
自然数 k 使得 n = m+ k. 我们说 n 严格大于 m，记作 n > m，或 m < n，当且仅
当 n ⩾ m 且 n 6= m.

事实上，基于这一定义以及之前介绍的加法定义和导出的性质，我们可以得到以下定
理：

定理 1ε.3

设 a 和 b 是自然数，那么下面三个命题中恰有一个是真的：

1. a = b；

2. a < b；

3. a > b.

这事实上就表明上面的定义是合理的——因为任意两个自然数之间都可以比较，并且
比较的结果是三种之中确定的一种. 定理证明只需对 a 作归纳，具体证明我们放在习题中
供读者练习. 事实上，我们引入序结构主要目的是介绍下面的强归纳法原理，或称第二数
学归纳法：
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定理 1ε.4 强归纳法原理

设 m0 是一个自然数，P (m) 是一个依赖于任意自然数 m 的性质. 设对于每个 m ⩾
m0 都有下述蕴含关系：如果 P (m′) 对于一切满足 m0 ⩽ m′ < m 的自然数 m′ 都成
立，那么 P (m) 也成立，那么我们可以断定 P (m) 对于所有自然数 m ⩾ m0 都成立.

这里定理的证明我们也留作习题，当然我们更多地是直接使用它. 或许上面的描述有
些抽象，我们直接给出第二数学归纳法的框架，对照理解更为直观：

1. (归纳奠基) 证明当 m = m0 时命题成立；

2. (归纳递推) 假设当 m0 ⩽ k (k ∈ N, k > m0) 时命题成立，证明当 m = k+1 时命题
也成立.

由此就可以断定命题对于从 m0 开始的所有自然数 m 都成立. 如果取框架中 k + 1 = m′

就很容易看出这与强归纳法原理一致了. 我们不难发现能用第一数学归纳法证明的命题都
可以用第二数学归纳法证明，但反之不一定成立，因此第二数学归纳法原理更强，因为它
假设所有小于等于 k 的自然数都满足命题推出 k + 1 时成立，而第一数学归纳法只需要假
设等于 k 满足命题即可证明. 但是，需要注意的是，作为两条公理，它们是等价的，有兴
趣的读者可自行完成证明.

至此我们结束对皮亚诺公理的讨论——事实上我们已经讨论了非常多，而且显得有些
枯燥，因此接下来最后一个例子我们会更轻松一些. 我们希望通过罗素悖论和公理化集合
论的例子和故事进一步说明公理化如何助于构建完备公理体系. 事实上，我们可以穿插着
谈一些简单的历史. 十九世纪下半叶，德国数学家康托（Georg Cantor）创立了著名的集合
论，在集合论刚产生时，曾遭到许多人的猛烈攻击，但不久这一开创性成果就为广大数学
家所接受了，并且获得广泛而高度的赞誉. 数学家们发现，从自然数与康托尔集合论出发
可建立起整个数学大厦，因而集合论成为现代数学的基石. 这一发现使数学家们为之陶醉，
数学界甚至整个科学界笼罩在一片喜悦祥和的气氛之中. 数学家，尤其是弗雷格（Gottlob
Frege）等逻辑主义者普遍认为，数学的系统性和严密性已经达到，数学大厦已经基本建成.
然而，1903 年，包括英国数学家罗素以及创始人康托在内的几位数学家先后提出了几条悖
论，它们使集合论产生了危机，在弗雷格的著作《算数的基本规律》第二卷中，就留下了
那个至今仍让人胆寒的段落：

在工作完美收官之际，却突然发现整个基础都必须要放弃，对一个科学家来说
没有什么能比这个更加不幸的了. 是罗素的一封信件让我认识到这一点，我不
得不在本书即将出版之际加以说明.

罗素的版本非常浅显易懂，而且所涉及的只是集合论中最基本的东西. 所以，罗素悖
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论一提出就在当时的数学界与逻辑学界内引起了极大震动. 接下来我们便开始介绍这一引
发第三次数学危机的悖论. 实际上，在康托的集合论中，有一条所谓的概括公理：

公理 1ε.5 概括公理

设对于每个对象 x，我们都有一个依赖于 x 的性质 P (x)（从而对于每个 x，P (x) 要
么是真命题，要么是假命题），则存在一个集合 A，使得对于每个对象 x，x ∈ A 当
且仅当 P (x) 为真.

事实上这一公理看起来非常符合直觉，因为它表明总是存在一个集合，它由满足某一
性质的所有对象组成. 但是这一公理却导致了著名的罗素悖论：设 P (x) 是这样的命题

P (x) ⇐⇒ x 是一个集合，且 x /∈ x,

也就是说，P (x) 为真当且仅当 x 是一个集合，且 x 不是自身的元素. 例如，P ({2, 3, 4})
成立，因为集合 {2, 3, 4} 不是 {2, 3, 4} 的三个元素 2, 3, 4 中的任何一个.

接下来我们利用概括公理构造集合：

Ω = {x | P (x) 成立 } = {x | x 是一个集合，且 x /∈ x},

即 Ω 是一切不以自己为元素的集合的集合，现在我们有这样一个问题，Ω 含有它自己为元
素吗？即是否有 Ω ∈ Ω：

1. 如果 Ω ∈ Ω，则由 Ω 的定义知 Ω /∈ Ω，矛盾！

2. 如果 Ω /∈ Ω，则由 Ω 的定义知 Ω ∈ Ω，矛盾！

事实上这一悖论的构造是很简单的：我们只是构造了一个命题 P (x)，然后利用概括公
理基于这一命题构造出了一个集合 Ω，然后就发现 Ω ∈ Ω 这个问题无法回答，得到矛盾.
事实上我们有一个很经典的理发师的故事可以帮助我们理解罗素悖论：在某个城市中有一
位理发师，他的广告词是这样写的：“本人的理发技艺十分高超，誉满全城. 我将为本城所
有不给自己刮脸的人刮脸，我也只给这些人刮脸. 我对各位表示热诚欢迎！”来找他刮脸的
人络绎不绝，自然都是那些不给自己刮脸的人. 可是，有一天，这位理发师从镜子里看见
自己的胡子长了，他本能地抓起了剃刀，你们看他能不能给他自己刮脸呢？如果他不给自
己刮脸，他就属于 “不给自己刮脸的人”，他就要给自己刮脸，而如果他给自己刮脸呢？他
又属于 “给自己刮脸的人” 他就不该给自己刮脸. 理发师悖论是罗素悖论的一种通俗表达：
如果把每个人看成一个集合 x，这个集合的元素被定义成这个人刮脸的对象，即 P (x)在 x

不属于 x 时成立，即一个人不是自己的刮脸对象，即自己不给自己刮脸时成立. 那么，理
发师宣称，他的元素是城里不属于自身的那些集合（即自己不给自己刮脸的人），那么理发
师集合实际上就是上面的 Ω，那么理发师是否属于他自己这一问题就对应于罗素悖论最后
导出矛盾的问题，由此我们可以看出理发师的故事和罗素悖论的对应关系.
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事实上我们仔细思考理发师的故事，问题的关键就在于理发师是否考虑他自己，因为
他只要不关心他自己是否给自己刮脸，他就不会陷入矛盾，因此罗素悖论的关键点也在于
这一 “自包含”逻辑的问题. 将来如果是学习计算机专业的同学一定会了解 “停机问题”，事
实上也是利用这一 “自包含” 思想构造的矛盾.

于是自然地，数学家们开始思考如何解决这一漏洞. 1908 年，策梅罗（Ernst Zermelo）
提出第一个公理化集合论体系，这一公理化集合系统很大程度上弥补了康托尔朴素集合论
的缺陷，并且在通过弗兰克尔（Abraham Fraenkel）的改进后得到了著名的被称为 ZF 公
理系统（如果有选择公理则称 ZFC 公理系统）. 除 ZF 系统外，集合论的公理系统还有多
种，如冯·诺伊曼（von Neumann）等人提出的 NBG 系统等. 在该公理系统中通过引入类
（class）的概念以及相应的公理也避免了罗素悖论. 事实上，弗雷格本人也做出过一些尝试，
关于他的休谟原则的讨论可以参见 DMMC 中相应的讨论.

总结而言，本小节我们介绍了三个公理化的例子：距离的公理化、皮亚诺公理和公理
化集合论. 通过这三个例子我们可以体会到公理化很多都源于 “常识”，公理通常与直觉
对应，但它的表达力比常识或一些特例更强（例如公理化距离比平面两点距离公式表达力
强），并且它有助于构建完备的数学体系. 因此公理化并不是 “妖魔化”，虽然它让很多熟悉
的概念变得陌生或是复杂，但它们只是数学家为了构建完备的数学体系而做出的努力，而
这些努力很多时候仍然是基于正常人的直觉——以至于像康托那样的大数学家也可能会犯
错误，即使是一些天才的设计，它们很多时候也是希望达到某个目标而进一步抽象做出的.

事实上公理化有几个重要的评价指标. 其一是一致性，即我们不能从一个公理体系导
出矛盾. 其二是是否足够精简，一方面足够精简的公理系统会更加简洁美观，另一方面更多
的公理使得互相之间可以推导也是没必要的. 这种观念被一些数学家奉为圭臬，其巅峰就
是 Harvey Friedmann 开创的对公理的逆向工程——逆向数学（reverse mathematics），他
们力求研究清楚某个结果所需的极小公理系统. 其二是表达力，事实上我们很容易提出这
样的问题：为什么距离公理化只有这三条要求？群的定义为什么只有这几条？公理化集合
论为什么是这些内容而不是其他，明明集合满足的基本要求我们可以有很多种表达？事实
上这与表达力是分不开的. 对于这些东西的详尽讨论亦可见 DMMC. 上面介绍的这些公理
化定义都能将我们最熟悉的其它可能导出的常识性性质推导出，因此表达力是足够的，例
如皮亚诺公理完全可以体现出整数的特点. 而公理化集合论则更不必纠结，一方面整个数
学的大厦都建立在其上，它们首先都在公理化设计中经历了反复检验和调整，然后也经历
了上百年的检验和运用（除了选择公理存在一定争议），另一方面我们也不只有一套公理化
集合论的方法，事实上它们在很大程度上是等价的（至少在一般的数学分析、线性代数学
习中我们不关心它们的区别）. 只是我们在学习这些公理的时候是被动的接受者，倘若我
们站在设计者的角度思考，我们会发现这些公理的设计是自然而精妙的，是螺旋式上升的
过程，并非妖魔化的. 因此相信经过这里的训练后，下一讲开始的线性空间 8 条运算公理
不再能让读者产生很大的畏难心理.
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1ε.3.2 布尔巴基学派

我们已经通过一些例子体会了公理化的思想，事实上我们要谈论公理化，不能避开的
一个主题就是布尔巴基学派. 尼古拉·布尔巴基（法语：Nicolas Bourbaki）是 20 世纪一
群法国数学家的笔名. 布尔巴基是个虚构的人物，布尔巴基团体的正式称呼是 “尼古拉·布
尔巴基合作者协会”，在巴黎的高等师范学校设有办公室，他们由 1935 年开始撰写一系列
述说对现代高等数学探研所得的书籍. 以把整个数学建基于集合论为目的，在过程中，布
尔巴基致力于做到最极端的严谨和泛化，建立了些新术语和概念.

布尔巴基在集合论的基础上用公理方法重新构造整个现代数学. 布尔巴基认为：数学，
至少纯粹数学，是研究抽象结构的理论. 结构，就是以初始概念和公理出发的演绎系统. 有
三种基本的抽象结构：代数结构——也就是我们之前一直在强调的集合上定义运算的想法；
序结构——可以参考教材 1.4 节；拓扑结构——我们将在下面马上给出定义. 他们把全部
数学看作按不同结构进行演绎的体系.

定义 1ε.6

设 X 是一个集合，T 是 X 的一个子集族，如果 T 满足

1. ∅, X ∈ T ；

2. 若 U, V ∈ T ，则 U ∪ V ∈ T ；

3. 若 {Uα}
α∈I

⊂ T ，则
⋂
α∈I

Uα ∈ T ，其中 I 是一个指标集合.

则称 (X,T ) 是一个拓扑空间. 如果 U 是族 T 中的元素，则称 U 是一个开集.

我们无需明白上面的定义在表达什么，但至少它与我们日常科普中见到的 “拓扑” 一
词从直观上看相去甚远，但事实上基于此我们可以得到更为本质的 “连续性” 概念——开
集的原像是开集，这与数学分析中学习的一元函数连续性是一致的，我们也可以得到数学
家笑话 “拓扑学家分不清咖啡杯和甜甜圈”，得到连通性、紧致性、同伦等概念，这些概念
在数学中有着重要的地位. 但是我们在这里不打算深入讨论拓扑学的内容，而是想通过这
个例子说明，布尔巴基公理化的思想是如何在数学中发挥作用的.

布尔巴基著有九卷本，超过七千多页的《数学原本》，这是有史以来最大的数学巨著.
彻底追求严格性和一般性的叙述方法被称为 “布尔巴基风格”. 最后的第 9 卷谱理论执笔
始于 1983 年，出版工程至此告终. 只是在 20 世纪末，增补了交换代数的簇理论. 布尔
巴基对严谨性的强调在当时产生了很大的影响. 这与当时昂利·庞加莱（Henry Poincaré）
所强调的数学要依靠自由想像的数学直观的说法分庭抗礼. 布尔巴基的影响力随时间而减
弱，一个原因是由于布尔巴基的抽象并不显得比发明者原初的想法更为有用，另一个原因
是因为没有包含像范畴论等重要的现代数学理论. 尽管范畴论是由布尔巴基的成员艾伦堡
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（Samuel Eilenberg）所创立，格罗滕迪克（Alexander Grothendieck）所推广的，但是如果
要容纳范畴论，就不得不对已经出版的著作进行根本性的改写.

布尔巴基在数学史上还承担了类似于 “大一统” 的工作，他们引入的记号有：∅，代表
空集；黑板粗体字母表示数集（例如：N 表示自然数集，Q 表示有理数集，R 表示实数集，
Z 表示整数集）；还发明了术语 “单射”、“满射” 和 “双射”——你可能无法想象如此基本的
数学名词曾经还有多种不统一的叫法. 事实上，现在我们用到的 “紧集”（学习数学分析的
同学应该知道，现在是用实数完备性中的有限覆盖定理表达的）在布尔巴基学派之前有数
十种定义.

我们无法否认布尔巴基学派这一曾经诞生了如此众多顶级数学家的学派，同时，也作
为一个曾经实践了这样一个雄心勃勃的数学统一计划的学派对数学本身的贡献. 当然他们
曾经在 20 世纪 50–60 年代推行的所谓 “新数学” 运动，把抽象数学，特别是抽象代数的内
容引入中学甚至小学的教科书当中. 这种突然的变革不但使学生无法接受新教材，就连教
员都无法理解，造成了整个数学教育的混乱. 在高等数学教育方面，就连布尔巴基的奠基
者们后来编的教科书也破除了布尔巴基的形式体系而采用比较自然、具体、循序渐进的体
系. 所以我想对于一本教材而言，自然、具体、循序渐进是重要的，学习需要螺旋式上升的
过程，而不是一蹴而就，这一点相信读者在未来学习中一定能体会到.

内容总结

习题

教育不是灌输，而是点燃火焰.

——苏格拉底

B 组

1. 依照皮亚诺公理的定义证明：对于任意自然数 n,m，有 n+m = m+ n.

C 组

1. 证明闵可夫斯基不等式和 ℓp 范数的三角不等式.

2. 利用皮亚诺公理，证明如下命题：设 a 和 b 是自然数，那么下面三个命题中恰有一个
是真的：

(1) a = b；

(2) a < b；

(3) a > b.
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3. 利用皮亚诺公理，证明强归纳法原理.

4. 利用强归纳法原理反推数学归纳原理.



40 未竟专题一 预备思想



2
线性空间

本讲我们将开始回答第 1 讲最后留下的问题，即线性方程组有唯一解、无穷解或无解
的本质原因. 这段旅程或许有些漫长，中间会有很多的铺垫，我们将从其中最为基础的概
念——线性空间出发进行探讨.

回忆高斯消元法，方程组中每一行或一列都可以视为向量. 我们可以先看下面这个例
子：

例 2.1

考虑如下两个方程组

1.


x1 + x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 + 3x3 = 0

2x1 + 3x2 + 4x3 = 0

2.


x1 + x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 + 3x3 = 0

x1 + 3x2 + 4x3 = 0

不难解得，第一个方程组有无穷解，第二个方程组有唯一解. 从高斯消元法的过程来
看，第一个方程组的简化阶梯矩阵出现了全零行，其原因是显而易见的：因为方程组
第一行和第二行相加正好是第三行，因此可以直接消去第三行，即三行的系数矩阵
的三个行向量

α1 = (1, 1, 1), α2 = (1, 2, 3), α3 = (2, 3, 4)

满足 α1 + α2 = α3. 而第二个方程组系数矩阵行向量间没有类似的可互相消去的关
系.

从上面这一例子中我们可以看出，方程组的解与系数矩阵的行向量之间的关系密切相
关. 因此我们会有一个很自然的想法，即我们需要研究向量之间的关联. 受第 1 讲基本代

41
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数结构的启发，我们应当自然地想到我们需要引入一个代数结构，从而使得我们可以统一
地研究向量间的关联，这一代数结构便是线性空间.

2.1 线性空间的定义

线性空间是我们接触的第一个核心概念，作为一种代数结构，它需要在非空集合 V 上
定义运算. 我们写下其定义，然后给出解读：

定义 2.1 线性空间

设 V 是一个非空集合，F 是一个数域，我们定义两种运算，其中第一个运算是我们
熟知的加法 +. 在线性空间的定义中，我们要求 〈V : +〉 构成 Abel 群，即其中元素
满足如下运算律：

1. (结合律) α+ (β + γ) = (α+ β) + γ, ∀α, β, γ ∈ V；

2. (加法单位元) ∃0 ∈ V 使得 ∀α ∈ V 有 α+ 0 = 0 + α；

3. (逆元) ∀α ∈ V, ∃β ∈ V，有 α+ β = β + α = 0，记 β = −α；

4. (交换律) ∀α, β ∈ V, α+ β = β + α.

第二种运算和之前学习的其他代数结构不同，我们需要首先引入一个数域 F，接下
来在 F×V 上定义取值于 V 的数乘运算，即 F×V 中的每个元素 (λ, α) 7→ λα ∈ V，
并且数乘运算满足以下性质：∀α, β ∈ V, ∀λ, µ ∈ F 以及 F 上的乘法单位元 1，有

1. 1 · α = α；

2. λ(µα) = (λµ)α；

3. (λ+ µ)α = λα+ µα；

4. λ(α+ β) = λα+ λβ.

基于此，我们完整定义了一个线性空间，我们一般称集合 V 关于上述两种运算在域
F 上构成一个线性空间，简称为 V 在域 F 上的线性空间，记作 V (F). 如果 F 是实
（复）数域，则称 V 为实（复）数域上的线性空间.

关于线性空间的定义，我们还有如下说明：

1. 线性空间还有一个重要的概念是运算封闭，即线性空间中的元素进行加法或数乘运算
后，得到的元素仍然是属于线性空间的. 这一点是定义要求的，加法封闭是 Abel 群
的要求，因为 Abel 群要求加法运算定义为映射 V × V → V，因此 V 中两个元素相
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加后必须仍在 V 中（事实上这是代数系统的共性），数乘注意前述定义中数乘运算
“取值于 V ” 的要求，即它是 F × V → V 的映射；

2. 特别注意线性空间定义在非空集合上，事实上根据加法构成 Abel 群的要求，最小的
线性空间也必须至少包含加法单位元（可以记为 V = {0}）.

3. 结合我们上一讲对公理化的研究，事实上我们到目前为止也只定义了上面的加法、数
乘运算和几条规则，我们需要忘记其他任何规则，由此出发进行推导出一些看似显然
但公理没有直接给出的重要运算性质：

(1) 由于加法运算构成 Abel 群，因此加法零元和逆元是唯一的，并且我们可以定义
减法运算为加上一个元素的逆，即 α− β = α+ (−β)；

(2) 事实上，根据公理中的性质，我们可以逐步得到 λ(α−β)+λβ = λ((α−β)+β) =
λ((α + (−β)) + β) = λ(α + ((−β) + β)) = λ(α + 0) = λα，两边分别加 −(λβ)
即可以得到

λ(α− β) = λα− λβ. (2.1)

上面推导过程中第一个等号来源于数乘分配律，第二个等号来源于减法的定义
（加上逆元），第三个等号来源于加法结合律，第四个等号来源于逆元的定义（加
起来等于向量加法零元 0），最后一个等号来源于加法单位元的定义. 事实上这
一过程是非常清晰的. 需要注意的一点是，接下来为了区分 V 中的零元和数域
中的数 0，我们将 V 中零元加粗，请读者务必仔细区分.

除此之外，(λ−µ)α+µα = (λ−µ+µ)α = λα，两边分别加 −(µα) 即可以得到

(λ− µ)α = λα− µα. (2.2)

事实上，式 2.1 和式 2.2 可以视为数乘运算对减法也满足分配律（但我们必须时
刻牢记在心，数的减法是常规的，向量的减法是加上向量的逆元）.

(3) 在式 2.1 中分别令 α = β 和 α = 0，在式 2.2 分别令 λ = µ 和 λ = 0 有如下四
条性质：

i. λ · 0 = 0；

ii. λ(−β) = −(λβ)；

iii. 0 · α = 0；

iv. (−µ)α = −(µα).

我们详细证明前两条如何根据公理一步步推导得到，后两条请读者依照此自行证
明.
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证明

i. 在式 2.1 中令 α = β，则 λ(α − α) = λα − λα，根据减法定义有
α − α = α + (−α) = 0，且 λα − λα = λα + (−(λα)) = 0，因此
λ · 0 = 0.

ii. 在式 2.1 中令 α = 0 有 λ(0 − β) = λ0 − λβ，根据减法定义有
0 − β = 0 + (−β) = −β（第二个等号来源于加法单位元性质），且
λ0− λβ = 0− λβ = 0+ (−(λβ)) = −(λβ)（第一个等号来源于刚刚
证明的 λ ·0 = 0，第二个等号来源于减法的定义，第三个等号来源于
加法单位元性质），因此 λ(−β) = −(λβ).

□

特别地，当 µ = 1 时有 (−1)α = −α. 即 −1 数乘一个元素可以得到该元素的逆
元（虽然代入一般平面向量这一点非常显然，但是我们只能基于公理一步步推导
得到这一显然的性质）.

(4) 若 λα = 0，则 λ = 0 或 α = 0，这一点也是显然的，因为如果 λ 6= 0，则 λ−1

存在，从而 α = 1α = (λ−1λ)α = λ−1(λα) = λ−10 = 0（这里的每一个等号都是
能找到对应的，请读者自行判断）.

最后，综合上述性质我们有方程 λβ + λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λrαr = 0 在 λ 6= 0 时
的解为 β = −λ−1λ1α1 − λ−1λ2α2 − · · · − λ−1λrαr. 我们放在习题中供读者练习.

或许同学们会疑惑为什么线性空间会要求上述这 8 条性质（加法、数乘各 4 条）. 事
实上，这里的加法交换律是可以被其他 7 条推出的，感兴趣的同学可以自行尝试证明. 其
余的 7 条公理彼此独立，每一条均不可取消. 感兴趣的同学可以试试举出反例来说明其余
7 条中每一条均不能由其余各条推出.

我们发现线性空间中定义的运算规则与我们高中学习的平面向量的加法和数乘是非常
类似的，我们回顾未竟专题一关于公理化的讨论，实际上这就可以视为从简单的向量加法和
数乘抽象出来的一些规则. 而公理的诞生应当是要尽可能简洁，而且有足够的表达力——
这一点我们将来基于这一定义不断推出线性空间的性质时就会发现非常足够（事实上你现
在就能通过我们上面证明的运算性质初步感知到这一点，因为 7 条公理中任何一条的缺失
都会使得上面某条显然而合理的性质不再满足，而我们未来需要的性质都可以由此导出），
因此皮亚诺在 1888 年正式给出这一定义并沿用至今. 但我们需要知道他的工作也是基于
前人（如格拉斯曼）的工作不断修正而来的，只是我们被动接受这一概念使得这一自然的
过程变得很突兀. 当然这门课只要求你记忆这 8 条性质，并请务必牢记于心，考试可能要
求你验证线性空间. 记忆难度也并不大，Abel 群 4 条性质都有名称标注，数乘运算也是易
于记忆的结合律和分配律加单位元性质.
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除此之外，公理化定义还有一个很重要的作用就是使得我们可以不仅仅在向量集合的
背景下定义线性空间，这使得我们可以将对于很多结构的研究都转化为对于线性空间的研
究. 接下来我们给出一些与向量无关的线性空间的例子，它们分别代表着线性空间在某些
方面的抽象，希望读者仔细体会：

例 2.2

（平凡的常识：多项式）F[x]n+1 = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | ai ∈ F} 关于多项式的加

法和数乘构成线性空间，具体展开而言便是

(p1 + p2)(x) = p1(x) + p2(x), (λp)(x) = λp(x), ∀p1, p2, p ∈ F[x]n+1, ∀λ ∈ F.

这也能解释常见记号的含义：(k1p1 + k2p2)(x) = k1p1(x)+ k2p2(x). 但我们需要注意

F[x]′n+1 = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | ai ∈ F, an 6= 0}

不构成线性空间.
注：书上常将多项式记为 F[x]n+1，表示次数不超过 n 的多项式的集合，而《线性代
数应该这样学》中使用 Pn(F) 表示相同的集合.

证明

我们对八条性质进行逐条验证即可.

1. ∀p1(x), p2(x), p3(x) ∈ F[x]n+1 = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | ai ∈ F}，有

(p1(x) + p2(x)) + p3(x)

= ((a10 + a11x+ · · ·+ a1nx
n) + (a20 + a21x+ · · ·+ a2nx

n))

+(a30 + a31x+ · · ·+ a3nx
n)

= ((a10 + a20) + (a11 + a21)x+ · · ·+ (a1n + a2n)x
n)

+(a30 + a31x+ · · ·+ a3nx
n)

= (((a10 + a20) + a30) + ((a11 + a21) + a31)x+ · · ·+ ((a1n + a2n) + a3n)x
n)

= ((a10 + (a20 + a30)) + (a11 + (a21 + a31))x+ · · ·+ (a1n + (a2n + a3n))x
n)

= (a10 + a11x+ · · ·+ a1nx
n)

+((a20 + a21x+ · · ·+ a2nx
n) + (a30 + a31x+ · · ·+ a3nx

n))

= p1(x) + (p2(x) + p3(x))

注意，在证明过程中，我们用了形式的加法定义（逐次数将系数相加），并诉诸
域 F 上的结合律，这种诉诸基域性质的方式在以后的证明中会经常碰上.
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2. 取定 p0(x) = 0 ∈ V 则有 ∀p(x) ∈ F[x]n+1, p(x) + p0(x) = p0(x) + p(x).

3. ∀p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ F[x]n+1, ∃p∗(x) = −a0 − a1x − · · · − anxn ∈

F[x]n+1, p(x) + p∗(x) = p∗(x) + p(x) = p0(x) = 0.

4. ∀p1(x), p2(x) ∈ F[x]n+1 有

p1(x) + p2(x) = (a10 + a11x+ · · ·+ a1nx
n) + (a20 + a21x+ · · ·+ a2nx

n)

= (a10 + a20) + (a11 + a21)x+ · · ·+ (a1n + a2n)x
n

= (a20 + a10) + (a21 + a11)x+ · · ·+ (a2n + a1n)x
n

= (a20 + a21x+ · · ·+ a2nx
n) + (a10 + a11x+ · · ·+ a1nx

n)

= p2(x) + p1(x).

5. 取定 λ = 1 ∈ F, ∀p(x) ∈ F[x]n+1, λ · p(x) = p(x).

6. ∀λ, µ ∈ F, p(x) ∈ F[x]n+1 有

λ(µp(x)) = λ(µ(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n)) = λ(µa0 + µa1x+ · · ·+ µanx

n)

= λµa0 + λµa1x+ · · ·+ λµanx
n = (λµ)(a0 + a1x+ · · ·+ anx

n)

= (λµ)p(x).

7. ∀λ, µ ∈ F, p(x) ∈ F[x]n+1 有

(λ+ µ)p(x) = (λ+ µ)(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n)

= (λ+ µ)a0 + (λ+ µ)a1x+ · · ·+ (λ+ µ)anx
n

= λa0 + µa0 + λa1x+ µa1x+ · · ·+ λanx
n + µanx

n

= λ(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) + µ(a0 + a1x+ · · ·+ anx

n)

= λp(x) + µp(x).

这里的第二行到第三行并没有诉诸对单项式的分配律，而是利用了性质 6 和域
F 上的分配律.

8. ∀p1(x), p2(x) ∈ F[x]n+1, λ ∈ F 有

λ(p1(x) + p2(x))

= λ((a10 + a11x+ · · ·+ a1nx
n) + (a20 + a21x+ · · ·+ a2nx

n))

= λ((a10 + a20) + (a11 + a21)x+ · · ·+ (a1n + a2n)x
n)

= λ(a10 + a20) + λ(a11 + a21)x+ · · ·+ λ(a1n + a2n)x
n

= λ(a10 + a11x+ · · ·+ a1nx
n) + λ(a20 + a21x+ · · ·+ a2nx

n)

= λp1(x) + λp2(x).
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但是对
F[x]′n+1 = {a0 + a1x+ · · ·+ anx

n | ai ∈ F, an 6= 0}

不构成线性空间，其原因在于我们加法不封闭，例如我们取 F[x]′n+1 中的两个元素
xn 和 −xn，它们的和为 0，不再满足 F[x]′n+1 中关于 an 6= 0 的条件，因此运算不封
闭，不构成线性空间. □

第一个例子实际上是与向量有很大的联系的，因为次数不高于 n−1次的多项式中，我
们可以把所有系数 ai(i = 1, · · · , n − 1) 拼成向量 α = (a1, · · · , an−1)，因此多项式和向量
实际上是很类似的，所以这一例子是平凡的，并且应当作为常识，因为日后会非常常见. 并
且请特别注意不构成线性空间的例子，这里我们使用运算不封闭这一条件否认，这是非常
常用的，在习题中我们还会见到这样的例子.

例 2.3

（向量层面的抽象）线性空间定义中 V 中的元素可以不是向量，也不是类似于上例中
多项式的常规的、平凡的形式，可以是非常抽象的与我们认知中 “向量” 一次相去甚
远的，例如：

1. 设 V = C[a, b] 为定义在闭区间 [a, b] 上的连续实值函数全体，定义 V (R)，其
中加法运算定义为

(f + g)(x) = f(x) + g(x), ∀f, g ∈ C[a, b].

数乘运算定义为

(λf)(x) = λf(x), ∀f ∈ C[a, b], ∀λ ∈ R.

则 C[a, b] 构成实数域上的线性空间.

2. 设 V 是以 0 为极限的实数数列全体，定义 V (R)，其中两个数列的加法和数乘
定义为

{an}+ {bn} = {an + bn}, λ{an} = {λan}, ∀{an}, {bn} ∈ V, ∀λ ∈ R,

则 V 构成实数域上的线性空间.

本例的证明我们不再像多项式的例子一样展开，因为方法类似. 我们只需要强调 C[a, b]

中的零元就是 f(x) = 0, ∀x ∈ [a, b] 的恒等于 0 的函数，而极限为 0 的数列中的零元就是
每一项都为 0 的全零数列.
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例 2.4

（数域层面的抽象）复数集 C 是数域 C 或数域 R 上的线性空间，实数集 R 是实数
域 R 上的线性空间，但实数集 R 不是复数域 C 上的线性空间. 除此之外，定义在
整数集 Z 上的全体实数 R 不构成线性空间.
总结而言就是，C(R) 和 C(C) 以及 R(R) 都构成线性空间，但 R(C) 和 R(Z) 不构
成线性空间.

这一例子表明，同一集合可以在不同数域上构成不同的线性空间，在下一讲接触维数
的定义后，我们也将知道构成线性空间的 C(R)和 C(C)二者的维数是不一样的（见例 3.4）
. 当然，不同的集合也可以在同一个数域上构成不同的线性空间，例如 C(R) 和 R(R).

关于数域我们需要强调的并不多，只有一条非常关键的，那就是数域在线性空间 V (F)
中的作用只与数乘运算有关，加法运算与数域没有关系，只和集合 V 中的元素有关，这一
点根据定义是显然的. 因此在验证线性空间的过程中，例如 C(R) 和 C(C) 之间的差别只
在于数域不同，故加法性质是共同满足的，只需各自验证数乘的性质.

证明

这里我们验证 C(R) 和 C(C) 都构成线性空间，R(R) 证明类似. 我们应当对八条性
质逐条验证，但我们在第一讲以及说明了全体复数构成一个域，因此 C(C)自动满足
线性空间的所有条件，此处不再赘述. 除此之外，C(R) 的加法运算与实数无关（回
顾线性空间定义，实数只用来参与数乘运算），因此加法 Abel 群事实上与 C(C) 一
致，都是群 〈C : +〉，此处也不再验证. 因此这里只验证 C(R) 数乘运算是否满足线
性空间定义的要求：

1. 取定 1 ∈ R, ∀α = a+ bi ∈ C, a, b ∈ R, 1 · α = 1 · (a+ bi) = a+ bi = α.

2. ∀λ, µ ∈ R, α = a+ bi ∈ C, a, b ∈ R,

λ(µα) = λ(µ(a+ bi)) = λ(µa+ µbi) = λµa+ λµbi = (λµ)(a+ bi) = (λµ)α.

3. ∀λ, µ ∈ R, α = a+ bi ∈ C, a, b ∈ R,

(λ+ µ)α = (λa+ λbi) + (µa+ µbi)

= λ(a+ bi) + µ(a+ bi) = λα+ µα.

4. ∀λ ∈ R, α1 = a1 + b1i, α2 = a2 + b2i ∈ C, ai, bi ∈ R, i = 1, 2,

λ(α1 + α2) = λ((a1 + b1i) + (a2 + b2i)) = λ((a1 + a2) + (b1 + b2)i)

= λ(a1 + a2) + λ(b1 + b2)i = (λa1 + λb1i) + (λa2 + λb2i)

= λ(a1 + b1i) + λ(a2 + b2i) = λα1 + λα2.
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所以 C(C) 和 C(R) 均构成线性空间. 同理我们应当对八条性质逐条验证，但我们在
第一讲以及说明了全体复数构成一个域，因此 C(C) 自动满足线性空间的所有条件，
此处不再赘述. 除此之外，C(R) 的加法运算与实数无关（回顾线性空间定义，实数
只用来参与数乘运算），因此加法 Abel 群事实上与 C(C) 一致，都是群 〈C : +〉，此
处也不再验证. 因此这里只验证 C(R) 数乘运算是否满足线性空间定义的要求：

1. 取定 1 ∈ R, ∀α = a+ bi ∈ C, a, b ∈ R, 1 · α = 1 · (a+ bi) = a+ bi = α.

2. ∀λ, µ ∈ R, α = a+ bi ∈ C, a, b ∈ R,

λ(µα) = λ(µ(a+ bi)) = λ(µa+ µbi) = λµa+ λµbi = (λµ)(a+ bi) = (λµ)α.

3. ∀λ, µ ∈ R, α = a+ bi ∈ C, a, b ∈ R,

(λ+ µ)α = (λa+ λbi) + (µa+ µbi)

= λ(a+ bi) + µ(a+ bi) = λα+ µα.

4. ∀λ ∈ R, α1 = a1 + b1i, α2 = a2 + b2i ∈ C, ai, bi ∈ R, i = 1, 2,

λ(α1 + α2) = λ((a1 + b1i) + (a2 + b2i)) = λ((a1 + a2) + (b1 + b2)i)

= λ(a1 + a2) + λ(b1 + b2)i = (λa1 + λb1i) + (λa2 + λb2i)

= λ(a1 + b1i) + λ(a2 + b2i) = λα1 + λα2.

所以 C(C) 和 C(R) 均构成线性空间.
对于 R(R) 的验证同理，下面考察 R(C)，它与 R(R) 定义的集合一致，都是实数集
合 R，因此加法性质共同满足，因此我们只需验证数乘运算不满足要求即可. 事实上
仍然是运算不封闭导致的，回顾封闭的要求 F × V → V，现在 R(C) 中的 V = R，
数域 F = C，我们取复数 i 与实数 1 进行数乘，结果为 i /∈ R，破坏了封闭性，故
R(C) 不构成线性空间.
最后我们考察 R(Z)，事实上我们会发现运算封闭以及与运算规律都是满足的，那为
何不是线性空间呢？事实上这里开了个小玩笑，这是因为 Z 不是数域！我们知道最
小的数域是有理数域 Q，因而 Z ⊊ Q 不是数域，因此 R(Z) 不构成线性空间. □

例 2.5

（运算层面的抽象）V 是正实数全体 R+，定义 V (R) 上的加法和数乘为

a⊕ b = ab

λ ◦ a = aλ
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则如上定义的 V (R) 是 R 上的线性空间.

这一例子给出了一个非常不自然的运算定义，当然证明时仍然是按照运算封闭和八条
性质逐条验证即可，我们留作下一讲的习题供读者验证，这里给出另一种基于同构的理解
其构成线性空间的方式.

我们可以定义映射 φ : R → R+，其中 ϕ(x) = ex，则 φ 是一个双射（这是一个有反
函数 lnx 的可逆映射）. 我们如何理解这个双射呢？实际上在两个集合之间建立双射就说
明两个集合之间的元素具有一一对应的关系，例如每个 R 中的元素 a 对应唯一的一个 R+

中的元素 ea，反之每个 R+ 中的元素 b 对应唯一的一个 R 中的元素 ln b. 例如 R 中的元
素 0 唯一对应于 R+ 中的 1，而 R+ 中的 1 又反过来唯一与 R 中的 0 对应，事实上两个集
合中所有元素都可以像 0 和 1 这样两两凑对（例如 (1, e) 也能凑对，可以记为 (a, φ(a))），
这就是双射 “一一对应” 的意义.

除此之外，映射 φ 还有另一个重要的性质. 我们不难发现，

φ(x+ y) = ex+y = ex · ey = φ(x)⊕ φ(y), ∀x, y ∈ R

φ(λx) = eλx = (ex)λ = λ ◦ φ(x), ∀x, λ ∈ R

这两条性质将进一步加深 “一一对应” 的含义. 第一条关于加法的性质实际上说明了，
在 R 中任意两个元素 x 和 y 做 R 中的加法的结果，与 x 和 y“凑对” 的元素 φ(x) 和 φ(y)

做 R+ 中的加法的结果也是 “凑对” 的，也就是说，R 中两个元素做了加法，正好对应于
R+ 中的两个元素也做了加法. 例如，R 中元素 2 和 3 做加法后结果为 5，而 R+ 中元素
e2 和 e3 做 R+ 中加法后结果为 e5，所有参与加法的三个元素是完全对应的. 事实上数乘
也是如此，对 R 中元素的数乘运算也对应于 R+ 中对应的元素做数乘运算. 具有这样保持
两个代数结构运算的性质的映射 φ 我们称之为 “同态”，特别地，若代数结构为线性空间，
则称之为 “线性映射”. 更进一步地，若映射 φ 是双射，则称之为 “同构”，特别地，若代数
结构为线性空间，则称之为 “线性同构”（或者在线性代数的讨论场景下，不产生歧义时简
称同构）. 我们在此给出一个初步的定义：

定义 2.2

设 V (F) 和 W (F) 是数域 F 上的线性空间，若映射 φ : V (F)→W (F) 满足

φ(α+ β) = φ(α) + φ(β), ∀α, β ∈ V (F)

φ(λα) = λφ(α), ∀α ∈ V (F), ∀λ ∈ F

则称 φ 是从 V (F) 到 W (F) 的一个同态，若 φ 是双射，则称 φ 是从 V (F) 到 W (F)
的一个同构，若 φ 是从 V (F) 到 W (F) 的一个同构，则称线性空间 V (F) 和 W (F)
是同构的，记为 V (F) ∼=W (F).
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与之前的讨论对应的，我们需要注意定义 2.2 中，α+ β 中的加法是线性空间 V 中的
加法，而 φ(α) +φ(β) 中的加法是线性空间 W 中的加法，数乘也是类似的. 这一点在定义
中没有直接体现，但它是 “同态” 的本质，即保持运算，因此非常重要. 例如例 2.5 中两个
线性空间的加法数乘运算的定义差别很大，但我们可以构造出一个同构映射 φ，使得 φ 保
持了两个空间加法和数乘的完美对应.

我们将在后续章节中进一步讨论同构的性质，现在我们可以总结经过这一例子对于同
构的认识：事实上同构就是两个线性空间之间元素有了一一对应的关系，并且其中一个线
性空间的元素做了加法和数乘的运算，另一个线性空间对应的元素也做了加法和数乘运算
（这两个运算分别是两个线性空间中对应的），因此这样两个线性空间事实上可以看成是 “一
模一样的”，因为我们可以集合上做元素的对应，然后它们运算也是有对应关系，这已经将
线性空间 “在集合上定义运算” 的所有要素集齐，故可以说是 “一模一样” 的. 因此通过构
建了 φ 这一映射，我们发现在这一奇特的运算定义下，R+ 事实上拥有了和 R 一样的结
构，所以它自然就是一个线性空间，本质上无需多余的验证. 当然，如果觉得上面这段话
无法完全说服你，那在后续正式讨论同构之后我们再回过头看想必会有更深的理解.

在上例以及习题中我们可以看到很多特殊的线性空间，它们集合中的元素不一定是数
或向量，运算也不一定是熟知的数的运算和向量的数乘，对这些空间我们需要学会熟练判
断，从而加深对 “在集合上定义运算” 的理解. 除此之外我们也简单引入了同构的概念遮蔽
了两个线性空间之间运算的不同，因此即使运算变得面目全非，R+ 仍然构成了线性空间.
需要注意的是，同构是线性空间中非常重要的概念，我们将在后续详细讨论.

2.2 线性子空间

对于一个代数结构，一个很自然地问题是：这个代数结构的子集是否也具有相同的结
构呢？因此我们将介绍线性子空间的定义：

定义 2.3 线性子空间

设 W 是线性空间 V (F) 的非空子集，如果 W 对 V 中的运算也构成域 F 上的线性
空间，则称 W 是 V 的线性子空间（简称子空间）.

请一定注意定义中的非空子集，建议验证子空间时先验证非空. 接下来自然的问题便
是，什么时候 V 的子集 W 对 V 中的运算也构成域 F 上的线性空间？事实上这一条件是
惊人地简单与美观的：
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定理 2.1

线性空间 V (F) 的非空子集 W 为 V 的子空间的充分必要条件是 W 对于 V (F) 的线
性运算封闭.

这表明只要子空间非空且其中的元素满足对原空间的加法和数乘运算封闭即可构成原
空间的子空间. 这一定理的证明也非常简单，必要性显然（构成线性空间必须满足运算封
闭），充分性我们只需要作如下思考：

1. 结合律、分配律运算律是一定不变的，例如我们回顾加法结合律的定义 a+ (b+ c) =

(a+b)+c, ∀a, b, c ∈ V，由于这一性质对于任意 V 中元素成立，则若 a, b, c ∈W ⊆ V
也必有这一性质成立（更通俗而言就是子集 W 中的元素也是 V 中的，因此必然受 V

中运算性质的限制）；

2. 我们根据上面的原则对 8 条性质一一验证，发现加法单位元和逆元仍不能保证存在，
因为这不仅与运算法则相关，更与集合中元素的存在相关——取子集可能使得加法
单位元和逆元被拿掉. 但在定理要求的数乘封闭性下这是不可能的：由于 F 是数域，
因此所有有理数都是其子集，因此 0,−1 ∈ F. ∀α ∈ V，我们由于数乘封闭性可知，
0 · α = 0 ∈W，(−1) · α = −α ∈W，因此 W 中也有加法单位元和逆元.

证明具体书写见教材 62–63 页. 下面我们来看两个常见的例子体会子空间的判别方法：

例 2.6

回答下列关于子空间的判定问题：

1. 说明 R[x]2 是 R[x]3 的子空间；

2. 判断W1 =
{
(x, y, z)

∣∣∣ x
3
=
y

2
= z
}
, W2 = {(x, y, z) | x+y+z = 1, x−y+z =

1} 是否为 R3 的子空间；

3.（线性方程组的解）试说明齐次线性方程组 AX = 0 的解集是线性空间 Fn 的一
个子空间，但非齐次线性方程组的解不再构成线性空间.

解

1. 只需证明 R[x]2 ⊆ R[x]3，以及 R[x]2 对 R[x]3 中的加法和数乘封闭即可.

∀v ∈ R[x]2，可被写作 v = a+ bx, a, b ∈ R. 又有 R[x]3 = {a+ bx+ cx2, a, b, c ∈
R}，取 c = 0，有 v = a+ bx ∈ R[x]3，因此 R[x]2 ⊆ R[x]3.
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对于 R[x]3 中的加法和数乘：

mv1 + nv2 = m(a1 + b1x) + n(a2 + b2x) = (ma1 + na2) + (mb1 + nb2)x ∈ R[x]3

所以 R[x]2 是 R[x]3 的子空间.

2. 对于此类给出条件求解子空间的问题，实际上很容易理解，因为 W1 实际上就
是所有满足方程组 x− 3z = 0

y − 2z = 0

的向量，而 W2 实际上就是所有满足方程组x+ y + z = 1

x− y + z = 1

的向量. 因此我们只需要验证这两个方程组的解集是否对加法和数乘封闭即可.

对 W1: 引入参数 t，

W1 =
{
(3t, 2t, t)

∣∣∣ x
3
=
y

2
= z = t

}
对于 ∀v1, v2 ∈W1, v1 = (3t1, 2t1, t1), v2 = (3t2, 2t2, t2)，有

av1 + bv2 = (3at1 + 3bt2, 2at1 + 2bt2, at1 + bt2)

= (3(at1 + bt2), 2(at1 + bt2), at1 + bt2) ∈W1

故 W1 封闭，是 R3 的子空间.

对 W2: 有反例. 取 u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 0, 1) ∈ W2，但 W1 +W2 = (1, 0, 1)

不满足 x+ y + z = 1，故 W2 不封闭，不是 R3 的子空间.

3. 设齐次线性方程组 AX = 0 的解构成的集合是 W1，∀X1, X2 ∈W1，有 AX1 =

AX2 = 0，所以 ∀a, b ∈ F，

A(aX1 + bX2) = A(aX1) +A(bX2) = aAX1 + bAX2 = 0

故 W1 封闭，是 Fn 的子空间.

设非齐次线性方程组 AX = β, β ∈ Fm, β 6= 0 的解构成的集合是 W2，
∀X1, X2 ∈W2，有 AX1 = AX2 = β，所以 A(X1+X2) = AX1+AX2 = 2β 6= β.
故 W2 不封闭，不是 Fn 的子空间.

上例中 2 表明过原点的直线/平面构成三维空间的子空间，不过原点的无法保持线性
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性. 事实上 2 和 3 在表述同一个问题，2 从几何角度描述了 3 中齐次/非齐次线性方程组
的解集. 事实上，在定义了子空间后，如果一个线性空间的子集也构成线性空间，我们就
可以对其进行同样的研究. 这一想法在我们后续的内容中十分重要，现在需要大家先熟知
子空间的定义和判别.

最后我们需要注意一个名词的定义. 线性空间有两个子空间称为平凡子空间，即仅含
零元的子集 {0} 和其自身 V . 而其它子空间称为非平凡子空间.

2.3 线性表示 线性扩张

在高中平面向量的学习中我们知道，两个单位向量 (1, 0) 和 (0, 1) 可以表示出整个平
面的所有向量，高中我们也称这样的向量为平面向量的基底. 接下来我们将二维平面扩展
至任意线性空间，同样讨论有关于 “表示”、“基底” 的问题.

我们首先来看线性组合和线性表示的概念：

定义 2.4

设 V (F) 是一个线性空间，αi ∈ V, λi ∈ F (i = 1, 2, . . . ,m)，则向量 α = λ1α1 +

λ2α2 + · · · + λmαm 称为向量组 α1, α2, . . . , αm 在域 F 的线性组合，或说 α 在域 F
上可用向量组 α1, α2, . . . , αm 线性表示.

这和我们高中所学的用向量的基底表示其他向量是完全一致的. 基于此，我们给出线
性扩张的定义：

定义 2.5 线性扩张

设 S 是线性空间 V (F) 的非空子集，我们称

span(S) = {λ1α1 + · · ·+ λkαk | λ1, . . . , λk ∈ F, α1, . . . , αk ∈ S, k ∈ N+}

为 S 的线性扩张，即 S 中所有有限子集在域 F 上的一切线性组合组成的 V (F) 的子
集.

注意，span 参考的是《线性代数应该这样学》的记号，《大学数学——代数与几何》中
使用 L 表示线性扩张. 考虑到本讲义记号统一性，我们采用更加常用并且不会与之后其它
定义的记号冲突的 span.

下面的定理告诉我们可以通过线性扩张构造子空间：
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定理 2.2

线性空间 V (F) 的非空子集 S 的线性扩张 span(S) 是 V 中包含 S 的最小子空间.

仍然利用平面向量进行直观的理解，平面（也显然在平面向量加法和数乘下构成线性
空间）R2 可以由向量 (1, 0) 和 (0, 1) 扩张而成. 由这一定理的结果我们可以将一个向量组
的线性扩张称为向量组的张成空间. 这一定理的证明思想非常重要，因此在此给出：

证明

1. 首先我们证明 span(S) 是 V 的子空间.

(1) span(S) 非空：由于 S 非空，且 S ⊆ span(S) 显然成立：取 λ = 1, ∀s ∈
S, λs = s ∈ span(S). 因此 span(S) 非空；

(2) 设 α, β ∈ span(S)，则存在 λ1, . . . , λk ∈ F, α1, . . . , αk ∈ S, µ1, . . . , µl ∈
F, β1, . . . , βl ∈ S，使得

α = λ1α1 + · · ·+ λkαk

β = µ1β1 + · · ·+ µlβl

因此我们可以得到 span(S)

i. 关于加法封闭：α+β = λ1α1+· · ·+λkαk+µ1β1+· · ·+µlβl ∈ span(S)；
ii. 关于数乘封闭：λα = λλ1α1 + · · ·+ λλkαk ∈ span(S)（数域关于乘法
运算封闭，故 λλi ∈ F, i = 1, . . . , k）.

综上，span(S) 是 V 的子空间；

2. 接下来我们证明 span(S) 是包含 S 的最小子空间. 设 W 是 V 的任一子空间，
我们只需证明 span(S) ⊆W .

事实上，类似于前面 S ⊆ span(S) 的证明我们有 S ⊆ W，故 S 中元素都
在 W 中. 且由定理 2.1 可知子空间中元素一定关于加法、数乘封闭，因此
∀α = λ1α1 + · · ·+ λkαk ∈ span(S). 由于 α1, . . . , αk ∈ S ⊆W, λ1, . . . , λk ∈ F，
因此 α ∈W，从而 span(S) ⊆W，由此得证.

□

上述证明的重要性在于，我们在这一个证明中练习了子集的证明方法、子空间的充要
条件以及对于 “最小” 问题证明的一般方法. 希望读者能掌握其中的每一个思想与技巧. 此
外，这一定理有很强的直观性，因为线性扩张实际上就是将子集中的元素进行无穷次重复
的线性组合，将所有可能经过线性运算获得的向量都生成了，因此线性扩张的结果一定保
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障了线性运算的封闭.

最后我们再说明有限维线性空间和无限维线性空间的定义，本课程研究的内容都在有
限维线性空间，如果少数时间拓展至无限维空间我们会给出说明：

定义 2.6

V (F) 称为有限维线性空间，如果 V 中存在一个有限子集 S 使得 span(S) = V，反
之称为无限维线性空间.

例 2.7

证明：R[x]3 是有限维线性空间，R[x] 是无限维线性空间.

证明

1. 显然 R[x]3 的有限子集 S = {1, x, x2} 可以张成 R[x]3，因此 R[x]3 是有限维线
性空间；

2. 对于 R[x]，我们只需证明其任意有限子集都无法张成其本身. 我们取其任意有
限子集，则其中多项式元素的次数一定有最大值，我们记为 m，那么 zm+1 以
及更高次数的无法被表示，因此 R[x] 是无限维线性空间.

□

事实上，基于这一例子我们也可以说明定义在 [a, b] 上的连续实值函数全体 C[a, b] 在
实数域上构成的线性空间是无限维的，因为 C[a, b] 包含全体多项式，而全体多项式都无法
被有限个向量表示，更不用说全体连续函数了. 当然，事实上例 2.3 中的另一个数列的例
子也构成无限维线性空间，这一点我们将在行列式一节作为习题，因为使用范德蒙行列式
的结论更为便捷.

内容总结
本讲我们追随着第一讲最末尾关于线性方程组为什么无解、有唯一解或无穷解的问题，

展开我们对线性方程组一般理论的讨论. 我们首先通过一个例子引入我们为什么要研究线
性空间——因为我们需要了解向量之间的关联，从直觉上这与线性方程组解的情况是有关
系的. 我们给出了线性空间的定义——其核心仍然是在集合上定义满足一定条件的运算，
事实上就是对我们高中就熟知的向量加法数乘规则的抽象，然后我们讨论了基于这一公理
化的定义我们可以得到的性质. 我们介绍了线性空间的子空间的定义与判别方法，引入了
线性表示、线性扩张的概念并说明了我们如何通过线性扩张得到子空间——这一定理蕴含
着所谓 “闭包”的思想，我们将在未来讨论仿射子集时再次见到，实际上是非常符合几何直
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观的.

事实上，这一讲的内容是比较抽象的，因为线性空间的定义实际上就是将我们熟知的
向量加法数乘运算抽象出来，从而适用于所有有类似结构的集合，因此读者在学习时可能
会自动带入一些高中平面向量的直观，然后发现显然的问题不用证，复杂的问题摸不着头
脑，但读者应当在未竟专题一中训练了基于定义和公理的数学证明思想，我们也尽力给出
大量经典的例子，将推导过程写得非常详细，所以整体而言思路应当是清晰易懂的.

习题

1520 年以来，全世界只有 85 个机构存活至今，其中 50 家是大学. 大学依靠梦想、希
望生存下去——这就是大学的历史.

——美国哥伦比亚大学校长 L·C·柏林格

A 组

1. 检验下列集合对指定的加法和数乘运算是否构成实数域上的线性空间.

(1) 有理数集 Q 对普通的数的加法和乘法；

(2) 集合 R2 对通常的向量加法和如下定义的数量乘法：λ · (x, y) = (λx, y)；

(3) Rn
+（即 n 元正实数向量）对如下定义的加法和数乘运算：

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn)

λ · (a1, . . . , an) = (aλ1 , . . . , a
λ
n)

(4) 请继续完成教材 P86 第二章习题第 1 题第 (9)–(11) 问关于函数的加法数乘定义
线性空间的问题.

2. 请完成教材 P86–87 第二章习题第 3 题. 第 (5) 问平常问题较多，实际上就是要判断
满足一定条件的多项式是否构成子空间.

B 组

1. 证明：已知线性空间 V (F)，λ, λ1, . . . , λr ∈ F，β, α1, . . . , αr ∈ V，有 λβ + λ1α1 +

λ2α2 + · · ·+ λrαr = 0 在 λ 6= 0 时的解为 β = −λ−1λ1α1− λ−1λ2α2− · · · − λ−1λrαr.

2. 设 V 是一个线性空间，W 是 V 的子集，证明：W 是 V 的子空间 ⇐⇒ span(W ) =W .

C 组

1. 设 E 是域 F 的一个子域.
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(1) 证明：F 关于自身的加法和乘法构成一个 E 上的向量空间，并举一例；

(2) 举例说明：E (E 6= F) 不是 F 上的线性空间；

(3) 证明：若 V 是 F 上的一个线性空间，则 V 也是 E 上的一个线性空间.

2. 考虑在第一章定义的有限域 F4 和 Z2. 证明：Z2 可以看作 F4 的一个子域. 并给出 F4

在 Z2 上的线性空间结构. 验证 Zp 一定是 Fpn 的一个子域.



3
有限维线性空间

在第二讲开头的例 2.1 中，我们讨论了齐次线性方程组解的个数与方程组系数矩阵行
向量间没有可互相消去的关系之间的联系. 本节我们将这种 “可互相消去的关系” 进行形
式化定义. 另一方面，在第二讲最后探讨线性扩张的概念时，一个很自然的问题便是：一
个有限维线性空间最少可以由多少个向量线性扩张而来？循此路径，我们将在本讲探寻线
性空间的最基本的结构属性.

3.1 线性相关性

3.1.1 线性相关性的定义

本节我们将形式化定义在引言中我们提到的 “可相互消去的关系”——线性相关性，同
时这一定义也可以解决引言中提到的关于有限维线性空间至少需要多少个向量张成的问
题.

定义 3.1 线性相关性

设 V (F)是一个线性空间，α1, α2, . . . , αm ∈ V，若存在不全为 0的 λ1, λ2, . . . , λm ∈ F，
使得

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λmαm = 0

成立，则称 α1, α2, . . . , αm 线性相关，否则称线性无关（即系数只能为 0）.

很显然，例 2.1中的方程组 1系数矩阵的三个行向量 α1, α2, α3 满足 α1+α2−α3 = 0，
因此满足线性相关的定义，方程组 2 的系数矩阵三个行向量 β1, β2, β3 的线性组合则只有
0 · β1 + 0 · β2 + 0 · β3 等于 0，因此符合线性无关的定义.

59
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事实上，直接由定义我们还可以导出以下关于零向量的结论：

1. 线性空间中单个向量 α 线性相关的充要条件是 α 为零向量；

2. 任何含零向量的向量组都线性相关.

需要注意的是，很多时候线性相关和线性无关的证明就是基于定义，请务必牢牢掌握.
我们先来看几个基本的例子：

例 3.1

(1) 判断 R3 中向量 (1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0,−1) 的线性相关性；

(2) 判断 R3 中向量 (1,−3, 1), (−1, 2,−2), (1, 1, 3) 的线性相关性；

(3) 判断 R[x]3 中 p1(x) = 1 + x, p2(x) = 1− x, p3(x) = x+ x2 的线性相关性；

(4) 判断连续函数全体构成的线性空间中 1, sin2 x, cos2 x 的线性相关性；

(5) 判断连续函数全体构成的线性空间中 1, 2x, 2−x 的线性相关性.

解

1. 根据定义，应求解方程

λ1(1, 1, 0) + λ2(0, 1, 1) + λ3(1, 0,−1) = 0,

即 
λ1 + λ3 = 0

λ1 + λ2 = 0

λ2 − λ3 = 0

解得基础解系 k(1,−1,−1)T，所以存在非零解，向量组线性相关.

2. 求解方程
λ1(1,−3, 1) + λ2(−1, 2,−2) + λ3(1, 1, 3) = 0,

即 
λ1 − λ2 + λ3 = 0

−3λ1 + 2λ2 + λ3 = 0

λ1 − 2λ2 + 3λ3 = 0

解得 λ1 = λ2 = λ3 = 0，此向量组线性无关.
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3. 求解方程

λ1p1(x) + λ2p2(x) + λ3p3(x) = 0

(λ1 + λ2) + (λ1 − λ2 + λ3)x+ λ3x
2 = 0

所以需要求解方程组 
λ1 + λ2 = 0

λ1 − λ2 + λ3 = 0

λ3 = 0

解得 λ1 = λ2 = λ3 = 0，此向量组线性无关.

4. 易知 −1 + sin2 x+ cos2 x = 0，对应系数为 −1, 1, 1，不全为零，所以此向量组
线性相关.

5. 求解方程
λ1 + λ2·2−x + λ3·2x = 0

很明显会发现仅凭此方程是难以求解的，方程数目不足. 注意到此方程应该对
于任意的 x 均成立，所以取 x = 0, x = 1, x = −1，得到方程组

λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ1 +
1

2
λ2 + 2λ3 = 0

λ1 + 2λ2 +
1

2
λ3 = 0

解得 λ1 = λ2 = λ3 = 0，此向量组线性无关.

注意上述 (3) 到 (5) 题为不能代入特殊的 x 值来说明，例如 (3) 令 x = 0 得到线性相
关的做法是错误的，因为 (3) 中线性空间就是多项式构成的线性空间，其中的元素就是多
项式，不能代入值. 注意 (5) 是特殊题型，需要构造更多的方程来求解这一问题.

3.1.2 线性相关性的定理

实际上，除了定义之外，线性相关性还有大量的等价描述. 我们将在本节介绍常见的
等价描述，它们是理解线性空间结构等后续内容的基础，因此希望读者对以下结论及其证
明十分熟练并且要有深刻的理解. 我们的主线思路是从不同方面理解线性相关性：

1. 从线性组合看（定义）

向量组线性相关 ⇐⇒ 它们有系数不全为 0 的线性组合等于零向量；
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向量组线性无关 ⇐⇒ 它们只有系数全为 0 的线性组合才会等于零向量.

2. 从线性表示看（教材定理 2.3）

定理 3.1

线性空间 V (F) 中的向量组 α1, α2, . . . , αm (m ⩾ 2) 线性相关的充分必要条件
是 α1, α2, . . . , αm 中有一个向量可由其余向量在域 F 上线性表示.

这一定理等价描述为，向量组线性无关的充分必要条件是其中的向量无法互相表示.
这是显然的，因为向量组能互相表示利用定义可以轻松写出非零系数的线性表示. 总
结一下即为：

向量组线性相关 ⇐⇒ 其中至少有一个向量可以由其余向量线性表示；

向量组线性无关 ⇐⇒ 其中每一个向量都不能由其余向量线性表示.

3. 从齐次线性方程组看（教材 P66 例 3，实际上这一点与定义十分类似）

列向量组 α1, α2, . . . , αm线性相关 ⇐⇒ 齐次线性方程组 x1α1+x2α2+· · ·+xmαm = 0

有非零解;

列向量组 α1, α2, . . . , αm线性无关 ⇐⇒ 齐次线性方程组 x1α1+x2α2+· · ·+xmαm = 0

只有零解.

4. 从向量组与它的部分组的关系看（教材 P67 例 6）

如果向量组的一个部分组线性相关，那么整个向量组也线性相关；

如果向量组线性无关，那么它的任何一个部分组也线性无关.

5. 从向量组线性表示一个向量的方式看（教材定理 2.4）

定理 3.2

若向量组 α1, α2, . . . , αm 线性无关，而向量组 β, α1, α2, . . . , αm 线性相关，则
β 可由 α1, α2, . . . , αm 线性表示，且表示法唯一.

这一定理证明十分经典，特别是唯一性的证明需要掌握，因此此处我们给出证明：

证明

由于向量组 β, α1, α2, . . . , αm 线性相关，故存在不全为 0 的 λ0, λ1, . . . , λm 使
得

λ0β + λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λmαm = 0, (3.1)

其中 λ0 必不为 0，因为如果将 λ0 = 0代入式 3.1，则由于向量组 α1, α2, . . . , αm
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线性无关，必有 λ1 = λ2 = · · · = λm = 0，与 λ0, λ1, . . . , λm 不全为 0 的假设
矛盾.
因此我们有

β = −λ1

λ0

α1 −
λ2

λ0

α2 − · · · −
λm

λ0

αm.

由此我们知道 β 可由 α1, α2, . . . , αm 线性表示. 接下来我们证明表示方式的唯
一性. 假设有两种表示方法：

β = µ1α1 + µ2α2 + · · ·+ µmαm,

β = ν1α1 + ν2α2 + · · ·+ νmαm.

两式相减可得

0 = (µ1 − ν1)α1 + (µ2 − ν2)α2 + · · ·+ (µm − νm)αm.

由于 α1, α2, . . . , αm 线性无关，因此 µi − νi = 0 (i = 1, 2, . . . ,m)，即 µi =

νi (i = 1, 2, . . . ,m)，因此表示方式唯一. □

事实上关于这一定理我们有一个直接的推论

推论 3.1

若向量组外另一向量可由这一组向量线性表示，则

(1) 向量组线性无关 ⇐⇒ 表示方式唯一；

(2) 向量组线性相关 ⇐⇒ 表示方式有无穷多种.

推论的证明非常简单，此处考虑到读者可能处于初学阶段，给出证明范例：

证明

我们设向量组为 α1, α2, . . . , αm，向量组外的向量为 β. 对于 (1)，向量组线性
无关 =⇒ 表示方式唯一就是定理 3.2 的直接结论，因此我们只需考虑表示方
式唯一 =⇒ 向量组线性无关. 利用反证法，假设向量组线性相关，则存在不
全为 0 的 λ1, λ2, . . . , λm 使得

0 = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λmαm. (3.2)

由于 β 可由 α1, α2, . . . , αm 线性表示，因此存在 µ1, µ2, . . . , µm 使得

β = µ1α1 + µ2α2 + · · ·+ µmαm. (3.3)
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事实上，我们只需将式 3.2 两边乘以任意的 k ∈ F（F 为向量组所在线性空间
定义的数域），然后加到式 3.3 的两边即可得到

β = (µ1 + kλ1)α1 + (µ2 + kλ2)α2 + · · ·+ (µm + kλm)αm.

因此表示方式不唯一（且有无穷多种），与假设矛盾，因此向量组线性无关. 事
实上这一证明也将 (2) 中向量组线性相关 =⇒ 表示方式有无穷多种证明给出，
(2) 的另一边同样用反证法可以回到 (1) 的证明，由此推论得证. □

3.2 基与维数

3.2.1 引入：向量组的秩与极大线性无关组

在上一节中我们介绍了很基本的线性无关的等价表述，现在我们回到我们的主线，即
我们希望解决有限维线性空间至少需要多少个向量张成的问题，接下来的讨论将逐步逼近
问题的答案.

引理 3.1

设 α1, α2, . . . , αm 线性相关，则有 j ∈ {1, 2, . . . ,m} 使得：

1. αj ∈ span(α1, α2, . . . , αj−1)；

2. 从 α1, α2, . . . , αm 中删去向量 αj，剩余向量张成空间仍等于
span(α1, α2, . . . , αm).

可能大家看见 1 的记号可能又有些许陌生了，但只需简单回顾线性扩张的定义，我们
知道证明 1 就是证明 αj 可以被 α1, α2, . . . , αj−1 线性表示. 这一结论初看和定理 3.2 很类
似，但细看发现不太一样：我们要求必须有一个向量可以由排列在它前面的向量线性表示，
而非被其余所有向量线性表示. 因此这一结论并不平凡，证明的过程中也有一个技巧，我
们给出证明供读者参考学习：

证明

由于 α1, α2, . . . , αm 线性相关，因此存在不全为 0 的 λ1, λ2, . . . , λm 使得

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λmαm = 0.
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设 j 是 1, 2, . . . ,m 中使得 λj 6= 0 的最大者，则有

αj = −
λ1

λj

α1 −
λ2

λj

α2 − · · · −
λj−1

λj

αj−1. (3.4)

因此 αj 可由 α1, α2, . . . , αj−1 线性表示，即 αj ∈ span(α1, α2, . . . , αj−1)，故 1 得证.
接下来我们证明 2. 首先 span(α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αm) ⊆ span(α1, α2, . . . , αm)是
显然的，因为任意被 α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αm 线性表示的向量实际上也是被

α1, α2, . . . , αm

线性表示了，只是 αj 前的系数恒为 0.
然后证明另一边包含关系，即

span(α1, α2, . . . , αm) ⊆ span(α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αm).

任取 β ∈ span(α1, . . . , αm)，则存在 µ1, µ2, . . . , µm 使得

β = µ1α1 + µ2α2 + · · ·+ µmαm.

将 αj 用式 3.4 表示，代入上式可得任意 span(α1, . . . , αm) 中的向量都可以由

α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αm

线性表示，因此 β ∈ span(α1, α2, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αm)，故引理得证. □

事实上 1 中证明最核心的步骤就是取 j 是 1, 2, . . . ,m 中使得 λj 6= 0 的最大者，这一
最大者是一定存在的，因为首先存在 λi 6= 0，其次 λi 6= 0 的个数是有限的，因此一定存在
最大者. 这一证明的技巧十分重要，通俗的记忆方法为 “从右往左检查，找到第一个不为 0
的系数（即最大的不为 0 的系数）”. 我们给出一个推论，推论的证明思想就是如此，我们
放在习题中供读者练习：

推论 3.2

α1, α2, . . . , αm 线性相关（其中 α1 6= 0）的充要条件是存在一个向量 αi (1 < i 6= m)

可由 α1, α2, . . . , αi−1 线性表示，且表示法唯一.

事实上这一推论也可以作为线性无关的等价表述之一.

接下来我们继续我们的主线思路，事实上引理 3.1 的 2 给我们了一个很重要的启示，
即对于线性相关的向量组，我们丢弃其中某些（可以被其他向量线性表示）的向量后，张
成的空间是不变的. 因此我们可以重复丢弃这样的向量，并仍然保持张成空间不变. 一个
自然的问题是，这样丢弃的操作直到什么时候停止呢？
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事实上答案也是非常自然的，即我们最后一次从向量组中丢弃向量（并保证张成的空间
不变）后，剩余的向量组恰好线性无关时即可停止丢弃. 原因非常简单，因为如果这最后一
次不丢弃，则根据引理 3.1我们一定还能选出一个向量，使得丢弃这一向量后仍能保持张成
空间不变. 但一旦丢弃向量后向量组线性无关，这时一定不能继续丢弃，例如这时剩余的线
性无关向量组为 β1, . . . , βm，这时丢弃其中任意一个 βi, i ∈ {1, 2, . . . ,m})，则原向量组张
成的空间中，至少 βi无法被剩余向量组线性表示（否则 βi可以被 β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βm

线性表示，则 β1, . . . , βm 必线性相关），因此我们一定不能继续丢弃.

在上述过程中我们可以引入两个重要的概念，即向量组的秩和极大线性无关组：

定义 3.2

设向量组 S = {α1, α2, . . . , αm} 张成的线性空间为 V，若存在 S 的一个线性无关向
量组 B = {αk1, αk2, . . . , αkr}，使得 V = span(B)，则称 B 为 S 的一个极大线性无
关组，并称极大线性无关组的长度 r = r(S) 为 S 的秩.

定义中 “极大” 一词我们只需简单思考前述过程即可明白其含义，因为我们要求丢弃
后的向量组一旦线性无关就要停止继续丢弃向量，因此这一剩余向量组的长度一定是所有
线性无关向量组中最大的.

要注意的是，极大线性无关组在本讲义、教材甚至其它教材（如丘维声老师的《高等
代数》）中的定义都有所不同，实际上不同的版本只是为了顺应不同讲解思路而提出的，本
质上并无区别，相信读者在完全理解本节内容后能认识到这一点.

由此我们关于有限维线性空间至少需要多少个向量张成的问题有了初步的解答，即如
果我们已知这一线性空间是可以由某一向量组张成的，那么这一向量组的秩（即极大线性
无关组的长度）就是张成空间需要的最少向量个数. 可能初看这一段话，其中出现的 “极
大” 和 “最小” 容易导致思维的混乱，但我们可以用一句话清晰地总结：极大线性无关组
的长度就是张成空间需要的最少向量个数（如果仍然混乱，我们可以回忆丢弃向量的过程：
我们不断丢弃向量得到 “最小” 的仍然满足张成空间不变的向量组，而这一向量组必须是
所有线性无关向量组中最长的，因为向量组丢到线性无关后不能再丢了）.

3.2.2 向量组的性质

事实上，我们会有一个自然的疑问，即极大线性无关组的长度是否唯一？我们在丢弃
向量的时候，如果向量的排序不同，我们丢弃的次序也可能不同，因此我们最终得到的极
大线性无关组是有可能不同的. 但长度不同表明向量组的秩不唯一，这样向量组的秩就失
去了很多研究价值——数学喜欢唯一确定的，例如数学分析中表达式的极限不唯一我们会
称其极限不存在；又例如定积分的值如果可以是不唯一的，那么我们一定会重新思考积分
的定义，否则面积、体积甚至物理中的很多问题都会产生意义不明的多解.
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因此我们需要尝试证明极大线性无关组的长度是唯一的，我们从下面这一非常重要的
定理开始：

定理 3.3

设 V (F) 中向量组 β1, β2, . . . , βs 的每个向量可由另一向量组 α1, α2, . . . , αr 线性表
示. 若 s > r，则 β1, β2, . . . , βs 线性相关.

这一定理的等价（逆否）命题为，β1, β2, . . . , βs 线性无关则必有 s ⩽ r.

这一定理可通俗概括为：多的向量组可以被少的向量组线性表示，多的一定线性相关.
反过来说，线性无关的向量只能被等长或更长的向量组线性表示. 定理的证明思想上非常
简单，但写起来可能有些许复杂，我们给出证明：

证明

设 βj =
r∑

i=1

λijαi, λij ∈ F, j = 1, 2, . . . , s. 由线性相关的定义，再设

x1β1 + x2β2 + · · ·+ xsβs = 0,

即
s∑

j=1

xjβj =
s∑

j=1

xj

(
r∑

i=1

λijαi

)
=

r∑
i=1

(
s∑

j=1

λijxj

)
αi = 0

事实上我们现在只需证明存在一组不全为零的 x1, x2, . . . , xs 使得上式成立即可，因
为这就是线性相关的定义. 因此我们只需要找出这么一组不全为零的数即可，怎么
寻找呢？我们发现若 αi 前的系数均取 0，则此方程必然成立，我们看看这种情况下
能不能找到一组解，事实上此时有

s∑
j=1

λijxj = 0, i = 1, . . . , r.

此为关于 x1, x2, . . . , xs 的齐次线性方程组，其方程个数 r 小于未知数数量 s，因此
此方程组必然有非零解，于是我们就找到了一组不全为零的 x1, x2, . . . , xs 使式子成
立，故 β1, β2, . . . , βs 线性相关. □

事实上，定理 3.3 因其重要性又被称为源泉定理，因为我们可以基于此得到大量的推
论，下面我们将给出几个简单的作为代表，习题中会出现更为复杂的应用：
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例 3.2

证明以下定理 3.3 的推论：

(1) 若向量组 B1 可以被向量组 B2 线性表示，则有 r(B1) ⩽ r(B2)；

(2) 设 B1 和 B2 是两个线性无关向量组，若 B1 可以被 B2 线性表示，B2 也可以
被 B1 线性表示，则 B1 和 B2 长度相等.

证明

1. B1 可被其极大线性无关组 A1 表示，B2 可被其极大线性无关组 A2 表示，所
以原条件等价于 A1 可以被 A2 线性表示. 而由极大线性无关组的定义，A1, A2

中的向量个数分别是 r(B1), r(B2)，根据定理 3.3，有 r(B1) ⩽ r(B2).

2. 因为 B1, B2 可以互相表示，所以 r(B1) ⩽ r(B2), r(B2) ⩽ r(B1)，所以 r(B1) =

r(B2). 又极大线性无关组的秩就是其向量个数，所以 B1, B2 长度相等.

□

事实上，例 3.2 (2)中两个向量组 B1 和 B2 可以互相表示也可以称 B1 和 B2 等价. 这
里的等价和定义 1.6 中描述的等价关系一致，即向量组等价同样满足自反性、对称性和传
递性，即

1. 自反性：任意向量组 B 本身总是与自己等价，即向量组本身可以由本身表示；

2. 对称性：设向量组 B1 等价于向量组 B2，则向量组 B2 等价于向量组 B1，因为它们
可以相互表示；

3. 传递性：设向量组 B1 等价于向量组 B2，向量组 B2 等价于向量组 B3，则向量组 B1

等价于向量组 B3. 因为 B1 和 B2 可以相互表示，B2 和 B3 可以相互表示就有 B1 和
B3 可以相互表示.

三个条件的成立是显然的，我们不再赘述，接下来我们基于等价向量组的定义给出定理 3.3
的进一步结论，直至证明向量组的秩唯一：

推论 3.3

关于等价的向量组，我们有如下结论：

1. 向量组与其极大线性无关组等价；

2. 向量组的任意两个极大线性无关组等价；
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3. 向量组的任意两个极大线性无关组长度相等，即向量组的秩唯一.

证明

1. 依据极大线性无关组的定义, 并且注意到极大线性无关组是原向量组的子集即
可；

2. 设向量组 B 的任意两个极大线性无关组为 A1, A2，由定义得 B 可被 A1 表示，
也可被 A2 表示，而 A1 ⊆ B,A2 ⊆ B，所以 A1, A2 可以相互表示；

3. 由上知向量组的任意两个极大线性无关组是等价的，结合例 3.2 (2) 即可得到
二者长度相等，由向量组的秩的定义可知其唯一.

□

由此我们证明了向量组的秩是唯一的，因此这一定义对我们将来的研究非常友好.

3.2.3 基与维数

在前几小节中，我们讨论了这一问题：给定向量组 B，我们能否选出一个长度最小的
向量组 B1 使其张成的空间与 B 能张成的空间相同. 接下来我们讨论更一般化的情形，即
我们不给定向量组 B，直接讨论能张成一个线性空间的线性无关向量组.

定义 3.3

若线性空间 V (F) 的有限子集 B = {α1, α2, . . . , αn} 线性无关，且 span(B) = V，则
称 B 为 V 的一组基，并称 n 为 V 的维数，记作 dimV = n.

关于基与维数的定义，我们有以下几点需要强调：

1. 我们有一个自然的问题：有限维线性空间是否一定有基，若是，则上述定义的基和维
数对所有有限维线性空间都是存在的. 事实上结论是显然的. 根据定义，有限维线性
空间 V 一定能被其某一有限子集 S 张成，我们根据求取极大线性无关组的算法取出
S 的极大线性无关组 B，则 B 一定是 V 的基.

2. 由 1 我们发现，基的存在依赖于极大线性无关组的存在，二者只是在定义上有差别：
极大线性无关组是一个向量组的最短等价向量组，而基是张成线性空间的最短向量
组. 但二者本质统一，实际上极大线性无关组就是它能张成的线性空间的一组基，其
长度（向量组的秩）也就是线性空间的维数.
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3. 有限维线性空间的基不一定唯一，但它们的长度必定唯一（即维数唯一）. 这一推导
和向量组的秩唯一完全一致. 我们可以假设有限维线性空间 V 有两组基 B1 和 B2，
根据基的定义（即它们可以张成 V，也就是可以表示出 V 中的所有向量）. 因此 B1

中的每一个向量都可以由 B2 线性表示，反之亦然，因此 B1 和 B2 等价，由此我们
可以得到 B1 和 B2 的长度相等，即因此有限维线性空间维数唯一.

4. 我们还需要提及一个概念：自然基. 例如三维空间的自然基为 e1 = (1, 0, 0), e2 =

(0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1). n 维空间也有类似的推广（即 n 个只有一位为 1 其余全为 0
的向量. 此后若没有特殊说明，ei 就表示 Rn 第 i 位为 1，其余位置为 0 的自然基）
. 对于多项式我们则将 1, x, x2, . . . 称为自然基，矩阵、函数等构成的线性空间也有相
关的常用的基.

5. 基与维数的意义可以由这个性质反映出来：对一 n 维线性空间 V 而言，其中的任意
n+ 1 个向量必然线性相关，而其中的任意 n− 1 个向量必然无法张成空间 V，这也
是定理 3.3 的直接推论.

事实上，定义出基和维数之后我们对线性空间的研究方式就更明朗了：我们从开始的
令人眼花缭乱的 8 条运算性质，利用这些线性运算的特点导出线性扩张与子空间的关联，
然后经过线性相关性的讨论最终得到线性空间的本质结构实际上就是可以由基经过一系列
线性运算扩张而来，因此我们对线性空间的研究很多时候只需要研究其基和维数即可，由
此我们的抽象上升一层，即我们不需要观察线性空间中无限个向量，事实上只需要研究有
限个向量的性质即可对整个线性空间有较为全面的了解. 实际上这一思想与之后我们得到
矩阵等讨论是密切相关的，因此在我们整个向着对线性方程组解的结构的讨论的路径中也
称得上是一块关键的里程碑.

我们经常会遇到验证线性空间的基的问题（求解基的题目最后往往也需要验证你写出
的向量组确实是基），我们主要有如下两个角度：

1. 根据定义，我们只需验证基的两个条件：线性无关和张成空间. 线性无关利用定义即
可，张成空间则需要验证任意向量都可以由基线性表示.

2. 若我们能确认线性空间 V 的维数 dimV，那么我们只需找到 dimV 个线性无关的向
量即可，因为它们必然是 V 的基. 这一结论的证明是容易的，在下面的例题中我们给
出一个更一般的结论的证明供读者参考.

例 3.3

在 n 维线性空间 V 中，n 个向量 α1, . . . , αn 线性无关的充要条件是它们可以线性表
示出 V 中的任意向量.
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证明

充分性：因为 α1, . . . , αn 可以线性表示出 V 中的任意向量，所以 V 的一组基
β1, . . . , βn 也能由 α1, . . . , αn 表示. 而由基的性质，α1, . . . , αn 又能被 β1, . . . , βn

表示，所以这两个向量组等价，α1, . . . , αn 的秩就是 n，所以 α1, . . . , αn 线性无关.
必要性：由 5 可知，∀β ∈ V, α1, . . . , αn, β 必线性相关，又 α1, . . . , αn，由定理 3.2 可
知，β 可以被 α1, . . . , αn 唯一表示，因此 V 中的任意向量都可以被 α1, . . . , αn 线性
表示. □

除此之外，我们也在此给出一些求解或验证线性空间的基和维数的基本例题，在习题
以及后续章节中会有更多的例子.

例 3.4

证明：线性空间 C(C) 维数为 1，不同于线性空间 C(R) 维数为 2.

证明

对于线性空间 C(C) 中的任一向量 a+ bi，其总可以被向量 α = 1 表示，数乘系数为
λ = a+ bi，所以 C(C) 维数为 1；对于线性空间 C(R)，向量组 α = 1, β = i 线性无
关，且任一向量 u = a+ bi = a·α+ b·β，可被 α, β 表示，所以 C(R) 维数为 2. □

例 3.5

证明：1, (x− 5)2, (x− 5)3 是 R[x]4 的子空间 U 的一组基，其中 U 定义为

U = {p ∈ R[x]4 | p′(5) = 0}.

证明

易知 1, (x− 5)2, (x− 5)3 线性无关，且这三个向量都属于子空间 U，下证 U 的维数
是 3.
设 p = a + bx + cx2 + dx3 ∈ U . 因为 p′(5) = 0，即 b + 10c + 75d = 0，所
以将 b 代入后有 p = a + c·(−10x + x2) + d·(−75x + x3)，因此 U 中任意向
量可被 1,−10x + x2,−75x + x3 表示，所以 U 的维数是 3，进而由基的性质可知
1, (x− 5)2, (x− 5)3 是 U 的一组基. □

我们在后续讨论中经常会涉及子空间和原空间之间的关联，特别是它们的基之间的关
联，下面这一定理能很好地满足我们的需求：
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定理 3.4

如果 W 是 n 维线性空间 V 的一个子空间，则 W 的基可以扩充为 V 的基.

这一定理的应用非常广泛，我们未来会经常使用扩基的方式进行研究. 这一定理的正
确性我们将在介绍极大线性无关组的方法后通过算法的形式给出，即我们会说明这样的扩
基一定能通过一个简单的流程得到.

实际上还有关于向量组的秩、基与维数有关的很多结论，事实上都可以由前述的定理
推导而来，很多结论事实上都非常自然，我们将习题中展示. 考虑到本讲概念、定理内容
多而杂. 我们在本讲最后也会给出一个思维导图，读者可以参考.

3.2.4 极大线性无关组的求法

我们在前述讲解中实际上已经给出一个求解极大线性无关组的方法，即不断丢弃线性
相关的向量，最后一次从向量组中丢弃向量（并保证张成的空间不变）后，剩余的向量组
恰好线性无关时即可停止丢弃. 但这一方法适用于证明极大线性无关组一定存在，如果考
试中要求取极大线性无关组我们应当考虑教材 71 页给出的 “通用而简便” 的方法. 事实上
教材中给出的方法以及解释已经非常细致，我们只总结其关键步骤，读者可以参考教材中
进行细致的学习.

引理 3.2 极大线性无关组的求法

我们将题目给定的向量按列排成矩阵，然后将矩阵作初等变换化成阶梯矩阵，找到
主元所在的列，提取出原矩阵对应列的向量即可.

注意极大线性无关组是不唯一的，但上面给出了一个程式化的方法. 实际上如果能一
眼看出结果的也不必如此麻烦（当然题目直接要求极大线性无关组还是应当写具体过程的）
.

例 3.6

求向量组

{α1 = (1,−1, 2, 4), α2 = (0, 3, 1, 2), α3 = (3, 0, 7, 14), α4 = (1,−1, 2, 0), α5 = (2, 1, 5, 6)}

的极大线性无关组和秩.
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解

将向量排列成矩阵得
1 0 3 1 2

−1 3 0 −1 1

2 1 7 2 5

4 2 14 0 6

 初等行变换
======⇒


1 0 3 1 2

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0


由此可知向量组秩为 3，并分别提取出含有对应不重复主元的 3 个向量. 如
α1, α2, α4，即为极大线性无关组.

学会求解极大线性无关组后，我们还能解决一个重要的问题，就是如何扩张一个线性
无关向量组成为线性空间的一组基. 之前我们只说明了这样的扩张是存在的，但具体如何
取到并没有给出. 虽然在未来实际应用中我们大部分时候可能只需要扩充一两个向量就行，
很多时候我们随手取或者依靠之后的行列式等工具就很好解决. 但实践中我们发现很多同
学在教材没给出固定算法的情况下完全无法接受 “随手取” 这样的描述，因此在此笔者还
是给出一种虽然暴力但一定有效的算法.

设线性空间 V 维数为 n，我们已有的线性无关向量组为 B = {α1, α2, . . . , αs}, s < n.
我们的目标是将这个向量组扩充为 V 的一组基 B′ = {α1, α2, . . . , αs, αs+1, . . . , αn}，我们
的算法如下：

1. 首先，如果 V 不是 Fn 空间，我们取 B 在 V 的任意一组基下的坐标（如果有自然基
最好取自然基方便计算）；

2. 任取 V 的一组基B0 = {β1, β2, . . . , βn}，这组基和前面取的是否一致无所谓（看了后面
的例子就明白了）. 我们得到了一个新的向量组 B1 = {α1, α2, . . . , αs, β1, β2, . . . , βn}；

3. 求 B1 的极大线性无关组即可，特别注意最后选向量的时候不能把 α1, α2, . . . , αs 扔
掉了，只能扔后面的向量，因为我们求的是从 α1, α2, . . . , αs 扩充来的一组基；

4. 最后将我们上面得到的坐标结合第一步取的 V 的基得到由 B 扩充而来的一组基.

例 3.7

设 V = R[x]4，我们已有向量组 B = {1 + x, x3 + x2 + 3x}，请将其扩充为 V 的一
组基.
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解

按讲义中的方法，取定 R[x]4 的自然基，给出 B 中向量的坐标

α1 = (1, 1, 0, 0), α2 = (0, 3, 1, 1).

再取一组基

β1 = (1, 0, 0, 0), β2 = (0, 1, 0, 0), β3 = (0, 0, 1, 0), β4 = (0, 0, 0, 1).

将这 6 个向量排列成矩阵，求解极大线性无关组.
1 0 1 0 0 0

1 3 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 2 0 0 0 1

 初等行变换
======⇒


1 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1

0 0 −1 1 0 −3
0 0 0 0 1 −1


则可取 α1, α2, β1, β3 作为 V 的一组基，即 {1 + x, 3x+ x2 + x3, 1, x2}.

3.3 向量的坐标

坐标的概念实际上我们已经熟悉，例如高中所学的平面向量的坐标表示就是向量在二
维平面的基 (1, 0), (0, 1) 下的坐标表示. 我们现在将这个概念拓展到更一般的线性空间：

定义 3.4

设 B = {β1, β2, . . . , βn} 是 n 维线性空间 V (F) 的一组基，如果 V 中元素 α 表示为
α = a1β1 + a2β2 + · · · + anβn，则其系数组 a1, a2, . . . , an 称为 α 在基 B 下的坐标，
记为 αB = (a1, a2, . . . , an).

例 3.8

分别求 p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 在基 B1 = {1, x, x2} 和 B2 = {1, x− 1, (x− 1)2} 下

的坐标.

解

通过待定系数法解方程即可.
在 B1 下：(a0, a1, a2). 在 B2 下：(a0 + a1 + a2, a1 + 2a2, a2).
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关于向量的定义我们有以下几点需要强调：

1. 若向量 α 在基 β1, β2, . . . , βn 下的坐标为 αB = (a1, a2, . . . , an)，则我们也可以写为

α = (β1, β2, . . . , βn)


a1

a2
...
an


实际上我们在学习矩阵乘法后就会意识到这一记号是很自然的，因为这样的表示就等
价于

α = a1β1 + a2β2 + · · ·+ anβn,

但当前没有学习矩阵乘法，因此我们只能将其视为一种记号.

2. 回顾坐标的定义，事实上取向量的坐标相当于将一个 n 维线性空间 V 中的元素 α 转
化为 Fn 中的元素 αB. 因此我们可以将求向量坐标的过程视为一个映射 φ，即从原
线性空间 V (F) 到 Fn 的坐标映射，那么我们很容易看到以下结果：

(1) 同态性：设 n维线性空间 V 的一组基为 B = {β1, . . . , βn}，则对于任意的 α, β ∈
V，有

α = a1β1 + · · ·+ anβn, β = b1β1 + · · ·+ bnβn,

α+ β = (a1 + b1)β1 + · · ·+ (an + bn)βn,

λα = (λa1)β1 + · · ·+ (λan)βn,

则有

φ(α+ β) = (a1 + b1, . . . , an + bn) = (a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = φ(α) + φ(β),

φ(λα) = (λa1, . . . , λan) = λ(a1, . . . , an) = λφ(α).

因此坐标映射保持原向量与坐标运算一致，即是一个同态映射.

(2) 双射性：即坐标与向量是一一对应的：一个坐标可以确定唯一的向量，一个向量
在基下表示的系数（即向量的坐标）也必然唯一（因为基是线性无关的）.

由此我们发现，坐标映射 φ 实际上是一个同构映射，这表明任意一个 n 维线性空间
V (F) 都与 Fn 同构，这表明任意的线性空间的元素都可以与一个向量空间中的一般
向量（即它的坐标）一一对应，并且它们之间的运算也是完全一致的. 因此我们研究
任意的 n 维线性空间都可以转化为研究 Fn 这一非常基本的空间. 这是十分有趣的事
情，因为我们当时以抽象公理定义线性空间便是希望将几何上普通向量的性质抽象出
来也能应用于其它的集合，现在我们发现任意线性空间都可以视为一个普通几何上的
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向量组成的线性空间. 于是，这些被公理化纳入线性空间研究范畴的集合，例如多项
式、矩阵等，都可以在坐标的视角下视为普通向量组成的线性空间，从而可以更加方
便地研究它们的性质.

3. 由以上讨论我们可以知道：我们对各种各样的 n 维线性空间的研究都可以首先通过
坐标转化为 Fn 中的元素进行研究，例如

例 3.9

求 R[x]4中向量组 {p1 = x3−x2+2x+4, p2 = 3x2+x+2, p3 = 3x3+7x+14, p4 =

x3 − x2 + 2x, p5 = 2x3 + x2 + 5x+ 6} 的极大线性无关组.

解

我们首先将所有多项式先转化为坐标，然后就会发现和例 3.6 完全一致，最后
将坐标转回多项式即可.

事实上，将任意的线性空间转化为 Fn 研究的思想是非常重要的，因为这可以带来进
一步的抽象，即我们甚至可以遮蔽线性空间基的特点，只关注其维数进行研究，这与
此后线性空间的同构以及矩阵表示都有密不可分的联系. 事实上，我们一直都在使用
这一基本思想，我们每次设线性空间有一组基 α1, . . . , αn 时，事实上我们只关注其维
数 n 而遮蔽了基的特点：它可以是向量，可以是多项式，可以是矩阵、函数等等，但
这些都不重要，我们都可以将这些元素视为几何空间 Fn 中的向量，获得更直观的理
解，从而可以忽视一些使我们理解困难的细节.

4. 容易验证 Rn 中的向量在自然基下的坐标实际上就是向量本身，例如 (x, y, z) = xe1+

ye2 + ze3，故在 R3 自然基下的坐标仍然为 (x, y, z)，需要牢记，有时可以加速解题.

内容总结
本节内容相对而言概念和定理非常多，涉及的题型也很多，因此我们在这里给出一个

思维导图，供读者捋顺思路（读者也可以将其他看到过的，例如习题中的命题进一步加入
思维导图）.

事实上，与其他内容风格不一样的是，本讲中很大一部分的定理我们都给出了证明，一
方面是为了提升阅读体验，防止在初学时就被多个 “显然”等词汇困惑，另一方面也是希望
读者能够从这些比较规范的证明中得到一些证明的技巧.

也许读到这里很多读者都会有些迷惑与焦急——为什么我们仿佛在学习很多看起来十
分抽象而且似乎没什么实际应用的知识呢？或许我们需要在这里给读者一个 “定心丸”. 事
实上，我们在上一讲中定义的线性空间运算法则就是从一般向量加法数乘运算法则抽象而
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来的最为抽象和基本的内容，我们仅仅建立在这一基础上，伴随着线性表示、线性扩张、线
性相关等概念的提出，导出了（有限维）线性空间都具有一种统一的本质结构描述——基
和维数，由此我们从抽象的运算规则走到了比较具体的结构. 在此基础上，我们基本上将
单个线性空间的研究完成，之后我们将会讨论线性空间之间的关系——一方面可以定义线
性空间之间的运算，我们将在下一讲详细介绍，另一方面可以建立两个线性空间之间的某
种映射，在关于这种映射的讨论中我们会发现线性空间的本质结构是维数，甚至基之间的
差异都可以完全被遮蔽（只需通过本讲介绍的坐标即可），然后我们对线性空间的认识便可
以从某种比较抽象的结构走向大家熟悉的一定长度的向量，接下来便可以定义更为具象的
矩阵. 这一路上我们实际上是从最为抽象的内容逐步定义概念，说明定理，走向具象的内
容. 不同于一般线性代数从行列式、矩阵开始，这样的思路一定能让读者对线性代数有更
为深刻的认识.

习题

给我五个系数，我将画出一头大象；给我六个系数，大象将会摇动尾巴.

——柯西

A 组

1. 请先完成教材 P87–88 第二章习题第 10 题的判断题；
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2. 证明：如果向量组线性相关，把每个向量去掉 m 个位置一致的分量，得到的缩短组
仍线性相关；如果向量组线性无关，把每个向量添加 m 个位置一致的分量，得到的
缩短组仍线性无关；

3. a 取何值时，β1 = (1, 3, 6, 2)T, β2 = (2, 1, 2,−1)T, β3 = (1,−1, a,−2)T 线性无关？

4. 设 α1, α2, . . . , αn ∈ Fn. 证明：α1, α2, . . . , αn 线性无关的充要条件是 Fn 中任一向量
都可以由它们线性表示.

5. 设 S1 = {α1, . . . , αs}, S2 = {β1, . . . , βt} 是向量空间 V 的两个线性无关的子集，证明：
α1, . . . , αs, β1, . . . , βt 线性无关 ⇐⇒ span(S1) ∩ span(S2) = {0}.

6. 已知 α1 = (1, 2, 4, 3), α2 = (1,−1,−6, 6), α3 = (−2,−1, 2,−9), α4 = (1, 1,−2, 7), β =

(4, 2, 4, a).

(1) 求子空间 span(α1, α2, α3, α4) 的维数和一组基；

(2) 求 a 的值使得 β ∈W，并求 β 在 (1) 所选基下的坐标.

7. 证明：B = {1, x − a, (x − a)2} (a 6= 0) 是 R[x]3 的一组基，并求 R[x]3 的自然基
{1, x, x2} 中每个向量关于基 B 的坐标.

8. 已知向量组 A = {α1, α2, α3}, B = {α1, α2, α3, α4}, C = {α1, α2, α3, α5} 的秩分别
为 r(A) = r(B) = 3, r(C) = 4. 证明：{α1, α2, α3, α5 − α4} 的秩为 4.

9. 设向量组 α1, α2, . . . , αs 的秩为 r. 在其中任取 m 个向量 αi1, αi2, . . . , αim，证明：向
量组 αi1, αi2, . . . , αim 的秩 ⩾ r +m− s.

10. 已知 α1, α2, . . . , αn 线性无关，而 α1, α2, . . . , αn, β, γ 线性相关. 证明：要么 β, γ 可
以由 α1, α2, . . . , αn 线性表示，要么 α1, α2, . . . , αn, β 与 α1, α2, . . . , αn, γ 等价.

B 组

1. 已知 α1 6= 0，则 α1, α2, . . . , αn 线性相关的充要条件是存在 i (2 ⩽ i ⩽ n) 使得 αi 可
由 α1, α2, . . . , αi−1 线性表示，且表示法唯一.

2. 证明以下两个结论：

(1) 设 U 和 W 都是 V 的非零子空间，如果 U ⊆W，那么 dimU ⩽ dimW；

(2) 设 U 和 W 都是 V 的非零子空间，U ⊆W，且 dimU = dimW，则 U =W .

3. 设向量组 α1, α2, . . . , αn 线性无关. 证明：在向量组 β, α1, α2, . . . , αn 中至多有一个向
量 αi (1 ⩽ i ⩽ r) 可被其前面的 i 个向量 β, α1, α2, . . . , αi−1 线性表示.

4. 证明：1, eλ1·x, eλ2·x（λ1 6= λ2 且均不为 0）线性无关.
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5. 设线性空间 V (F) 中，向量 β 是 α1, . . . , αr 的线性组合，但不是 α1, . . . , αr−1 的线性
组合. 证明：span(α1, . . . , αr−1, αr) = span(α1, . . . , αr−1, β).

6. 设 R+ 是所有正实数组成的集合，加法和数乘定义如下：

∀a, b ∈ R+, k ∈ R : a⊕ b = ab, k � a = ak

则 R+ 关于这一加法和数乘构成一个实线性空间. 求 R+ 的一组基.

C 组

1. 已知 m 个向量 α1, α2, . . . , αm 线性相关，但其中任意 m− 1 个都线性无关，证明：

(1) 若 k1α1 + · · ·+ kmαm = 0，则 k1, . . . , km 全为 0 或全不为 0；

(2) 若以下等式成立

k1α1 + · · ·+ kmαm = 0

l1α1 + · · ·+ lmαm = 0

其中 l1 6= 0，证明：
k1
l1

= · · · = km
lm

.

2.（替换定理）设 α1, α2, . . . , αr 线性无关，且可以被 β1, β2, . . . , βn 线性表示，则可以
将 β1, β2, . . . , βn 中的 r 个向量替换成 α1, α2, . . . , αr 后得到与 β1, β2, . . . , βn 等价的
新向量组（注：可以使用数学归纳法证明）.

3. 设线性空间 V = Fn. 证明：

(1) 存在 V 的子空间 W，使得 W 的任一非零向量的分量均不为 0；

(2) 若 V 的子空间 W 的任一非零向量的分量均不为 0，则 dimW = 1；

(3) 若 V 的子空间 W 的任一非零向量的零分量个数均不超过 r，则 dimW ⩽ r+1.

4. 设 K ⊆ F ⊆ E 是三个数域，已知 F 作为 K 上的线性空间是 n 维的，E 作为 F 上的
线性空间是 m 维的，证明：E 作为 K 上的线性空间是 mn 维的.

5. 延续上一讲对于 F4(Z2) 的讨论，尝试求 F4 在 Z2 上的一组基及其维数，以及其中每
个元素的坐标表示.
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4
线性空间的运算

在前述章节中我们对（有限维）线性空间中的基本概念以及研究的基本问题进行了了
解. 事实上，很多时候我们还需要研究不同线性空间进行运算后得到的新集合的性质，本
节我们将详细展开讨论这一问题.

4.1 线性空间的交、并、和

定义 4.1

设 W1,W2 是线性空间 V (F) 的两个子空间，则

W1 ∩W2 = {α | α ∈W1 且 α ∈W2}

W1 ∪W2 = {α | α ∈W1 或 α ∈W2}

W1 +W2 = {α1 + α2 | α1 ∈W1, α2 ∈W2}

分别称为 W1 和 W2 的交、并、和.

交与并的定义实际上与集合交与并的定义类似，而和的定义可能有些许反直觉. 我们
可以通过一个例子来体会为什么要定义子空间的和.

例 4.1

在 R3 中，我们设

α1 = (0, 0, 1), α2 = (0, 1, 0), α3 = (1, 0, 0).

令 R3 子空间 W1 = span(α1, α2)，W2 = span(α1, α3)，则 W1 实际上是 yOz 平面，

81
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W2 是 xOz 平面，因此我们根据交与并的概念（实际上就是集合取交集和并集）得
到 W1 ∩W2 = span(α1)（即 z 坐标轴）.
进一步考察并集，事实上显然 W1 ∪W2 得到的集合表示 xOz 和 yOz 平面上所有的
点. 事实上我们发现，W1 ∪W2 得到的集合关于向量加法、数乘运算并不封闭，例如
只需取 α2 + α3 = (0, 1, 1) 就不在 W1 ∪W2 中，因此不再是 R3 的子空间.
接下来我们考察二者之和. 事实上 W1 +W2 = R3. 原因在于

1. ∀β ∈ W1 +W2，由子空间和的定义可知有 β = β1 + β2，其中 β1 ∈ W1 ⊆ R3，
β2 ∈ W2 ⊆ R3，由于 R3 是线性空间，其中元素关于加法运算封闭，因此 β =

β1 + β2 ∈ R3，即 W1 +W2 ⊆ R3；

2. R3 中任一向量 (x, y, z) 总能写成 (x, y, z) = (0, y, z) + (x, 0, 0) 的形式，其中
(0, y, z) 在 W1 中，(x, 0, 0) 在 W2 中，因此根据子空间和的定义可知 R3 ⊆
W1 +W2 成立.

综上，我们得到 W1 +W2 = R3.

从上面证明 W1 +W2 = R3 的过程中我们可以提炼出证明子空间的和等于某一空间的
一般方法：本质而言仍然是证明集合相等，因此证明两边包含即可. 证明子空间的和属于
某一空间是平凡的，如上述证明的第一部分；第二部分证明某一空间属于子空间和只需要
将该空间中任意向量都可分解为各个子空间中向量的和即可.

事实上，根据例 4.1 我们发现，子空间 W1 和 W2 的交与和仍然是线性空间，但是它
们的并不是线性空间. 事实上，我们可以证明如下定理：

定理 4.1

设 W1,W2 是线性空间 V (F) 的两个子空间，则

1. W1 ∩W2 是 V 的子空间；

2. W1 +W2 是 V 的子空间；

3. W1∪W2为 V 的子空间 ⇐⇒ W1 ⊆W2或W2 ⊆W1 ⇐⇒ W1∪W2 =W1+W2.

定理前两条的证明见教材 74 页，第三条我们留作习题供读者练习，因为在考试中有
出现过. 前两条还可以进行推广，即 V 的有限个子空间的交与和仍然是 V 的子空间.

除此之外，这一定理也告诉我们为什么需要研究子空间的和而更少研究子空间的并：
因为子空间的和仍然是线性空间. 直观理解实际上就是和的定义中出现了两个子空间的向
量的加法，而构成子空间的核心就是运算封闭，因此这一定义为子空间的和仍构成子空间
提供了保证，因此这一定义也是十分自然的.
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4.2 覆盖定理

定理 4.2 覆盖定理

设 V1, V2, . . . , Vs 是线性空间 V 的 s 个非平凡子空间，证明：V 中至少存在一个向
量不属于 V1, V2, . . . , Vs 中的任何一个，即 V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs ⊊ V .

覆盖定理表明任何一个线性空间都不能被自身有限个非平凡子空间通过并得到. 初看
可能有些不够自然，但我们可以从简单的几何意义获得直观的理解：有限条直线的并不可
能是一个平面. 下面我们利用数学归纳法进行证明.

证明

1. 当 s = 2 时，由于 V1, V2 是非平凡子空间，因此 V 中存在 α /∈ V1. 若 α /∈ V2，
则结论已经成立. 若 α ∈ V2，由 V2 非平凡知存在 β /∈ V2. 我们考虑 α + β 和
2α+ β，则必有这两个向量都不属于 V2（否则有 β ∈ V2），并且这两个向量也
不能同时属于 V1（否则两个向量相减等于 α 也属于 V1，矛盾）. 这就说明这
两个向量中至少有一个既不在 V1 中也不在 V2 中，因此结论成立.

2. 对于 s > 2，假设命题对 s − 1 个子空间成立，即 V 中存在向量 α /∈ V1 ∪
V2 ∪ · · · ∪ Vs−1. 若 α /∈ Vs，则结论成立. 若 α ∈ Vs，由 Vs 非平凡知存在
β /∈ Vs. 我们考虑 α+ β, 2α+ β, . . . , sα + β，则与归纳基础中同样的原因，必
有这 s 个向量都不属于 Vs，且这 s 个向量中不可能存在两个向量同属于一个
Vi (i = 1, 2, . . . , s − 1)，因此这 s 个向量中至少有一个不在 V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs

中，因此结论成立.

□

本质而言 s > 2的情况就是将 s−1个子空间的并视为一个整体，然后套用 s = 2的情
况证明. 若将这一定理的条件限制在 V 为有限维线性空间，我们也可以利用 Vandermonde
行列式的方法证明，详见例 11.8. 事实上覆盖定理在习题中也有出现，例如教材 91–92 页
第 8、9 题，都是覆盖定理的直接证明. 我们下面再给出一个例子供读者应用覆盖定理：

例 4.2

V1, V2, . . . , Vs 是线性空间 V 的 s 个非平凡子空间，证明：存在 V 的一组基
α1, α2, . . . , αn 都不在 V1, V2, . . . , Vs 中.
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证明

由定理 4.2，V 中存在向量 α1 /∈ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs. 继续取 α2 /∈ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs ∪
span(α1)，则一定有 α1, α2 线性无关. 继续取 α3 /∈ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs ∪ span(α1, α2)，
则一定有 α1, α2, α3 线性无关. 以此类推，最终得到一组基 α1, α2, . . . , αn 都不在
V1, V2, . . . , Vs 中. □

4.3 维数公式

定理 4.3 线性空间维数公式

设 W1,W2 是线性空间 V (F) 的两个子空间，则

dimW1 + dimW2 = dim(W1 +W2) + dim(W1 ∩W2).

上式称为子空间的维数公式，区别于下一专题中的线性映射基本定理的维数公式. 这
一定理的证明思想非常重要，因此此处我们给出证明.

证明

设 dimW1 = s, dimW2 = t, dim(W1 ∩ W2) = r. 设 W1 ∩ W2 的一组基为
α1, α2, . . . , αr，则可以扩充为 W1 的一组基，记为 α1, α2, . . . , αr, β1, . . . , βs−r；也
可以扩充为 W2 的一组基，记为 α1, α2, . . . , αr, γ1, . . . , γt−r. 则我们有

W1 +W2 = span(α1, . . . , αr, β1, . . . , βs−r, γ1, . . . , γt−r)

（如果对这一步有疑问可以回顾例 4.1 中的证明）. 由此，我们要证 dim(W1 +W2) =

s+ t− r，只需证 α1, . . . , αr, β1, . . . , βs−r, γ1, . . . , γt−r 线性无关. 为此，我们设

a1α1 + · · ·+ arαr + b1β1 + · · ·+ bs−rβs−r + c1γ1 + · · ·+ ct−rγt−r = 0, (4.1)

即

a1α1 + · · ·+ arαr + b1β1 + · · ·+ bs−rβs−r = −c1γ1 − · · · − ct−rγt−r. (4.2)

显然，式 4.2 等号两端的向量分别属于 W1 和 W2，因此它们都属于 W1 ∩W2，因此
都可以被 W1 ∩W2 的基线性表示，即

−c1γ1 − · · · − ct−rγt−r = d1α1 + · · ·+ drαr,

即
c1γ1 + · · ·+ ct−rγt−r + d1α1 + · · ·+ drαr = 0. (4.3)
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由于 α1, . . . , αr, γ1, . . . , γt−r 是 W2 的基，因此式 4.3 所有系数都为 0，即 c1 = · · · =
ct−r = d1 = · · · = dr = 0. 代入式 4.2 后，由于 α1, . . . , αr, β1, . . . , βs−r 是 W1 的
基，因此可得 a1 = · · · = ar = b1 = · · · = bs−r = 0，因此，代入式 4.1 后可知
α1, . . . , αr, β1, . . . , βs−r, γ1, . . . , γt−r 必定线性无关（因为根据前述证明所有系数只能
为 0），故得证. □

总结而言，这一定理证明用到的思想就是 “设小扩大”. 我们设出最小空间 V1 ∩ V2 的
基，然后分别扩充为 V1 和 V2 的基，然后观察要证明的等式和已知的联系，然后利用式 4.2
构造等式两边属于不同空间的向量这一技巧即可. 下面是一个证明思想类似的例子，需要
用到矩阵的相关知识，暂未学到的同学可以先略过本题：

例 4.3

已知 A,B 分别是数域 F 上的 l× k 和 k × n 矩阵，X 是 n× 1 的列向量. 证明：所
有满足 ABX = 0 的 BX 构成一个线性空间 V，且 dimV = r(B)− r(AB).

证明

V 是线性空间只需要说明其中元素关于加法数乘封闭即可，因为这样 V 就是 Fk 的
子空间. 这一证明非常基本，我们在此略过.
记 V1 = {X | BX = 0}, V2 = {X | ABX = 0}，则 V1 ⊆ V2，因为 ∀X ∈ V1，有
BX = 0，因此 ABX = A0 = 0，即 X ∈ V2，因此 V1 ⊆ V2. 利用 “设小扩大”的思想，
取 V1的一组基 α1, . . . , αr，则可以扩充为 V2的一组基，记为 α1, . . . , αr, αr+1, . . . , αm，
则 r = n− r(B)，s = n− r(AB)，于是

V = {BX | ABX = 0}

= span(Bα1, . . . , Bαr, Bαr+1, . . . , Bαm)

= span(Bαr+1, . . . , Bαm).

下面证明 Bαr+1, . . . , Bαm 线性无关. 为此，设

cr+1Bαr+1 + · · ·+ cmBαm = 0,

则
B(cr+1αr+1 + · · ·+ cmαm) = 0,

因此 cr+1αr+1 + · · ·+ cmαm ∈ V1，因此存在 c1, . . . , cr 使得

cr+1αr+1 + · · ·+ cmαn = c1α1 + · · ·+ crαr,
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即
cr+1αr+1 + · · ·+ cmαm − c1α1 − · · · − crαr = 0.

由于 α1, . . . , αm 线性无关，因此

cr+1 = · · · = cm = c1 = c2 = · · · = cr = 0,

因此 Bαr+1, . . . , Bαm线性无关，因此 V 的维数为 s−r = (n−r(AB))−(n−r(B)) =

r(B)− r(AB)，得证. □

4.4 线性空间的直和

我们将来证明或者利用和空间时，很多时候都是利用和空间定义进行向量分解. 我们
特别重视分解唯一时的情形，因为这对我们的研究很有帮助，这时的和即为直和. 严谨而
言，我们有如下定义：

定义 4.2

设 W1,W2 是线性空间 V (F) 的两个子空间. 若 W1 ∩W2 = {0}，则 W1 +W2 叫做
W1 与 W2 的直和，记作 W1 ⊕W2.
进一步地，若 V =W1 ⊕W2，则称 W1,W2 为互补子空间，或 W1 是 W2 的补空间，
或 W2 是 W1 的补空间.

直和有以下等价的命题，我们证明或者利用直和都可以任意选择：

定理 4.4

对于子空间 W1,W2，下列命题等价：

1. W1 +W2 是直和，即 W1 ∩W2 = {0}；

2. W1 +W2 中的每个向量 α 的分解式 α = α1 + α2 (α1 ∈W1, α2 ∈W2) 唯一；

3. 零向量的分解式 0 = α1 + α2 (α1 ∈W1, α2 ∈W2) 仅当 α1 = α2 = 0 时成立；

4. dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2.

定理的证明是基本的，可以参考教材 76页. 在实际运用中我们要非常熟悉这些等价条
件，因为都可能使用到.

我们也可以定义有限个子空间的直和，即 V =W1⊕W2⊕· · ·⊕Wn ⇐⇒ Wi∩
∑
j ̸=i

Wj =
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{0}，即每个子空间与其余子空间的和的交都是 {0}. 等价命题也是上述定理的推广，例如
唯一分解、0 的分解以及维数公式推广，此处不再赘述，详见教材 76 页. 除此之外，我们
还有一个与多空间直和相关的定理：

定理 4.5

若 V = V1 ⊕ V2, V1 = V11 ⊕ · · · ⊕ V1s, V2 = V21 ⊕ · · · ⊕ V2t，则

V = V11 ⊕ · · · ⊕ V1s ⊕ V21 ⊕ · · · ⊕ V2t

这一定理的证明是很简单的，实际上利用零向量分解唯一即可.

在习题中我们证明直和一般有两种思路，一种是先证和，再证直和，我们来看一个例
子（没有学到矩阵的可以先略过）：

例 4.4

数域 F 上所有 n 阶方阵组成的线性空间 V = Mn(F)，V1 表示所有对称矩阵组成
的集合，V2 表示所有反对称矩阵组成的集合. 证明：V1, V2 都是 V 的子空间，且
V = V1 ⊕ V2.

证明

首先证明和. 事实上，对于任意矩阵 A ∈ V，有

A = B + C, B =
1

2
(A+AT ), C =

1

2
(A−AT ),

其中 B 是对称矩阵，C 是反对称矩阵，即 B ∈ V1，C ∈ V2，因此 V1 + V2 = V（因
为 V 中任意元素都可以写成 V1 和 V2 元素和的形式，根据和的定义可知成立）.
下面证明直和. 我们有如下三种方法：

1. 利用零向量分解唯一：设 O 是 n 阶零矩阵，设 O = B +C，其中 B 是对称矩
阵，C 是反对称矩阵. 由于 B 是对称矩阵，因此 BT = B，由于 C 是反对称
矩阵，因此 CT = −C，因此

O = OT = (B + C)T = BT + CT = B − C

解得 B = C = O，因此零向量分解唯一，故直和得证；

2. 利用 V1 ∩ V2 = {0}：设 A ∈ V1 ∩ V2，则 A = AT = −A，因此 A = −A，即
A = O，因此 V1 ∩ V2 = {0}，故直和得证；

3. 利用 dimV1+dimV2 = dimV：这一方法较为复杂，我们简单阐述思想. 设 Eij

是第 i 行第 j 列元素为 1，其余元素为 0 的矩阵，则 V 的一组基为 Eij , i, j =
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1, 2, . . . , n，V1 的一组基为 Eij + Eji, i < j 和 Eii, i = 1, 2, . . . , n，V2 的一

组基为 Eij − Eji, i < j，则 dimV1 =
n(n− 1)

2
, dimV2 =

n(n− 1)

2
，因此

dimV1 + dimV2 = n2，因此 dimV1 + dimV2 = dimV，故直和得证.

□

还有一种证明 V = V1 ⊕ V2 的方式是先令 W = V1 + V2，先证明和为直和（即交为
{0}）再证 W = V 即可，下面是一个例子：

例 4.5

设 A 是数域 F 上的一个 n 阶可逆方阵，A 的前 r 个行向量组成的矩阵为 B，后
n − r 个行向量组成的矩阵为 C，n 元线性方程组 BX = 0 与 CX = 0 的解空间分
别为 V1, V2. 证明：Fn = V1 ⊕ V2.

证明

先记 W = V1 + V2，若 α ∈ V1 ∩ V2，则 Bα = Cα = 0，所以

Aα =

(
B

C

)
α = 0,

由于 A可逆，因此 α = 0，即 V1∩V2 = {0}，因此 V1+V2是直和，因此只需证W = Fn

即可. 事实上，我们知道 r(B) = r, r(C) = n − r，因此 dimV1 = n − r, dimV2 =

n− (n− r) = r，所以

dimW = dimV1 + dimV2 = n− r + r = n = dimFn,

又 W = V1 ⊕ V2 ⊆ Fn，因此 W = Fn，故得证. □

最后我们要提醒读者注意的是，有限维线性空间的一个子空间的补空间并不唯一，如
下面的例子：

例 4.6

在 R3 中，W1 = span(α1)，则其补空间根据直和的维数公式可知为 2，记为 W2 =

span(α2, α3). 实际上只需要 α1, α2, α3 线性无关即可，事实上这样的选择是有无穷
种的，因为 W1 本质表示一条直线，故 W2 是不包含 W1 且不与 W1 平行的平面即
可，这样 α2, α3 是 W2 任意一组基都可以.

内容总结
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本讲我们介绍了线性空间之间的三种运算——交、并、和. 和的概念初次见到可能有
些许抽象，但经过一些例子之后我们应当能理解为什么线性空间不同于普通集合，更常用
“和” 这一运算. 关于并我们给出了一些构成线性空间的条件以及一个重要的覆盖定理，读
者了解即可. 关于交与和我们给出了一个维数公式，它不仅结论非常重要，“设小扩大” 的
证明思想也是在未来非常常用的. 进一步地，我们讨论了直和的概念以及它的等价条件，以
及证明直和的两种思路. 我们必须要重视直和这一概念，因为它在未来关于线性变换矩阵
约化表示的讨论中起到重要的桥梁作用.

除此之外，线性空间之间还有一种基于笛卡尔积的运算，我们将在后续讨论同构的时
候作为一个应用讨论，将直和与笛卡尔积联系起来.

习题

When language has been well chosen, one is astonished to find that all demonstrations
made for a known object apply immediately to many new objects: nothing requires to be
changed, not even the terms, since then names have become the same.

——H. Poincaré

A 组

1. 设 V = {(a1, a2, a3, a4) | a1+a2+a3+a4 = 0}，W = {(a1, a2, a3, a4) | a1−a2−a3+a4 =
0, a1 + a2 + a3 − a4 = 0}.

(1) 证明：V 和 W 为 R4 的子空间；

(2) 分别求 V ∩W，V +W 以及 W 的补空间的维数与一组基.

2. 设 f1 = −1 + x, f2 = 1 − x2, f3 = 1 − x3, g1 = x − x2, g2 = x + x3, V1 =

span(f1, f2, f3), V2 = span(g1, g2)，求：

(1) V1 + V2 的基和维数；

(2) V1 ∩ V2 的基和维数；

(3) V2 在 R[x]4 空间的补.

3. 在数域 F 上，已知 V1, V2 分别为方程组 x1 +x2 + · · ·+xn = 0 与 x1 = x2 = · · · = xn

的解空间. 证明：Fn = V1 ⊕ V2.

B 组

1. 已知 V1 是线性方程组 3x1 + 4x2 − 5x3 + 7x4 = 0

4x1 + 11x2 − 13x3 + 16x4 = 0
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的解空间，V2 是线性方程组2x1 − 3x2 + 3x3 − 2x4 = 0

7x1 − 2x2 + x3 + 3x4 = 0

的解空间，分别求 V1 ∩ V2 与 V1 + V2 的基和维数.

2. 设 W1,W2 是线性空间 V (F) 的两个子空间. 证明以下命题等价：

(1) W1 ∪W2 为 V 的子空间；

(2) W1 ⊆W2 或 W2 ⊆W1；

(3) W1 ∪W2 =W1 +W2.

3. 设

W1 =

{(
x −x
y z

) ∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ F
}
,W2 =

{(
a b

−a c

) ∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ F
}
.

(1) 证明：W1,W2是M2(F)的子空间，并求 dimW1, dimW2, dim(W1+W2), dim(W1∩
W2);

(2) 求 W1 ∩W2 的一组基，并求 A =

(
3 −3
−3 1

)
关于这组基的坐标.

4. 设 V 是域 F 上的 n 维线性空间，α1, α2, . . . , αn 是 V 的一组基，且

V1 = span(α1 + 2α2 + · · ·+ nαn)

V2 =

{
k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn

∣∣∣∣ k1 + k2
2

+ · · ·+ kn
n

= 0

}
证明：

(1) V2 是 V 的子空间；

(2) V = V1 ⊕ V2.

5. 设 F为数域，V1 = {A ∈ Fn×n | AT = A}, V2 = {A ∈ Fn×n | AT = −A}, V3 = {A ∈
Fn×n | A 为上三角矩阵}.

(1) 证明：V1, V2, V3 都是 Fn×n 的子空间；

(2) 证明：Fn×n = V1 + V3 但不为直和，Fn×n = V2 ⊕ V3.

6. 已知 V1, V2 是有限维线性空间 V 的子空间，且 dim(V1 + V2) = dim(V1 ∩ V2) + 1. 证
明：要么 V1 ⊆ V2，要么 V2 ⊆ V1.

7. 证明：和
s∑

i=1

Vi 为直和的充要条件是 Vi ∩
i−1∑
j=1

Vj = {0}, i = 1, 2, . . . , s.
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8. 判断下列说法是否正确：

(1) 若 V ⊆ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs，则 V = (V1 ∩ V ) ∪ (V2 ∩ V ) ∪ · · · ∪ (Vs ∩ V )；

(2) 若 V ⊆ V1 + V2 + · · ·+ Vs，则 V = (V1 ∩ V ) + (V2 ∩ V ) + · · ·+ (Vs ∩ V ).

9. 设 V 为有限维线性空间，V1 为其非零子空间. 证明：存在唯一的子空间 V2，使得
V = V1 ⊕ V2 的充要条件为 V1 = V .

C 组

1. 设 V 是域 F 上的 n 阶对称矩阵关于矩阵加法和数乘运算构成的线性空间，令

U = {A ∈ V | tr(A) = 0}, W = {λE | λ ∈ F}.

(1) 证明：U,W 为 V 的子空间；

(2) 分别求 U,W 的一组基和维数；

(3) 证明：V = U ⊕W .

2. 设 W0,W1,W2, . . . ,Ws 是线性空间 V 的 s+1 个非平凡子空间，且 W0 ⊆W1 ∪W2 ∪
· · · ∪Ws. 证明：必存在 i 使得 W0 ⊆Wi.
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5
线性映射

在前几讲的学习中，我们从开始的 8 条运算性质出发，利用这些线性运算的特点导出
线性扩张与子空间的关联，然后经过线性相关性的讨论最终得到线性空间的本质结构实际
上就是可以由基经过一系列线性运算扩张而来，因此我们对线性空间的研究很多时候只需
要研究其基和维数即可，由此我们对线性空间的研究和描述就可以转为研究基和维数——
这是线性空间的基本结构属性. 当然我们最后也讨论了线性空间之间的运算. 从本讲开始
我们将研究不同线性空间之间的关联，我们的手段是定义两个线性空间之间的线性映射，
由此发掘出比较不同线性空间之间最本质的差别是什么，使我们的抽象更深一层，然后在
抽象的制高点将抽象转化为具象，讨论矩阵这一对线性映射的 “有形” 描述和线性映射本
身的联系，为后文详细讨论矩阵作铺垫.

5.1 线性映射的定义

5.1.1 线性映射的定义

定义 5.1 线性映射

从线性空间 V1(F) 到 V2(F) 的一个映射 σ 是线性的，如果 ∀α, β ∈ V1 和 ∀λ, µ ∈ F
都有

σ(λα+ µβ) = λσ(α) + µσ(β). (5.1)

从线性空间 V 到自身的线性映射 σ 也叫作 V 上的线性变换，在有的教材中也称为
算子. 从线性空间 V (F) 到域 F 的线性映射 f 叫作 V 上的线性泛函（或称线性函
数，线性形式）.

93
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为方便称呼，我们称对于 V1(F)到 V2(F)的线性映射 σ，V1(F)是其出发空间，V2(F)
是其到达空间，也可简记为 σ : V1 → V2.

实际上，上述定义式 5.1 可以分拆为以下二式：

σ(α+ β) = σ(α) + σ(β) (加性)

σ(λα) = λσ(α) (齐次性)

根据定义，我们容易知道熟悉的过原点的一次函数是线性映射，而不过原点的一次函
数不代表线性映射. 这似乎与平常的称呼不同，因为一次函数我们经常都称它们为 “线性
的”，这里我们必须强调的是，至少在线性代数的框架下，我们研究的 “线性” 性质是包含
加性和齐次性两条要求的，事实上不过原点的一次函数我们可以视作非齐次线性方程，这
里的 “非齐次” 的含义便很清晰了.

另一方面，如果我们不将一次函数视为映射，而将视为平面点集（不过原点的一条直
线），我们可以回顾线性子空间中的描述，我们说过原点的直线构成平面的线性子空间，但
不过原点的直线不是，我们判断的依据是不过原点的直线内的两点关于加法和数乘不封闭
——仔细一想，是不是与线性映射定义中不满足加性、齐次性是同样的道理呢？

最后，我们需要强调一个非常容易被忽视但却很重要的一点. 事实上我们在例 2.5 中
关于 R 与 R+ 同构的讨论，以及坐标同构的讨论中已经引出了这一点，即线性映射 σ :

V1 → V2 满足的表达式

σ(α+ β) = σ(α) + σ(β)

中左边的加法是出发空间 V1 中定义的加法运算，右边是到达空间 V2 中定义的加法运算，
二者并不是同一个加法，数乘也类似.

本小节最后我们讨论线性映射的两个重要的性质：

定理 5.1

设 σ 是线性空间 V1(F) 到 V2(F) 的线性映射，则 σ(01) = 02.

注意定理中 01 为出发空间 V1 中的零元，02 代表到达空间 V2 中的零元. 这只是为了
区分两个空间零元而引入的记号，实际上下标也可以省略，直接写为 0 也可以.

证明

根据线性性，σ(0 + 0) = σ(0) + σ(0)，两边同时减去 σ(0) 可知 σ(0) = 0. □



5.1 线性映射的定义 95

定理 5.2

设 σ 是线性空间 V1(F) 到 V2(F) 的线性映射，如果 V1 中向量 α1, α2, . . . , αn 线性相
关，则 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn) 也线性相关.
反之，若 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn) 线性无关，则 α1, α2, . . . , αn 必线性无关.

这一性质表明线性映射保持线性相关性. 定理中两个描述互为逆否命题，因此我们可
以只证明前者.

证明

设 α1, α2, . . . , αn 线性相关，则存在不全为 0 的数 λ1, λ2, . . . , λn 使得 λ1α1 +λ2α2 +

· · ·+ λnαn = 0，于是

σ(λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn) = λ1σ(α1) + λ2σ(α2) + · · ·+ λnσ(αn) = 0

因此存在不全为零的数 λ1, λ2, . . . , λn 使得 λ1σ(α1) + λ2σ(α2) + · · ·+ λnσ(αn) = 0，
因此 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn) 线性相关. □

需要注意的是，线性映射可能将线性无关的向量组映射为线性相关的向量组，例如

例 5.1

设 σ 是线性空间 R2 到 R2 的线性映射，定义 σ(x, y) = (x+ y, x+ y)，则 σ 将线性
无关的向量组 (1, 0), (0, 1) 映射为线性相关的向量组 (1, 1), (1, 1).

5.1.2 线性映射举例

事实上，“线性性” 在数学中是一个非常基本的性质，我们首先来看以下几个在数学中
非常基本的概念，它们都是线性映射的例子：

例 5.2

数学分析与概率论中的线性映射：

1. (极限) lim
n→+∞

(λan + µbn) = λ lim
n→+∞

an + µ lim
n→+∞

bn；

2. (求导) (λf(x) + µg(x))′ = λf ′(x) + µg′(x)；

3. (积分)
∫ b

a

(λf(x) + µg(x)) dx = λ

∫ b

a

f(x) dx+ µ

∫ b

a

g(x) dx；
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4. (数学期望) E(λX + µY ) = λE(X) + µE(Y ).

有的读者可能会有另外的疑惑：上面的例子为什么能称其为线性映射？它们是从线性
空间到线性空间的映射吗？事实上，上面的例子中到达空间都是数域——这是符合定义的，
出发空间对于极限而言就是任意有极限的数列构成的线性空间，对于求导、求积分而言就
是任意可导、可积的函数构成的线性空间，对于数学期望而言就是期望存在的随机变量构
成的线性空间. 读者可以自行验证这些的确构成线性空间，此处不再赘述.

相信看到这里，我们便能逐渐理解线性性在数学中的基础地位. 很多时候一些初看有
些抽象的概念，当我们将其与学过的知识联系时，便会真切地体会到一种相通的美感. 事
实上很多时候学习过程就是如此，当我们知识储量不断上升的时候，我们会不断发现很多
宝贵的思想跨越学科，凝聚着人类智慧的结晶，这种感觉是非常美妙的. 更重要的是，一
旦我们知道它们是线性映射之后，我们便可以用之后我们将要讨论的所有线性映射相关的
性质来研究它们，这便是一个抽象的概念给我们带来的力量.

接下来希望读者阅读教材 3.1 节例 1–9 了解其它常见的线性映射，特别是其中的几何
意义（虽然不会直接考察，但是对理解有帮助）. 其中例 1、7、8、9希望读者当做练习，熟
悉线性映射定义的验证，这在考试中也是常见的. 例 4、5 中的放缩与错切是常见的几何变
换，例 2 中旋转变换在之后有很多的应用场景，其几何意义能帮助我们理解很多内容. 例
3 镜面变换在内积空间中会详细介绍，例 6 投影变换将在幂等矩阵中我们会再次提及.

例 5.3

写出下列映射的出发空间和到达空间，并判断其是否为线性映射：

1. σ(x1, x2) = (x1 − x2, x1, x1 + x2)；

2. σ(x1, x2) = (x1x2, x1 + x2)；

3. σ(p(x)) = p(x+ 1)− p(x), ∀p(x) ∈ R[x]n；

4. σ(p(x)) = p(a), ∀p(x)，其中 a 为常数；

5. σ(ξ) = 2ξ + ξ0，其中 ξ0 是线性空间 V 中的一个固定向量.

解

1. 出发空间为 R2，到达空间为 R3. σ 是线性映射.
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∀(x1, x2), (y1, y2) ∈ R2, k1, k2 ∈ R, 有

σ(k1(x1, x2) + k2(y1, y2))

= ((k1x1 + k2y1)− (k1x2 + k2y2), k1x1 + k2y1, (k1x1 + k2y1) + (k1x2 + k2y2))

= k1(x1 − x2, x1, x1 + x2) + k2(y1 − y2, y1, y1 + y2)

= k1σ(x1, x2) + k2σ(y1, y2)

2. 出发空间为 R2，到达空间为 R2. σ 不是线性映射.

∀(x1, x2), (y1, y2) ∈ R2, k1, k2 ∈ R, 有

σ((x1, x2) + (y1, y2)) = σ(x1 + y1, x2 + y2)

= ((x1 + y1)(x2 + y2), ((x1 + y1) + (x2 + y2))

= (x1x2 + x1y2 + y1x2 + y1y2, x1 + y1 + x2 + y2)

= (x1x2 + y1y2, x1 + y1 + x2 + y2) + (x1y2 + y1x2, 0)

= σ(x1, x2) + σ(y1, y2) + (x1y2 + y1x2, 0)

6= σ(x1, x2) + σ(y1, y2)

3. 出发空间为 R[x]n，到达空间为 R[x]n−1. σ 是线性映射.

∀p1(x), p2(x) ∈ R[x]n, k1, k2 ∈ R, 有

σ(k1p1(x) + k2p2(x))

= (k1p1 + k2p2)(x+ 1)− (k1p1 + k2p2)(x)

= k1(p1(x+ 1)− p1(x)) + k2(p2(x+ 1)− p2(x))

= k1σ(p1(x)) + k2σ(p2(x))

4. 出发空间为 R[x]，到达空间为 R[x]. σ 是线性映射.

∀p1(x), p2(x) ∈ R[x], k1, k2 ∈ R, 有

σ(k1p1(x) + k2p2(x))

= (k1p1 + k2p2)(a)

= k1p1(a) + k2p2(a)

= k1σ(p1(x)) + k2σ(p2(x))

5. 出发空间为 V，到达空间为 V . 当 ξ0 = 0 时，σ(ξ) = 2ξ 是线性映射.
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∀ξ1, ξ2 ∈ V , 有

σ(ξ1 + ξ2) = 2(ξ1 + ξ2)

= 2ξ1 + 2ξ2

= σ(ξ1) + σ(ξ2)

当 ξ0 6= 0 时，σ 不是线性映射.

∀ξ1, ξ2 ∈ V , 有

σ(ξ1 + ξ2) = 2(ξ1 + ξ2) + ξ0

= 2ξ1 + 2ξ2 + ξ0

= σ(ξ1) + σ(ξ2)− ξ0
6= σ(ξ1) + σ(ξ2)

5.1.3 线性映射的基本运算

我们在之前的学习中已经了解，连续函数关于函数的加法数乘运算可以构成线性空间，
事实上线性映射可以视为特殊的函数，因此我们希望在本节讨论怎样的运算定义能使其构
成线性空间，除此之外也介绍线性映射乘法（即复合）和逆运算.

我们需要首先说明一个记号，我们把线性空间 V1(F) 到 V2(F) 的所有线性映射组成的
集合记作 L(V1, V2)（类似于将定义在 [a, b] 上取值于实数集的连续函数全体记为 C[a, b]）.
如果是出发空间与到达空间均为 V 的线性变换全体，我们可以简记为 L(V ). 我们希望在
该集合上定义线性空间，于是需要定义其中元素（线性映射）的加法和数乘运算：

定义 5.2

设 σ, τ ∈ L(V1, V2)，规定 σ 与 τ 之和及 λ 与 σ 的数乘 λσ 分别为

(σ + τ)(α) = σ(α) + τ(α), ∀α ∈ V1

(λσ)(α) = λ(σ(α)), ∀α ∈ V1

定理 5.3

L(V1, V2) 与上述定义的线性映射加法和数乘构成域 F 上的线性空间.

下面讨论线性映射的复合. 设 σ ∈ L(V1, V2), τ ∈ L(V2, V3)，则 τσ 是 L(V1, V3) 中的
元素，且 τσ(α) = τ(σ(α)), ∀α ∈ V1.
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定理 5.4

上述定义的映射 τσ 是线性映射.

注意：在上述定义中一定注意 σ 和 τ 的顺序，我们需要先使用 σ 将 V1 中的元素映射
到 V2，然后再用外层的 τ 将这个结果映射到 V3.

下面定义逆映射. 如果可逆映射 σ : V1 → V2 的逆映射为 σ−1，则有 σ−1σ = IV1
且

σσ−1 = IV2
. 其中 IV 的含义为 V 上的恒等映射，即 IV (α) = α, ∀α ∈ V .

定理 5.5

上述定义的逆映射 σ−1 为线性映射.

上述三个定理的证明是非常基本的，详细的证明在教材 103–104 页，读者可以先自行
尝试，如果不会证明则说明对于线性空间和线性映射的定义熟悉程度仍需提高，因为这里
的证明都只需要机械地套用定义.

5.2 线性映射的像与核

我们在之前的讨论中已经了解了线性映射的定义与运算，接下来我们需要关心的问题
是：定义出的线性映射能将出发空间完整映射到到达空间吗，还是到达空间中有些向量无
法被映到？线性映射是否可以是单射？单射的充要条件又是什么？这与我们研究一般的映
射的思路是类似的. 因此我们希望在本节讨论线性映射的像和核.

定义 5.3

设 σ 是线性空间 V1(F)到 V2(F)的线性映射. V1 的所有元素在 σ 下的像组成的集合

σ(V1) = {β | β = σ(α), α ∈ V1}

称为 σ 的像（或值域），记作 imσ，或记作 rangeσ.
V2 的零元 02 在 σ 下的完全原像

σ−1(02) = {α | σ(α) = 02, α ∈ V1}

称为 σ 的核（或零空间），记作 kerσ，或记作 nullσ.

关于像与核的定义，我们需要强调以下几点：

1. 实际上，像空间的定义就类似于函数的值域，核空间可以视为到达空间中 0的原像集
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合，因此理解起来是很简单的；

2. 注意线性映射的像和核分别是 V2 和 V1 的子空间. 同样地，若 W1 和 W2 分别是 V1

和 V2 的子空间，则 σ(W1) 和 σ−1(W2) 也分别是 V2 和 V1 的子空间. 前者证明见教
材 102 页，后者我们作为习题留给读者，实际上都非常简单，只是为读者熟悉定义而
在此处提及.

接下来我们要讨论如何计算线性映射的像与核，这在考试中非常常见，请务必牢记，无
论线性映射有多么复杂多么抽象，基本的方法都是：

1. 设出发空间的一组基为 B = {α1, α2, . . . , αn}，则像空间

imσ = σ(V1) = span(σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn)).

即线性映射在出发空间一组基下的像的线性扩张，解答时写出极大线性无关组然后扩
张即可；

当然读者可能质疑其合理性，因为与定义不完全一致. 我们可以证明这一方法是合理
的，即线性映射在出发空间一组基下像的线性扩张就是其像空间.

证明

首先我们知道 σ(V1) 包含 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn)，并且是 V2 的子空间. 又根
据定理 2.2，σ(V1) 是包含 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn) 的最小子空间，因此我们可
以得到 span(σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn)) ⊆ σ(V1).
接下来证明另一半包含. 根据线性扩张定义可知只需证 V1 中任意元素的像都
可以被 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn) 线性表示. 任取 α ∈ V1，则 α 可由 V1 一组基
{α1, α2, . . . , αn} 线性表示为 α = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn，于是，

σ(α) = σ(λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn) = λ1σ(α1) + λ2σ(α2) + · · ·+ λnσ(αn)

即 σ(α) 可由 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn) 线性表示，即出发空间任意向量
在 σ 下的像都可以由 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn) 线性表示，因此 σ(V1) ⊆
span(σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn)). □

2. 核空间可以直接利用定义令 σ(α) = 0，利用解线性方程组得到解集即为结果，注意也
许表示为线性扩张的形式.

例 5.4

已知 R3 到 R2 的映射 σ 为 σ(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x2 − x3)，求 σ 的像和核.



5.3 线性映射的确定 101

解

• 首先求像空间. 取出发空间 R3 的一组基 B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}，
则 imσ = σ(R3) = span(σ(1, 0, 0), σ(0, 1, 0), σ(0, 0, 1)) =

span((1, 0), (1, 1), (0,−1)). 根据求解极大线性无关组的方法（或者这么简
单的情况瞪眼法也可以）得到像空间 imσ = span((1, 0), (0,−1)) = R2.

• 接下来求解核空间. 设 σ(α) = 0，其中 α = (x1, x2, x3)，即 σ(x1, x2, x3) =

(x1 + x2, x2− x3) = (0, 0)，解得解向量为 k(−1, 1, 1), k ∈ R，写成线性扩张的
形式为 span((−1, 1, 1)).

事实上教材 102 页例 3 给出了另一种求像空间的方法，但是为了防止读者混淆这一方
法和之后线性映射矩阵表示的方法，希望读者能按照笔者介绍的方法求解.

事实上，研究一般映射我们会很在意映射是否为单射或满射. 是否为满射通过我们介
绍的求解像空间的方法是很好判断的，但单射似乎并不能直接利用像空间或者核空间直接
判断，但我们只需稍作转化就可以发现单射和核空间有着密不可分的联系：

定理 5.6

线性映射 σ 是单射当且仅当 kerσ = {0}.

这个定理告诉我们，线性映射是单射和 0 的逆像只有 0 是等价的. 这一结论也是非常
强的，因为我们知道一般的函数是不满足这一结论的，例如 f(x) = x2，虽然只有 f(0) = 0，
但在 R 上显然不是单射. 这一定理证明非常简单，希望读者掌握：

证明

首先我们证明 σ 是单射时 kerσ = {0}. 事实上 σ 是单射意味着任意到达空间中的元
素的逆象唯一，又线性映射必须满足 σ(0) = 0，则 0 的逆象唯一为 0 是显然的.
接下来我们证明 kerσ = {0}时 σ是单射. 事实上，σ(α) = σ(β)等价于 σ(α)−σ(β) =
0，即 σ(α− β) = 0，由于 kerσ = {0}，因此 α− β = 0，即 α = β，因此 σ 是单射.

□

5.3 线性映射的确定

我们知道，两个函数相等当且仅当它们的定义域相等且对于任意定义域内的元素，它
们的函数值相等. 线性映射则有更好的性质，即有限维空间上的线性映射可以被基上的像
唯一确定，即
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定理 5.7

已知线性映射 σ, τ ∈ L(V1, V2)，且有 V1 的基 B = {α1, α2, . . . , αn}. 若 σ(αi) =

τ(αi), ∀αi ∈ B，则有 σ = τ .

即映射在一组基上的像确定了，则映射是唯一的. 证明非常简单：

证明

实际上我们只需证明 σ(α) = τ(α), ∀α ∈ V1 即可，因为这就是一般映射相等的条件.
事实上，任取 α ∈ V1，则 α 可由 B 线性表示为 α = λ1α1+λ2α2+ · · ·+λnαn，于是

σ(α) = σ(λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn) = λ1σ(α1) + λ2σ(α2) + · · ·+ λnσ(αn)

τ(α) = τ(λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn) = λ1τ(α1) + λ2τ(α2) + · · ·+ λnτ(αn)

由于 σ(αi) = τ(αi), ∀αi ∈ B，因此 σ(α) = τ(α)，即 σ = τ . □

事实上这与之前证明求解像空间的方法合理性（即证线性映射在一组基上的像的线性
扩张就是线性映射的像空间）是完全相通的. 这里也蕴含了一个数学的基本想法. 我们发
现线性映射比一般的函数要求更高，因为它要求了两个运算性质，我们说这里构成线性映
射的条件比构成一般函数的条件 “更强”. 更强的要求必然带来更美妙的结果，例如线性映
射可被基上的像唯一确定，而一般函数则不存在这样的性质. 抑或是未来如果有同学学习
复变函数时，那时我们研究的 “全纯函数”比数学分析中常见的连续函数要求更强，因此会
有大量在数学分析中无法想象的非常漂亮的结果. 值得一提的是，复变函数这样美妙的结
果直接带来了代数学基本定理的非常简便的证明，这在数学史上是非常重要的里程碑.

定理 5.8

设 B = {α1, α2, . . . , αn} 是 V1 的基，S = {β1, β2, . . . , βn} 是 V2 中任意 n 个向量，
则存在唯一的 σ ∈ L(V1, V2) 使得 σ(αi) = βi, i = 1, 2, . . . , n.

这一定理即教材 107–108页定理 3.6，证明也是简单的，只需先定义出这个映射. ∀α ∈
V1，则 α 可由 B 线性表示为 α = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn，于是定义

σ(α) = σ(λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn) = λ1β1 + λ2β2 + · · ·+ λnβn

即可满足条件，因为我们可以验证这是线性映射（见教材 108 页），并且唯一性在定理 5.7
中已经说明. 实际上对于初学而言难点在于定义，实际上证明后会发现这一定义太自然了，
就是向着线性性定义的，因此很多构造不需要太复杂的想法，自然的、满足要求的是最好
的.



5.3 线性映射的确定 103

最后我们讨论一个初学时容易困惑的问题，如下例所示：

例 5.5

是否存在 R2 到 R3 的线性映射 σ 使得 σ(1, 0) = (1, 0, 0), σ(0, 1) =

(0, 1, 0), σ(1, 1) = (0, 0, 1)？

初学时感到困难是因为不能熟练应用线性映射的各类性质，找不到映射定义也不敢下
结论不存在，或者发现必要条件都满足了却不敢构造. 我们这里给出几个解决策略：

1. 根据定理 5.1 可知，如果我们发现题目给定的条件无法满足将出发空间零元映射至到
达空间零元则一定不是线性映射；

2. 根据定理 5.2 可知，如果我们发现映射将线性相关的向量组映射到了线性无关向量
组，则一定不是线性映射；

3. 一定不存在从低维线性空间到高维线性空间的满射，原因是简单的：我们取低维出发
空间的一组基B = {α1, α2, . . . , αm}，则它们的像的线性扩张 span(σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αm))

就是像空间. 我们取高维到达空间的一组基 B2 = {β1, β2, . . . , βn}，则由于维数更高
有 n > m. 由于 σ 是满射，因此 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αm) 可以线性表示出 B2 中任意
向量，根据定理 3.3 可知（这是长的向量可以被短的向量线性表示），向量组 B2 线
性相关，但我们知道这是一组基，因此矛盾！

这一性质在下一讲介绍了线性映射基本定理后会有更简单的证明，但此处的证明也是
很重要的，体现了定理 3.3 作为源泉定理的重要性.

4. 如果题目给定的映射不违反上述线性映射的必要条件，那我们可以按照定理 5.8 构造
出相应的映射.

根据上面的描述，我们发现 1 中的映射定义违反了明显违反了不能是从低维到高维满
射的条件. 实际上，σ 也将线性相关的向量组映射到了线性无关的向量组，并且根据定义，
σ(0) = σ((1, 0) + (0, 1)− (1, 1)) = (1, 1,−1)，因此所有的必要条件都被违反了，因此这一
映射一定不是线性映射. 事实上这一例子也表明很多时候三个必要条件可能是同时违反的，
因为它们都是由基本的线性映射和线性相关性质推导而来，并非完全独立的判据.

我们还需强调的是，如果定理 5.8 前提成立，即题目给我们的是一组基下的像，则一
定不会违反上述三个必要条件. 对于条件 5.5，给定一组基 α1, . . . , αn，我们要凑出 σ(0)只
能通过 σ(0) = σ(0α1 + · · ·+ 0αn) = 0σ(α1) + · · ·+ 0σ(αn) = 0，因此不可能违反 1. 对于
2，我们给定的是基，因此不存在将线性相关向量组映射到线性无关向量组的情况. 对于 3，
如果题目给出的是低维到高维的映射，由于我们只给出了低维出发空间的基下的像，这些
像不可能张成整个高维到达空间（原理和 n − 1 个向量无法张成 n 维空间一致），因此也
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不可能违反 3，因此定理 5.8 并不与我们的必要条件相矛盾，相反，如果题目给出的是一
组基下的像，我们就可以毫无顾虑地说映射一定存在.

最后我们再看一个例子来练习我们上面的策略：

例 5.6

是否存在 R3 到 R2 的线性映射 σ 使得 σ(1,−1, 1) = (1, 0), σ(1, 1, 1) = (0, 1)？

解

事实上这里的定义完全不违反上述的必要条件，因此我们考虑证明这一线性映射存
在. 根据定理 5.8，我们考虑构造出 σ 在一组基（我们取自然基）下的像，然后我们
就可以根据定理 5.8 知道这一映射一定存在.
实际上，根据提给条件我们有

σ(1,−1, 1) = σ(e1 − e2 + e3) = σ(e1)− σ(e2) + σ(e3) = (1, 0)

σ(1, 1, 1) = σ(e1 + e2 + e3) = σ(e1) + σ(e2) + σ(e3) = (0, 1)

我们希望解出 σ(e1), σ(e2), σ(e3)，这样就可以直接根据定理 5.8 构造出这一线性映
射. 但这一方程组只有 2 个方程却有三个未知量. 事实上我们可以任意定义 σ(e3) =

(0, 0)，然后解方程组得到

σ(e1) =
1

2
(1, 1), σ(e2) =

1

2
(−1, 1)

又由 σ(e3) = (0, 0)，根据定理 5.8，满足题目条件的线性映射存在.

需要注意的是题目中 σ(e3) 不一定要定义为 (0, 0)，这样只是为了计算方便，事实上定
义成任何值都可以得到 σ 在一组基下的像，从而根据定理 5.8 得到这一线性映射存在. 如
果题目要求我们写出映射也并不复杂，根据我们在定理 5.8 中的构造方法，我们可以写出
∀α = (x, y, z) = xe1 + ye2 + ze3，

σ(α) = σ(xe1 + ye2 + ze3) = xσ(e1) + yσ(e2) + zσ(e3) =
1

2
(x− y, x+ y)

符合题目条件. 事实上根据 σ(e3) 定义的不唯一，我们可以得到不同的线性映射，这里只
是给出一种可能的解.

5.4 线性映射基本定理

本节将要介绍的定理是线性代数最重要的定理之一，因其重要性也被冠以（有限维线性
空间）线性映射基本定理的名号. 为了介绍这一定理，我们需要首先引入一个概念：线性映
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射的秩. 在线性映射像求解的讨论中我们有 imσ = σ(V1) = span(σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn)).
我们基于此定义线性映射的秩：

定义 5.4

设 σ ∈ L(V1, V2)，如果 σ(V1) 是 V2 的有限维子空间，则 σ(V1) 的维数称为 σ 的秩，
记作 r(σ)，即 r(σ) = dimσ(V1).

这一定义是平凡的，简单理解线性映射的秩即为线性映射像空间的维数. 基于这一定
理我们便可以介绍本节的核心定理：

定理 5.9 线性映射基本定理

设 σ ∈ L(V1, V2)，若 dimV1 = n，则

r(σ) + dimkerσ = n.

简而言之，这一定理表明：线性映射的秩（或者说线性映射像空间维数）与核空间维
数之和等于出发空间的维数. 这一定理的证明非常重要，在之后的很多讨论中还会用到这
一思想，因此我们给出详细的证明并阐述其中的思想：

证明

证明的思路和线性空间维数公式的证明思路类似，即 “设小扩大”.
我们设 dimkerσ = k，并设 kerσ 的一组基为 α1, α2, . . . , αk. 我们将其扩充为 V1 的
一组基，记为 α1, α2, . . . , αk, αk+1, . . . , αn.
根据定理要证明的等式和前述假设，我们只需证 r(σ) = n − k，即证明像空间维
数为 n − k. 我们知道像空间为 span(σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn))，其中根据我们的假
设，σ(α1) = σ(α2) = · · · = σ(αk) = 0（因为它们是核空间的基），因此像空间为
span(σ(αk+1), . . . , σ(αn)). 我们只需证明这一向量组是线性无关的即可，因为这样这
n− k 个向量就可以构成像空间的一组基，从而证明了 r(σ) = n− k.
我们设 ck+1σ(αk+1) + · · ·+ cnσ(αn) = 0，即

σ(ck+1αk+1 + · · ·+ cnαn) = 0

故 ck+1αk+1 + · · ·+ cnαn ∈ kerσ，因此可以被 α1, α2, . . . , αk 线性表示. 于是有

ck+1αk+1 + · · ·+ cnαn = c1α1 + · · ·+ ckαk

即
c1α1 + · · ·+ ckαk − ck+1αk+1 − · · · − cnαn = 0
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由于 α1, α2, . . . , αn 是 V1 的一组基，因此 c1 = · · · = ck = ck+1 = · · · = cn = 0，故
σ(αk+1), . . . , σ(αn) 线性无关，命题得证. □

事实上这一定理也被称为线性映射 “维数公式”，但为了与线性空间维数公式区分，本
讲义中我们称这一定理为线性映射基本定理. 读者可以比较一下两个 “维数公式” 的证明，
二者都使用了 “设小扩大” 的思想，都将要证明的结论转化为证明一组向量是线性无关的，
但其中证明线性无关的方法略有不同，读者可以仔细体会.

下面我们给出一个证明思想上类似的例子供读者练习：

例 5.7

设 σ 为有限维线性空间 V 上的线性变换，W 是 V 的子空间，证明：

dimσ(W ) + dim(kerσ ∩W ) = dimW.

证明

与定理 5.9 证明类似，我们 “设小扩大”. 设 dimW = n, dimkerσ ∩W = k，设
kerσ ∩W 的一组基为 α1, α2, . . . , αk，我们将其扩充为 W 的一组基，记为

α1, α2, . . . , αk, αk+1, . . . , αn.

根据定理要证明的等式和前述假设，我们只需证 dimσ(W ) = n−k. 我们知道像空间
为 σ(W ) = span(σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αn))，其中根据我们的假设，σ(α1) = σ(α2) =

· · · = σ(αk) = 0，因此像空间为 span(σ(αk+1), . . . , σ(αn)). 我们只需证明这一向量
组是线性无关的即可，因为这样这 n − k 个向量就可以构成像空间的一组基，从而
证明了 dimσ(W ) = n− k.
我们设

ck+1σ(αk+1) + · · ·+ cnσ(αn) = 0,

即 σ(ck+1αk+1 + · · · + cnαn) = 0，故 ck+1αk+1 + · · · + cnαn ∈ kerσ，因此可以被
α1, α2, . . . , αk 线性表示. 于是有

ck+1αk+1 + · · ·+ cnαn = c1α1 + · · ·+ ckαk,

即
c1α1 + · · ·+ ckαk − ck+1αk+1 − · · · − cnαn = 0,

由于 α1, α2, . . . , αn 是 W 的一组基，因此 c1 = · · · = ck = ck+1 = · · · = cn = 0，故
σ(αk+1), . . . , σ(αn) 线性无关，命题得证. □
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基于线性映射基本定理，我们可以得到如下定理：

定理 5.10

对 σ ∈ L(V1, V2) 且 dimV1 = dimV2 = n，下列条件等价：

1. kerσ = {0}；

2. σ 为单射；

3. σ 为满射；

4. σ 为双射（可逆）；

5. r(σ) = n.

我们需要注意的是，上述 1 与 2 等价不是基于线性映射基本定理得到的，而是在前
述定理 5.6 中已经证明的. 其余等价性的证明也是非常简单，只需要简单套用维数公式即
可.

实际上，线性映射基本定理还隐藏着一个我们之前以及介绍过的结论，即不可能存在
从低维空间到高维空间的满射. 利用反证法，假设存在这样的映射 σ : V1 → V2，则核空间
维数 dimkerσ = n− r(σ) = dimV1 − dimV2 < 0，这显然是不合理的. 当然这一结论有一
对称形式也成立，即不存在高维空间到低维空间的单射，证明类似，不再赘述.

还需注意的是，这一定理前提要求是有限维空间上的线性变换，因为我们可以给出如
下例子：

例 5.8

设 V 是全体定义在实数域，取值于实数域的连续函数关于一般的函数加法和数乘构
成的线性空间，σ : V → V 定义为 σ(f) = f ′，即求导变换，则 σ 是线性变换，且
显然 σ 是满射（因为任意连续函数 g 一定黎曼可积，所以一定能在 V 中找到原函
数使得原函数的导数为 g），但 σ 不是单射，例如对于 g(x) = 2x 有 f(x) = x2 + C

（C 为任意常数）都可以有 f ′(x) = g(x). 因此我们发现这里定义在无限维线性空间
V 中的线性变换使得上面的定理中单射满射不等价.

5.5 像与核的进一步讨论

关于线性变换的像和核有很多的包含关系或等式等结论，实际上很多问题都来源于线
性映射基本定理及其推论，本节我们主要探讨这一话题.
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我们首先说明几个重要的原则：

1. 解决此类问题大多需要综合利用维数公式及其推论，需要将题给条件转化为合适的等
价表述然后解决；

2. 注意集合相等的证明方式，实际上就是两个集合互相包含. 实际上很多时候一边的包
含是显然的，只需证明另一边；

3. 时刻注意线性映射的像和核的定义，线性空间的交、和与直和的概念，例如看到像需
要想到其存在原像，看到和与直和要想到将向量分拆等.

接下来我们看一些经典的结论（已知 V 为有限维线性空间，σ ∈ L(V, V )），其中结论
1 最为常见：

1. 若 σ 为幂等变换（即 σ2 = σ）有 V = kerσ ⊕ imσ；

证明

回忆直和的证明方法，我们这里利用先证明和为直和（即交为 {0}）再证等号
成立的方法. 设 α ∈ kerσ ∩ imσ，则 σ(α) = 0，且存在 β ∈ V 使得 σ(β) = α，
因此利用 σ2 = σ 有

0 = σ(α) = σ(σ(β)) = σ2(β) = σ(β) = α,

即 kerσ∩ imσ = {0}，因此和为直和. 又由定理 5.9可知，dimV = dimkerσ+
dim imσ，因此 V = kerσ ⊕ imσ. □

2. 关于核空间，我们有如下定理，这一定理在之后讨论矩阵标准形的时候非常有用：

定理 5.11

我们有如下关于核空间增长与停止增长的性质：

(1) {0} = kerσ0 ⊆ kerσ1 ⊆ · · · ⊆ kerσk ⊆ kerσk+1 ⊆ · · ·；

(2) 设 m 是非负整数使得 kerσm = kerσm+1，则

kerσm = kerσm+1 = kerσm+2 = kerσm+3 = · · ·

(3) 令 n = dimV，则 kerσn = kerσn+1 = kerσn+2 = · · · .
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证明

(1) 设 i > j ⩾ 0，则 ∀α ∈ kerσj，即 σj(α) = 0，则 σi(α) = σi−j(σj(α)) = 0，
即 α ∈ kerσi，因此 kerσj ⊆ kerσi，故 kerσ0 ⊆ kerσ1 ⊆ · · · ⊆ kerσk ⊆
kerσk+1 ⊆ · · · .

这一点表明核空间随着线性变换的幂次增长而增长（至少不减），下面一
点将说明这一不减序列一旦某个包含符号可以取等号，那么此后的项都相
等.

(2) 任取 k > 0，由（1）可知 kerσm+k ⊆ kerσm+k+1，故只需证 kerσm+k+1 ⊆
kerσm+k. 事实上，设 α ∈ kerσm+k+1，则 0 = σm+k+1(α) = σm+1(σk(α))，
即 σk(α) ∈ kerσm+1. 又 kerσm = kerσm+1，则 σk(α) ∈ kerσm =⇒
σm(σk(α)) = 0 =⇒ σm+k(α) = 0 =⇒ α ∈ kerσm+k，故
kerσm+k+1 ⊆ kerσm+k，因此 kerσm+k+1 = kerσm+k，故 kerσm =

kerσm+1 = kerσm+2 = kerσm+3 = · · · .

(3) 由上一点知我们只需证 kerσn = kerσn+1. 反证法，若 {0} = kerσ0 ⫋
kerσ1 ⫋ · · · ⫋ kerσn+1，则这一递增链条每处严格包含于的维数必然增
加 1，因此 dimkerσn+1 ⩾ n+ 1 > n，但我们知道 kerσn+1 是 V 的子空
间，因此矛盾！故命题成立.

□

对于像空间而言也有类似于定理 5.11 的定理，证明方法也是类似的，我们放在习题
中供读者思考.

3. 存在正整数 m 使得 V = imσm + kerσm（和前述性质思想类似，我们放在习题中供
读者思考）；

4. 下列条件等价：

(1) V = kerσ ⊕ imσ；

(2) kerσ ∩ imσ = {0}；

(3) kerσ = kerσ2；

(4) imσ = imσ2；

(5) r(σ2) = r(σ).
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证明

(1) (1) =⇒ (2)：由直和的定义显然；

(2) (2) =⇒ (3)：由定理 5.11 可知 kerσ ⊆ kerσ2，又任取 α ∈ kerσ2，则

0 = σ2(α) = σ(σ(α)),

故 σ(α) ∈ kerσ ∩ imσ，即 σ(α) = 0，因此 α ∈ kerσ，故 kerσ2 ⊆ kerσ，
因此 kerσ = kerσ2；

(3) (3) =⇒ (4)：令 α ∈ imσ2，故存在 β ∈ v 使得 α = σ2(β) = σ(σ(β))，
即 α ∈ imσ，因此 imσ2 ⊆ imσ，又由（3）知

dim imσ2 = n− dimkerσ2 = n− dimkerσ = dim imσ,

因此 imσ2 = imσ；

(4) (4) =⇒ (5)：根据线性映射的秩的定义（等于像空间维数）显然；

(5) (5) =⇒ (1)：利用先证明和为直和（即交为 {0}）再证等号成立的方法.
事实上 r(σ2) = r(σ) 即 dim imσ2 = dim imσ，又 (3) =⇒ (4) 证明了
imσ2 ⊆ imσ，故 imσ = imσ2. 事实上，设 β1, . . . , βs 为 imσ 的一组基，
则

imσ2 = span(σ(β1), . . . , σ(βs)),

由 dim imσ2 = dim imσ 可知 σ(β1), . . . , σ(βs) 是 imσ2 的一组基，由
imσ = imσ2 可知这也是 imσ 的一组基 .∀α ∈ kerσ ∩ imσ，设

α = k1β1 + · · ·+ ksβs,

由于
0 = σ(α) = k1σ(β1) + · · ·+ ksσ(βs),

由 σ(β1), . . . , σ(βs) 是一组基可知 k1 = · · · = ks = 0，因此 α = 0，
故 kerσ ∩ imσ = {0}，因此和为直和. 又由定理 5.9 可知，dimV =

dimkerσ + dim imσ，因此 V = kerσ ⊕ imσ.

□

5. dim(kerσ + imσ) ⩾ n

2
，等号成立充要条件为 kerσ = imσ.
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证明

这一结论的证明需要结合两个维数公式. 事实上，由线性空间维数公式有

dim(kerσ+imσ) = dimkerσ+dim imσ−dim(kerσ∩imσ) = n−dim(kerσ∩imσ)

因此只需证明 dim(kerσ + imσ) ⩾ n

2
.

我们用反证法，我们知道 kerσ ∩ imσ 是 kerσ 和 imσ 的子空间，因此

dim(kerσ ∩ imσ) ⩽ dimkerσ

dim(kerσ ∩ imσ) ⩽ dim imσ

故若 dim(kerσ + imσ) >
n

2
，则有

dimkerσ + dim imσ > n

与线性映射基本定理矛盾，因此 dim(kerσ + imσ) ⩾ n

2
成立.

接下来我们讨论取等条件. 充分性显然，因为此时

dimkerσ = dim imσ =
n

2

kerσ ∩ imσ = kerσ = imσ

故
dim(kerσ + imσ) = n− dim(kerσ ∩ imσ) =

n

2

成立.
接下来我们讨论必要性. 由

dim(kerσ + imσ) = n− dim(kerσ ∩ imσ)

可知 dim(kerσ ∩ imσ) =
n

2
，由 kerσ ∩ imσ 是 kerσ 和 imσ 的子空间可知

dimkerσ ⩾ n

2

dim imσ ⩾ n

2

又由线性映射基本定理，dimkerσ + dim imσ = n，因此

dimkerσ = dim imσ =
n

2

即子空间维数与原空间相等，故必有 kerσ = imσ = kerσ ∩ imσ 成立（回顾线
性空间 U ⊆ V 且 dimU = dimV 则 U = V）. □
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5.6 可逆与同构

同构是直至目前线性代数中最重要的概念，本节中我们只讨论基本的概念和性质，在
下一讲中我们将结合线性映射矩阵表示深入探讨同构的深层意义.

5.6.1 线性空间同构的概念

定义 5.5 同构

如果由线性空间 V1(F) 到 V2(F) 存在一个线性双射 σ，则称 V1(F) 和 V2(F) 是同构
的，记作 V1(F) ∼= V2(F). σ 称为 V1(F) 到 V2(F) 的一个同构映射.

根据定义我们发现，同构映射实际上就是线性双射. 关于同构的概念，我们有以下几
点需要强调：

1. 特别注意：同构是线性空间之间的关系，同构映射才是描述线性映射的；

2. 事实上，同构也是一种等价关系，这一点很容易验证，读者可以自行尝试（可能传递
性略有困难，实际上只需说明线性双射复合后仍是线性双射即可）；

3. 同构映射的逆映射也是同构映射，即线性双射的逆映射仍然是线性双射. 除此之外，
两个同构映射的复合也是同构的. 这两个性质证明是容易的，我们放在习题中供读者
验证.

4. 对同构映射 σ，V1 中向量组 α1, α2, . . . , αm 与 V2 中对应的 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αm)

有相同的线性相关性.

证明

我们已知一般的线性映射将线性相关的向量组映射为线性相关的向量组，因此
对于同构映射，我们只需证明它能将线性无关的向量组映射为线性无关的向量
组即可.
设 V1 中 α1, α2, . . . , αm 线性无关，我们考察 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αm)的线性相
关性. 设

c1σ(α1) + c2σ(α2) + · · ·+ cmσ(αm) = 0,

即
σ(c1α1 + c2α2 + · · ·+ cmαm) = 0.
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因为 σ 是线性双射，因此 σ 首先必须是单射，因此 kerσ = {0}，所以

c1α1 + c2α2 + · · ·+ cmαm = 0

由 α1, α2, . . . , αm 线性无关，故 c1 = c2 = · · · = cm = 0，即
σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αm) 线性无关，证毕. □

这一结论比一般的线性映射更强，对于一般的线性映射只有将线性相关的向量组映射
为线性相关的向量组，无法保证将线性无关的向量组映射为线性无关的向量组，但同
构映射可以保证，因为它是线性双射. 这一性质也是本质的，因为双射具有 “一一对
应” 的属性，因此直觉也告诉我们，线性空间的基在线性双射（同构映射）下的像应
当对应于像空间的一组基.

我们可以更进一步得到下面的结论：

定理 5.12

设 σ 是 V1 到 V2 的同构映射，S1 = {α1, α2, . . . , αm} 是 V1 的任意一组向量，
S2 = {σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αm)}，则 r(S1) = r(S2)，即同构映射保持映射前后
向量组秩不变.

证明

反证法. 假设 r(S1) 6= r(S2)，我们从以下两方面导出矛盾：

(1) 若 r(S1) > r(S2)，取 S1 的极大线性无关组，记为 S′
1，则 r(S′

1) = r(S1) >

r(S2). 又 S′
1 在 σ 下的像 S′

2 为 S2 的子向量组，因此 r(S′
2) ⩽ r(S2). 但

我们有同构映射保持线性无关性，因此 r(S′
2) = r(S′

1) = r(S1) > r(S2)，
矛盾！因此这种情况不可能；

(2) 若 r(S1) < r(S2)，取 S2 的极大线性无关组，记为 S′
2，则 r(S′

2) = r(S2) >

r(S1). 如前所述，同构映射的逆仍为同构映射，考虑 σ 的逆 σ−1，S′
2 在

σ−1 下的像 S′
1 为 S1 的子向量组，因此 r(S′

1) ⩽ r(S1). 但我们有同构映
射保持线性无关性，因此 r(S′

1) = r(S′
2) = r(S2) > r(S1)，矛盾！因此这

种情况不可能.

□

我们讨论几个经典的一一对应的例子.

1. 第一个例子是坐标映射：在有限维向量空间的向量的坐标一节中，我们说明了一个向
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量在一组基下坐标唯一，而一个坐标对应唯一一个向量，并且也证明了坐标运算的线
性性，因此坐标映射是同构映射，并且是经典的同构映射. 它可以建立起任何一个 n

维线性空间 V (F) 与几何向量空间 Fn 之间的一一对应（同构映射），即任意 n 维线
性空间 V (F) ∼= Fn. 这一点之后会强调多次，需牢记；

2. 第二个例子将在本节后续线性映射矩阵表示中描述并证明，目前我们只给出结论，读
者不必惊恐于不理解其中的记号，因为接下来的核心任务之一就是证明存在这一同构
映射：若 dimV1(F) = m，dimV2(F) = n，则 L(V1, V2) ∼= Fm×n.

5.6.2 同构的等价条件

下面我们给出同构的等价条件：

定理 5.13

两个线性空间 V1(F) 和 V2(F) 同构的充要条件是它们的维数相等.

证明

必要性：设 V1(F) 和 V2(F) 同构，即存在线性双射（故至少是单射）σ : V1 → V2. 由
线性映射基本定理，

dimV1 = dimkerσ + dim imσ = dim imσ = dimV2.

故必要性成立.
下证明充分性，即证两维数相等的线性空间之间存在线性双射. 设 dimV1 =

dimV2 = n，设 V1 的一组基为 α1, α2, . . . , αn，V2 的一组基为 β1, β2, . . . , βn，根
据定理 5.8 可知，我们可以定义线性映射 σ : V1 → V2，使得

σ(α1) = β1, σ(α2) = β2, . . . , σ(αn) = βn. (5.2)

接下来只需证明 σ 是线性双射即可. 事实上 σ 是单射是显然的，因为若 σ(α) = 0，
其中 α ∈ V1，则 α 可以写为 α = k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn，则有

σ(α) = σ(k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn) = k1σ(α1) + k2σ(α2) + · · ·+ knσ(αn) = 0,

又由式 5.2 以及 β1, β2, . . . , βn 线性无关可知 k1 = k2 = · · · = kn = 0，因此 α = 0，
即 σ 是单射. 由定理 5.10（或直接根据线性映射基本定理）可知，σ 是线性双射，证
毕. □

我们需要指出，同构是目前为止最重要的概念. 它统一了前面所学的所有主干内容，
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将线性空间可以按维数划分为不同的等价类，并将抽象再升一层，表明线性空间最本质的
特点在于维数，因为我们可以通过同构建立起对所有维数相同的线性空间之间的一一对应.
更重要的是我们可以通过坐标映射建立起任何一个 n 维线性空间 V (F) 与几何向量空间
Fn 之间的同构映射，从而遮蔽所有线性空间自身基的特色（例如有的线性空间中的元素是
矩阵、函数、数列等），进而可以将所有对有限维线性空间的研究转为对简单向量空间的研
究. 从此以后的大部分研究中，我们再提到线性空间，我们只需要说出线性空间的维数，就
相当于给出了几乎所有的信息. 或许目前对上面的说法的认识还不够深刻，但在下一讲中
我们将通过线性映射矩阵表示的讨论进一步加深理解.

下面我们通过几个例题来应用同构的等价条件，也同时进一步了解几个常见的同构的
例子：

例 5.9

指出下面各组内的两个线性空间是否同构，若同构可以进一步思考同构映射的构造：

1. 最高次不超过 n− 1 的多项式构成的线性空间 R[x]n 与 Rn；

2. 全体复数在实数域上的线性空间 C(R) 与 R2；

3. 全体二元复向量 C2 在实数域上构成的线性空间 C2(R) 与 R[x]4；

4. 全体二元复向量 C2 在复数域上构成的线性空间 C2(C) 与 L(R4,R).

解

1. 同构，因为二者维数均为 n. 同构映射非常简单，因为 R[x]n 在基
{1, x, . . . , xn−1} 下的坐标就在 Rn 中，因此同构映射就是这一坐标映射：

σ : R[x]n → Rn, a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 7→ (a0, a1, . . . , an−1).

我们很容易验证这一映射是线性双射，因此是同构映射.

2. 同构，因为二者维数均为 2（回忆例 3.4）. 这一同构映射同上一小问理，C(R)

在基 {1, i} 下的坐标就在 R2 中，因此同构映射就是这一坐标映射：

σ : C(R)→ R2, a+ bi 7→ (a, b).

事实上这就是将复数在二维平面中的表示，我们很容易验证这一映射是线性双
射，因此是同构映射..

3. 同构，因为二者维数均为 4. 这一同构映射也非常简单，因为 C2(R) 在基

{(1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)}
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下的坐标和 R[x]4 在基 {1, x, x2, x3} 下的坐标都在 Rn 中，可以将它们一一对
应，因此同构映射就是这一坐标映射：

σ : C2(R)→ R[x]4, (a+ bi, c+ di) 7→ a+ bx+ cx2 + dx3.

我们很容易验证这一映射是线性双射，因此是同构映射.

4. 不同构，因为 C2(C) 的维数为 2，而 L(R4,R) 的维数为 4.

5.7 线性空间的积

实际上，在上一讲中，我们已经通过线性空间的交与和，学习了如何通过一些线性空
间构造一个新的线性空间，本节我们将讨论从多个线性空间构造新的线性空间的另一种方
法. 但我们的目标不仅限于此，通过定义积空间，我们将重新审视同构的概念，或许同构
并不仅仅是维数相等这么简单的事情.

5.7.1 线性空间的积的定义与性质

我们熟知集合有笛卡尔积运算，而线性空间是定义在集合上的代数结构，因此我们有
一个自然的问题，即我们能否在多个线性空间的对应的集合的笛卡尔积上定义加法和数乘
运算，使其成为一个线性空间？

答案是肯定的，但我们需要首先声明的一点是，构成笛卡尔积的这些线性空间必须定
义在同一个数域上，否则新集合上的数乘我们将很难定义，因为数域不同我们将很难选择
数乘的常数应该选择来自于哪个线性空间的数域.

定义 5.6

设 V1, V2, . . . , Vn 是数域 F 上的线性空间，我们有如下三个定义：

1. 线性空间的积：

V1 × V2 × · · · × Vn = {(v1, v2, . . . , vn) | vi ∈ Vi, i = 1, 2, . . . , n};

2. 规定 V1 × V2 × · · · × Vn 上加法和数乘运算：

(1) 加法：(v1, v2, . . . , vn) + (u1, u2, . . . , un) = (v1 + u1, v2 + u2, . . . , vn + un)；

(2) 数乘：λ(v1, v2, . . . , vn) = (λv1, λv2, . . . , λvn).
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事实上我们很容易验证上述定义的线性空间的积在定义的加法和数乘运算下构成线性
空间，我们将放在习题中供读者练习. 接下来我们要研究这一线性空间的性质. 事实上，我
们早在有限维线性空间一节中就说明了，一个线性空间的核心结构就是其基和维数，因此
我们首先研究它们. 事实上，对于积空间，它的基和维数的确定是非常符合我们的直觉的，
我们来看一个例子：

例 5.10

求积空间 R[x]3 ×R2 的一组基.

解

我们知道 R[x]3 的一组基为 1, x, x2，而 R2 的一组基为 (1, 0), (0, 1). 很自然的想法
是：我们可以先取 R[x]3 的一组基，R2 的位置置零，然后反之取 R2 的一组基，R[x]3

的位置置零，即 (1, (0, 0)), (x, (0, 0)), (x2, (0, 0)), (0, (1, 0)), (0, (0, 1)). 我们很容易
可以证明上述向量组满足基的两个条件：线性无关和张成空间.

上述例子中的基的构造方法是很自然的，而且我们会发现，在这样取基的情况下积空
间的维数很显然就是各个线性空间的维数之和. 我们可以很容易地推广到一般情况：

定理 5.14

设 V1, V2, . . . , Vn 是数域 F 上的有限维线性空间，则 V1 × V2 × · · · × Vn 是有限维线
性空间，且

dim(V1 × V2 × · · · × Vn) = dimV1 + dimV2 + · · ·+ dimVn.

证明

证明非常简单直接：我们取 Vi 的一组基，对这组基中每个向量，我们取 V1 × V2 ×
· · ·×Vn 中的这样的向量：其中第 j 个位置为此向量，其余位置为零向量，这样我们遍
历所有 Vi 和每个 Vi 的基向量我们就得到了 V1×V2×· · ·×Vn 的一组基（线性无关和
张成性是很容易验证的），这组基的长度（即维数）为 dimV1+dimV2+ · · ·+dimVn.

□

5.7.2 线性空间的积与直和

本节我们将通过线性空间的积的角度来讨论线性空间的和的性质. 事实上，我们的手
段就是构造线性映射，然后利用线性映射基本定理来得到结论. 我们的主要定理如下：



118 第 5 讲 线性映射

定理 5.15

设 U1, U2, . . . , Un 是 V 的子空间，我们定义线性映射 σ : U1 × U2 × · · · × Un →
U1+U2+ · · ·+Un，使得 σ(u1, u2, . . . , un) = u1+u2+ · · ·+un，则 U1+U2+ · · ·+Un

是 V 的直和 ⇐⇒ σ 是同构映射.

证明

回顾同构映射实际上就是线性双射，我们分成两部分给出证明：

1. 充分性：σ是双射，则 σ首先是单射. 根据单射的等价条件，我们有 kerσ = {0}，
即 u1 + u2 + · · · + un = 0 必须有 u1 = u2 = · · · = un = 0，而这正是定理 4.4
中直和的等价条件；

2. 必要性：设 U1 + U2 + · · ·+ Un 是直和，我们证明 σ 是单的、满的：

(1) 单射：设 σ(u1, u2, . . . , un) = 0，即 u1 + u2 + · · ·+ un = 0，由直和的等价
条件可知 u1 = u2 = · · · = un = 0，即 σ 的核空间只有出发空间零元，故
是单射；

(2) 满射：实际上是由这个线性映射的定义直接保证的. ∀u ∈ U1+U2+· · ·+Un，
根据和的定义一定有分解 u = u1 +u2 + · · ·+un，其中 ui ∈ Ui，因此根据
σ 的定义 σ(u1, u2, . . . , un) = u，即任意 u 我们都可找到原像，故是满射.

至于线性性，我相信读者已经能够很容易验证，因此我们不再赘述. 因此 σ 是
线性双射，即是同构映射.

□

通过这一定理我们可以直接得出以下结论：

定理 5.16

设 U1, U2, . . . , Un 是有限维线性空间 V 的子空间，则 U1 + U2 + · · ·+ Un 是 V 的直
和 ⇐⇒ dim(U1 + U2 + · · ·+ Un) = dimU1 + dimU2 + · · ·+ dimUn.

证明

根据定理 5.15，U1 + U2 + · · · + Un 是 V 的直和 ⇐⇒ σ 是同构映射. 同构映射
的出发空间和到达空间维数相等，因此 σ 是双射 ⇐⇒ dim(U1 × U2 × · · · × Un) =

dim(U1 + U2 + · · ·+ Un)，最后根据定理 5.14 积空间的维数可知定理成立. □
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由此，我们通过在积空间上定义映射，结合线性映射基本定理（或同构）得到了定理 4.4
中关于维数的命题. 总结而言，在积空间的讨论中我们展现了一个比较完整地学习路径：从
定义积空间的想法（来源于集合的笛卡尔积），到如何自然地定义出这一空间的加法和数乘
运算，然后研究构造出的空间的基本结构有什么特点，然后进一步构造其上线性映射，得
到一些其他的结论. 这一路径的每一步都是非常自然的，而且是学习一个数学概念的常见
思路，希望读者不仅是在线性代数中体会到这种学习路径，在其他数学课甚至其他学科中
都能总结出这样一条引入—定义—性质—应用的自然路径.

5.7.3 自然同构

本节我们将重新审视同构这一概念，我想本节的内容不是主线必须的，事实上对于同
构这一概念，在有限维线性空间的视角下理解为维数相等在大部分场合下已经足够，但如
果你希望在之后更深地理解对偶等章节，本节内容会提供一些基本的概念.1

为了重新审视同构，我们首先来看两个例子. 第一个例子需要我们回顾定理 5.15，实
际上我们可以直接得到如下同构：

V1 × V2 × · · · × Vn
∼= V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn. (5.3)

这一同构可以由映射

σ : V1 × V2 × · · · × Vn → V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn,

(v1, v2, . . . , vn) 7→ v1 + v2 + · · ·+ vn
(5.4)

决定. 第二个例子则更加简单，我们知道对任何一个 n 维线性空间 V 有

V ∼= Fn. (5.5)

这一同构可以由映射

σ : V → Fn,

v 7→ (v1, v2, . . . , vn)
(5.6)

决定，其中 v1, v2, . . . , vn 是 v 在 V 的某一组基下的坐标. 相信读者读到这里已经发现了
问题：式 5.4 中的映射我们并没有强调基的选取，然而式 5.6 中的映射却依赖于基的选取，
当 V 的基选取不一致时，v ∈ V 的坐标会变化，因此映射 σ 的定义也会变化.

这一差异引入了在线性空间中的自然同构的概念：

1严谨而言，本节内容需要用到范畴论的概念，但这里我们为了避免引入大量的概念，将范畴论的术语转化为线性代数中的
术语，并且大大简化我们的讨论，也就是说，这里仅仅是相关内容的冰山一角. 本书的最后一个未竟专题将会展开范畴论的讨
论，感兴趣的读者可以参考.
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定义 5.7 自然同构（线性空间版本）

设 V1, V2 为两个线性空间，称两者自然同构，如果在某组 V1 的基 α11, . . . , α1n 和某
组 V2 的基 α21, . . . , α2n 下可以定义一个线性映射 σα 满足：

1. σα 是一个从 V1 到 V2 的同构；

2. 对于任意 V1 的基 β11, . . . , β1n 和 V2 的基 β21, . . . , β2n，如果能定义出同构映射
σβ，则必须有 σβ 与 σα 都是同一个线性映射.

读者可能会觉得这个定义有点语焉不详. 但实际上，我们可以回顾定理 5.7，为了定义
一个线性映射，我们往往需要写出它把出发空间的基中的每个向量映射到了哪里，这也是
上面通过基定义映射的依据. 而为了把我们前面例子中映射定义与基无关的要求，我们就
引入了第二条性质.

于是，接下来我们便可以按照这一定义验证两个例子中的同构是否是自然同构：

证明

1.

2.

□

最后我们再看一个例子，我们希望进一步看到构造同构映射带来的研究问题的方便性：

例 5.11

设 V1, V2, . . . , Vn,W 是数域 F 上的线性空间，证明：L(V1 × V2 × · · · × Vn,W ) 与
L(V1,W )× L(V2,W )× · · · × L(Vn,W ) 同构.

有的读者可能看见这题就会觉得非常简单，因为有限维线性空间的前提下二者维数显
然相同，然而我们这里并未限定有限维线性空间，因此需要读者自己构造同构映射. 事实
上同构映射的构造是很自然的，因为我们知道任何线性空间都与向量空间有一个很自然的
映射，我们只需要将两部分映射复合即可.

解

∀f ∈ L(V1 × V2 × · · · × Vn,W )，我们定义 fi : Vi →W (i = 1, 2, . . . ,m) 满足

fi(vi) = f(0, . . . , 0, vi, 0, . . . , 0),
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其中 vi 位于第 i 个位置，其余位置为零向量.
定义 φ : L(V1 × V2 × · · · × Vn,W )→ L(V1,W )× L(V2,W )× · · · × L(Vn,W )，使得
φ(f) = (f1, f2, . . . , fm)，则接下来我们要验证 φ 就是我们要求的同构映射.

内容总结
本讲我们开始讨论两个线性空间之间的关联，引入了线性映射这一概念. 我们讨论了

“线性性” 这一基本的性质，它将经常出现在我们数学学习过程中，并且我们也讨论了基于
线性性这一要求能得到映射具有怎样的性质——如将 0 元映射到 0 元，将线性相关的向量
组映射到线性相关的向量组（反之不一定）. 接下来我们进一步构造了线性映射的加法和
数乘，从而使得 V1 到 V2 的全体线性映射构成一个线性空间，这一空间记作 L(V1, V2). 我
们还讨论了线性映射的像和核，它们分别是到达空间和出发空间的子空间，我们还详细讨
论了如何计算它们. 最后我们讨论了线性映射的确定，即线性映射在一组基下的像唯一确
定，这一定理的思想是非常重要的，它表明关于线性映射的研究完全可以限制在在一组基
下的研究，也讨论了一个基本的问题：即是否存在满足特定要求的线性映射. 事实上，以
上所有的讨论都基于 “线性” 这一性质，因此掌握本节中的各种证明有助于读者深入体会
基于 “线性” 能通过怎样的一般证明手段得到怎样的结果.

习题

I argue that set theory should not be based on membership, as in Zermelo-Frankel set
theory, but rather on isomorphism-invariant structure.

——W. Lawvere

A 组

1. 设 σ : V1 → V2 是线性映射. 证明：σ(W1) 和 σ−1(W2) 分别是 V2 和 V1 的子空间.

2. 设 σ, τ ∈ L(V, V ) 且 σ2 = σ，τ 2 = τ . 证明：

(1) σk = σ（幂等变换）；

(2) 若 (σ + τ)2 = σ + τ，则 στ = θ（零变换）；

(3) 设 στ = τσ，则 (σ + τ − στ)2 = σ + τ − στ .

3. 是否存在 R3 到 R2 的线性映射 σ 使得 σ(1,−1, 1) = (1, 0)，σ(1, 1, 1) = (0, 1)？

4. 是否存在R2到R3的线性映射 σ使得 σ(3, 2) = (1, 0, 0)，σ(1, 5) = (1, 1, 0)，σ(−1, 4) =
(1, 1, 1)？

5. 求 σ(x1, x2, . . . , xn) = (x1, 0, . . . , 0) 的像、核与秩.
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B 组

1. 已知

α1 = (1,−1), α2 = (2,−1), α3 = (−3, 2)

β1 = (1, 0), β2 = (0, 1), β3 = (1, 1)

是否存在 σ ∈ L(R2,R2)，使得 σ(αi) = βi, i = 1, 2, 3？

2. 设 α1, α2 是线性空间 V (F) 的一组基，x1α1 + x2α2 ∈ V . 定义 T (x1α1 + x2α2) =

r1x1α1 + r2x2α2，其中 r1, r2 是域 F 中的两个常数. 证明：T 是 V 上的一个线性变
换. 当 V = R2 时，说明 T 的几何意义.

3. 已知 R 上的线性变换 σ(x1, x2) = (x1 − x2, x1 + x2)，τ(x1, x2) = (x1 − x2, x2 − x1).

(1) 求 σ2(x1, x2)；

(2) σ 是否可逆？如可逆，求 σ−1(x1, x2)；

(3) 求 ξ ∈ L(R2,R2)，使得 ξτ = θ（零变换）.

4. 已知 R3 上的两个线性变换 σ, τ 为：

σ(x1, x2, x3) = (x3, 0, 0)

τ(x1, x2, x3) = (x1 + x2 + x3, x1 − x2, 0)

(1) 求 r(σ), r(τ), imσ, kerσ；

(2) 求 r(τσ), r(στ), r(σ + τ)；

(3) 求 im τ + ker τ .

5. 设 σ 是线性空间 V 上的线性变换，如果 σk−1(α) 6= 0，但 σk(α) = 0，证明：
α, σ(α), . . . , σk−1(α) (k > 0) 线性无关（本题还有对应的矩阵版本，解法基本一致）.

6. 设 R[x]3 是次数小于 3 的实系数多项式和全体零多项式一起组成的集合关于多项式
加法和数乘多项式运算构成的实数域上的线性空间.

(1) 证明：W = {f(x) ∈ R[x]3 | f(1) = 0} 是 R[x]3 的一个子空间，并求 W 的维数
和一组基；

(2) 定义从 R[x]3 到 R的线性映射 σ(f(x)) = f(1)，证明：σ 为线性映射，并求 imσ

和 dimkerσ；

(3) 设 f, g, h ∈ R[x]3 且 f(1) = g(1) = h(1) = 0，证明：f, g, h 线性相关.

C 组
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1. 设 V (F) 是一个 n 维线性空间，σ ∈ L(V, V ). 证明：

(1) 在 F[x] 中有一个次数不高于 n2 的多项式 p(x) 使 p(σ) = θ；

(2) σ 可逆 ⇐⇒ 有一常数项不为 0 的多项式 p(x) 使 p(σ) = θ.

2. 已知 σ1, σ2, . . . , σs 是线性空间 V 上的 s 个两两不同的线性变换，证明：在 V 中必
存在向量 α 使得 σ1(α), σ2(α), . . . , σs(α) 也两两不同.
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6
线性映射矩阵表示

在上一讲的讨论中我们定义了线性映射的基本概念，讨论了由其定义直接引出的性质.
本节我们将深入讨论线性映射像空间与核空间之间的关联，从而引出我们目前为止最核心
的概念——同构，因为同构使得我们研究的抽象层次更上一层，最后我们将在这抽象的制
高点获得最具象的表达形式——矩阵，介绍线性映射矩阵表示的定义，以及这一定义下线
性映射与矩阵的一一对应关系，从而使得我们后续的研究都可以基于具象的矩阵. 除此之
外，本节在讨论了同构之后将引入线性空间的直积作为应用，完整地展示从线性空间的定
义到性质研究到利用线性映射研究进一步的性质的思路.

6.1 线性映射矩阵表示

作为准备，我们首先需要引入矩阵的概念：

定义 6.1

域 F 中的 m × n 个元素 aij (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) 排成 m 行 n 列的矩形数
表，称为域 F 上的一个 m× n 矩阵，记作

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


或简记为 (aij)m×n，其中 aij 表示矩阵 A 的第 i 行第 j 列的元素.

我们有一些常用的矩阵，例如零矩阵，即所有元素均为 0 的矩阵，通常记为 O；单位

125
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矩阵也十分常见，它表示对角线上元素为 1，其余元素为 0 的矩阵，通常记为 E（若已知
阶数为 n 也可特别记为 En）.

除此之外，我们通常记域 F 上的 m× n 矩阵全体为 Fm×n 或 Mm×n(F). 当 m = n 时
矩阵称为方阵，域 F 上全体 n 阶矩阵（或称 n 阶方阵）记为 Fn×n 或 Mn(F).

在了解矩阵的定义之后，我们可以引入线性映射矩阵表示的概念. 经过前面大量的关
于坐标同构的铺垫之后，想必读者对于如何将抽象的映射转化为矩阵有一个大致的思路：
事实上，我们可以将矩阵视为多个 Rn 中的列向量拼在一起得到的方块，那么如何得到这
些 Rn 中的列向量呢？想必是某些向量在线性映射到达空间的一组基下的坐标. 于是我们
很自然地可以接受下面的定义：

定义 6.2

设 B1 = {ε1, ε2, . . . , εn} 是 V1(F) 的基，B2 = {α1, α2, . . . , αm} 是 V2(F) 的基. 则线
性映射 σ ∈ L(V1, V2) 被它作用于基 B1 的像

σ(B1) = {σ(ε1), σ(ε2), . . . , σ(εn)}

所唯一确定，而 σ(B1) 是 V2 的子空间，于是其中元素都可以被基 B2 线性表示，即

σ(ε1) = a11α1 + a21α2 + · · ·+ am1αm

σ(ε2) = a12α1 + a22α2 + · · ·+ am2αm

...

σ(εn) = a1nα1 + a2nα2 + · · ·+ amnαm

我们将 σ(B1) = {σ(ε1), σ(ε2), . . . , σ(εn)} 关于基 B2 的坐标排列成矩阵 M(σ)，即

M(σ) =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


我们称 M(σ) 为 σ 在基 B1 和 B2 下的矩阵表示，有时也称线性映射在基下的表示
矩阵.

更通俗来说，线性映射矩阵表示就是将线性映射在一组基上的像在另一组基下的坐标
表示按列排列得到的结果. 这一整体过程我们也可以用如下记号表示：

(σ(ε1), σ(ε2), . . . , σ(εn)) = (α1, α2, . . . , αm)M(σ). (6.1)

根据定义我们直接有如下简单的观察：
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1. 线性映射矩阵表示的结果是一个 m× n 矩阵，其中 m 是到达空间的维数，n 是出发
空间的维数，特别注意此处有个次序的颠倒，务必区分清楚；

2. 若 σ 在基下矩阵表示为 A = (aij)m×n，在出发空间的基的第 i 个向量在到达空间基
下的坐标为 (a1i, a2i, . . . , ami)，即矩阵 A 的第 i 列，或写为 σ(ε) = a1iα1 + a2iα2 +

· · ·+ amiαm.

想必有很多读者会心存疑惑：为什么我们要这么定义线性映射的矩阵表示呢？我们将
在下一小节说明线性映射构成的线性空间与矩阵构成线性空间的同构时解释这一点. 现在
先让我们完成以下几个例题熟悉定义：

例 6.1

已知 σ ∈ L(R3,R3) 且 σ(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x1 − x3, x2)

1. 求 σ 的像空间和核空间；

2. 求 σ 关于 R3 自然基的矩阵.

解

1. 求像空间和核空间的方法我们在之前已经介绍过，我们为了计算方便取 R3 的
自然基 e1, e2, e3 计算有：

imσ = span(σ(e1), σ(e2), σ(e3)) = span((1, 1, 0), (1, 0, 1), (0,−1, 0)) = R3

对于核空间，解方程 σ(α) = 0 即可. 我们也可以用更简洁的方式书写：

kerσ = {(x1, x2, x3) | σ(x1, x2, x3) = (0, 0, 0)} = {(0, 0, 0)}

即方程只有零解，核空间可以记为 kerσ = {0}（只含零元的空间的一般记法）.

2. 我们根据定义 6.2，应先写出 σ 在出发空间一组基（按题目要求是 R3 自然基）
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下的像，并将像表示为到达空间基（按题目要求是 R3 自然基）的线性组合，即

σ(e1) = (1, 1, 0) = e1 + e2 = (e1, e2, e3)


1

1

0



σ(e2) = (1, 0, 1) = e1 + e3 = (e1, e2, e3)


1

0

1



σ(e3) = (0,−1, 0) = −e2 = (e1, e2, e3)


0

−1
0


接下来我们把坐标依次按列称矩阵就得到了本题需要求解的矩阵：

M(σ) =


1 1 0

1 0 −1
0 1 0


有趣的是，在结合我个人的学习经历以及过往辅学的经验后，我总结出了第二问的一

种常见的错误解法，这里我需要加粗强调，下面这种解法是完全错误的！！！这里展示这一
解法是为了让读者将前面所学的知识完全厘清：

解 错误解法！！！

σ(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x1 − x3, x2) = (x1, x2, x3)


1 1 0

1 0 1

0 −1 0


我们惊奇地发现，这一结果和我们前面得到的标准答案在向量的排列方式上发生了变

化，即标准答案的 1、2、3 行变为了这里的 1、2、3 列，我们需要强调两点：

1. 为什么这种解法是错误的：我们可以直接比较式 6.1 和这一解法中，式 6.1 的等号左
边是 n 个向量在 σ 下的像，而上述解法 σ(x1, x2, x3) 只是 σ 在一个向量下的像，这
显然是不一样的！！！同样，等号右边括号内式 6.1 是到达空间的一组基，而上述解法
中仍然只是一个向量. 我们从未定义过这样解题的结果是什么，所以千万不能做这种
无意义的事！！！

容易导致混淆的原因可能在于 (x, y, z)向量是排列成一行的，可能看起来和 (e1, e2, e3)

有点相似，但如果我们将后者拆分成 ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1))，你还会混淆吗？
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2. 为什么会出现行列互换这样的错误：事实上

σ(x, y, z) = σ(xe1 + ye2 + ze3) = xσ(e1) + yσ(e2) + zσ(e3) = (x, y, z)


σ(e1)

σ(e2)

σ(e3)

 ,

这里将 σ(e1), σ(e2), σ(e3)的结果按行排列成矩阵，而标准答案是将 σ(e1), σ(e2), σ(e3)

在 R3 自然基下的坐标按列排列成矩阵，回忆 Rn 向量在自然基下坐标是其本身这一
性质，标准答案就是将 σ(e1), σ(e2), σ(e3) 按列排列成矩阵，由此我们解释了行列互
换发生的原因.

这也就是为什么我强调读者不要参考教材 102页例 3求解像空间的方法来求解像空间
——很容易导致这里矩阵表示犯这样的错误，并且容易导致初学时无法区分求解像空间和
线性映射矩阵表示的方法. 在这里我必须再次强调：在没有完全熟练掌握这些概念和方法
前，不要乱用方法！！！

还需要强调的一点是，教材 121 页例 2 中介绍了旋转变换的矩阵表示，即 R2 中向量
绕原点按逆时针方向旋转 θ 角的变换关于 R2 的自然基的矩阵表示为

M(σ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

这一形式可以记忆，在之后会多次出现.

6.2 L(V1, V2) 与矩阵线性空间的同构

本节我们将通过说明 L(V1, V2) 与矩阵构成的线性空间的同构来解释为什么我们要这
么定义线性映射的矩阵表示. 为了达到这一目标，我们首先需要证明这一同构.

6.2.1 矩阵的加法和数乘

回忆我们定义

本节我们将完善上一讲中同构的例子的细节，即若 dimV1(F) = m，dimV2(F) = n，
则 L(V1, V2) ∼= Fm×n，其中 Fm×n 表示全体 m× n 矩阵构成的线性空间.

要证明这一结论，首先要说明全体 m× n 矩阵关于某种运算的确构成线性空间，这里
的运算——即矩阵的加法和数乘还需要我们来定义. 我们有一个非常自然的想法——既然
V1 → V2 的全体线性映射关于线性映射加法和数乘构成线性空间，那么我们也许可以利用
线性映射加法与数乘运算的矩阵表示来定义加法和数乘运算.
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我们首先回顾线性映射的加法和数乘运算：设 σ, τ ∈ L(V1, V2)，规定 σ 与 τ 之和及 λ

与 σ 的数乘 λσ 分别为

(σ + τ)(α) = σ(α) + τ(α), ∀α ∈ V1

(λσ)(α) = λ(σ(α)), ∀α ∈ V1

回顾线性映射的矩阵表示，我们实际上是要计算出线性映射在出发空间一组基下的像
在到达空间一组基下的坐标然后按列排列. 我们取 V1 的基 B1 = {ε1, ε2, . . . , εn}，V2 的
基 B2 = {α1, α2, . . . , αm}，假设 σ 和 τ 在 B1 和 B2 下的矩阵分别为 A = (aij)m×n 和
B = (bij)m×n，则

σ(εi) = a1iα1 + a2iα2 + · · ·+ amiαm

τ(εi) = b1iα1 + b2iα2 + · · ·+ bmiαm.

因此

(σ + τ)(εi) = (a1i + b1i)α1 + (a2i + b2i)α2 + · · ·+ (ami + bmi)αm, i = 1, 2, . . . , n

即 (σ + τ) 矩阵表示 M(σ + τ) 的第 i 列元素为 A 和 B 的第 i 列对应元素相加. 由于 i 是
任取的，因此 (σ + τ) 的矩阵表示每一列都是 A 和 B 同一列对应元素相加，实际上对于
整个矩阵而言就是矩阵相同位置元素相加，即

M(σ + τ) =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n
...

... . . . ...
am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn



≜


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

+


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bm1 bm2 · · · bmn


= M(σ) + M(τ).

式中 ≜ 表示定义，即定义矩阵加法为矩阵对应元素相加. 同理，我们也可以通过线性映射
的数乘定义矩阵数乘运算如下：

M(λσ) =


λa11 λa12 · · · λa1n

λa21 λa22 · · · λa2n
...

... . . . ...
λam1 λam2 · · · λamn

 ≜ λ


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 = λM(σ).
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事实上这非常符合我们对于矩阵加法和数乘的幻想，即矩阵加法就是对应元素相加，矩阵
数乘就是对应元素乘以一个数.

在利用线性映射的加法和数乘定义了非常自然的矩阵加法和数乘后，我们需要验证
m × n 矩阵全体关于这两种运算构成线性空间. 这里我们只需回顾线性空间运算的八条
要求然后逐一验证即可，实际上非常简单，因此不在此赘述.

6.2.2 同构的说明

在上一小节中我们定义了矩阵的加法和数乘运算，也验证了全体 m× n 矩阵关于这两
种运算构成线性空间 Fm×n，接下来我们需要讨论的是对于 n 维线性空间 V1 和 m 维线性
空间 V2，L(V1, V2) 与 Fm×n 的同构. 即我们需要定义一个线性双射 φ : L(V1, V2)→ Fm×n.
事实上我们只需要很自然地利用线性映射矩阵表示定义，即定义

φ(σ) = M(σ),

也就是说 φ 将线性映射 σ 映射为其矩阵表示. 接下来需要验证 φ 是线性双射.

1. 线性性是显然的，因为根据矩阵加法和数乘的定义，我们有

φ(σ + τ) = M(σ + τ) = M(σ) + M(τ) = φ(σ) + φ(τ)

φ(λσ) = M(λσ) = λM(σ) = λφ(σ).

2. 双射也是显然的：

(1) 对于单射性，我们考察 φ 的核空间 kerφ 中的元素 σ，即 σ 在基下的矩阵表示
为零矩阵，那么 σ 必然为零映射，因为它将所有基映射为 0，故必然将所有出发
空间元素映射为 0，因此核空间为 {0}，单射成立；

(2) 对于满射性，我们需要为任意 m× n 矩阵 (aij)m×n 找到一个线性映射，使得这
一矩阵为这一线性映射在基下的矩阵表示. 事实上，给定基和矩阵表示，我们就
知道了线性映射在出发空间的基下的像——因为给定到达空间的基和矩阵就给
定了线性映射在出发空间的基在到达空间的基下的坐标. 然后根据定理 5.8 知我
们一定能找到这一映射，故满射性成立.

由此我们证明了 L(V1, V2) ∼= Fm×n. 而我们很容易知道，Fm×n的维数为mn. 事实上对
于矩阵关于矩阵加法和数乘构成的线性空间，我们有如下一组常用基：Eij(i = 1, · · · ,m, j =
1, · · · , n)，其中每个 Eij 为第 i 行 j 列元素为 1，其余元素全为 0 的矩阵. 例如对于 F2×3，
根据前面的描述我们可以写出其常用基为：

E11 =

(
1 0 0

0 0 0

)
, E12 =

(
0 1 0

0 0 0

)
, E13 =

(
0 0 1

0 0 0

)
,
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E21 =

(
0 0 0

1 0 0

)
, E22 =

(
0 0 0

0 1 0

)
, E23 =

(
0 0 0

0 0 1

)
,

事实上，我们很容易验证这样的常用基的确是线性空间 Fm×n 的一组基，因为它们显然是
线性无关的，且张成整个空间（请读者自行验证），然后我们也知道这样的常用基中矩阵有
m×n个，由此我们也得到了 dimL(V1, V2) = mn. 当然我们还可以有另一种理解方式，如
果读者已经学习过编程中二维数组的概念，事实上二维数组在计算机中的存储形式是一行
存完接着马上存下一行，因此事实上我们可以将二维数组看作是一个长为 m× n 的一维数
组（方法就是第一行写完后在同一行马上接着写第二行元素，写完后在同一行接着写第三
行元素，依此类推），因此我们也可以理解为 Fm×n 和 Fmn 是没有区别的（容易验证是同
构的），因此 dimFm×n = mn.

内容总结
本节我们重点讨论了线性映射像空间和核空间之间的关联，核心定理就是线性映射基

本定理，一方面其证明使用的 “设小扩大”的思想十分常见，另一方面它的结论也是相当重
要的，它将线性映射的核空间和像空间的维数联系起来，是将来讨论线性方程组一般理论
的重要工具，也可以由此导出出发空间、到达空间维数相同时，单射、满射、双射的关联.
除此之外，我们也基于像空间、核空间本身的性质讨论了它们更为复杂的关联，在这些结
论的证明中我们能掌握很多基本技巧，如基于像空间、核空间定义的直和的证明、包含关
系的证明等，并且综合利用了线性空间维数公式以及本讲介绍的线性映射基本定理，因此
很适合作为加深对概念、方法理解运用的例子.

最后我们讨论了线性空间同构的概念，同构映射保持线性相关性的特点，以及通过维
数判定有限维线性空间同构的简便方法. 同构是线性空间之间的等价关系，它将线性空间
按维数划分为不同的等价类，从而将任意 n 维线性空间的研究转化为对向量空间 Rn 的研
究——事实上本节最后一个例子中构造同构映射的方法就已经体现了这一点的优越性. 同
时这也表明线性空间结构的最关键因素就是维数，线性空间之间最本质的差别就是维数不
同——这便回应了上一讲开头引言部分的问题. 一组基中的元素是向量还是多项式还是函
数并不重要，重要的是只要它们维数相同，我们就可以遮蔽掉元素的差别——因为它们都
可以通过坐标映射同构于 Rn，因此一切线性空间在坐标作用下都变成了向量空间，变成了
最直观的可以用一个一个数字写出来的向量，我们便可以基于此将所有无论多么抽象的线
性映射也表示成能用一个一个数字写出来的东西——这就是矩阵. 在有了线性映射的矩阵
表示后，我们便可以将抽象的研究都转化为具象的矩阵运算，这一思想我们将在介绍完需
要的工具——矩阵运算以及行列式之后深入讨论，届时我们将分别以抽象的线性映射理论
和矩阵理论叙述大量的结论，探寻利用二者研究线性代数问题的过程的关联与差异.

习题

It is not so much whether a theorem is useful that matters, but how elegant it is.
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——S.Ulam

A 组

1. 证明：同构映射的逆、复合仍然是同构映射.

B 组

1. 设 σ(p(x)) = p′(x)（求导），∀p(x) ∈ R[x]n.

(1) 证明：σ 是 R[x]n 上的线性变换；

(2) 求 σ 的值域和 r(σ)，说明 σ 是否可逆；

(3) 求 σ 的核及其维数；

(4) 求 r(σ) + dimkerσ，问：R[x]n = kerσ + imσ 是否成立.

2. 设 V 为有限维线性空间，T ∈ L(V, V ) 且 T 不是恒等变换也不是零变换，问：下列
情况是否可能发生？如果可能请举例，不可能请说明理由.

(1) imT ∩ kerT = {0}；

(2) imT ⊆ kerT；

(3) kerT = imT；

(4) kerT ⊆ imT .

3. 若 σ1, σ2 ∈ L(V, V )，判断下列说法是否正确，正确请给出证明，反之给出反例：

(1) 由 r(σ) + dimkerσ = n 可知 V = kerσ + imσ；

(2) 若有 imT ∩ kerT = {0}，则 V = kerσ + imσ 成立；

(3) 因为 ∀α ∈ V 有 (σ1+σ2)(α) = σ1(α)+σ2(α)，所以 (σ1+σ2)(V ) = σ1(V )+σ2(V )；

(4) (I − σ)(V ) + σ(V ) = V，其中 I 为恒等映射.

4. 已知 V 为有限维线性空间，σ ∈ L(V, V )，且 kerσ = imσ，证明：

(1) n 为偶数；

(2) 存在 V 的一组基 α1, . . . , αn 使得

σ(α1, . . . , αn) = (α1, . . . , αn)

(
0 En

2

0 0

)
.

5. 设 V (R) 是线性空间，σ 是 V (R) 到 R3 的同构映射，且 σ(α1) = (1, 0, 1), σ(α2) =

(−2, 1, 0), σ(α3) = (−3, 2, 1), σ(α4) = (1, 1, 2).
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(1) α1 在 span(α2, α3) 中吗？

(2) 设 W1 = span(α1, α2), W2 = span(α3, α4)，求 W1 ∩W2.

6. 设 c1, c2, . . . , cn 是 n 个互异的实常数. 证明：R[x]n 到 R 的一个映射 σ：

σ(p(x)) = (p(c1), p(c2), . . . , p(cn))

是 R[x]n 到 R 的一个同构映射.

7. 设 σ 和 τ 分别为有限维线性空间 U → V 和 V →W 的线性映射，证明

dimkerσ + dim(imσ ∩ kerσ) = dimker(τσ).

C 组

1. 设 V 是一个 n 维线性空间，V = W1 ⊕W2, σ ∈ L(V, V ). 证明：σ 可逆 ⇐⇒ V =

σ(W1) + σ(W2).

2. 设 V1, V2, V3 分别为 m,n, s 维线性空间，σ ∈ L(V1, V2), τ ∈ L(V2, V3)，则

r(σ) + r(τ)− n ⩽ r(τσ) ⩽ min{r(σ), r(τ)}.

3. 设 V1 是有线维线性空间，σ, τ ∈ L(V1, V2)，则

r(σ + τ) ⩽ r(σ) + r(τ).

事实上前两题的结论在下一章节矩阵的秩中都会涉及，此处有兴趣的同学可以尝试从
线性映射的角度理解这两个秩不等式. 由于这是教材中小字部分内容，一般而言不在
考察范围，如果出现且无法找到合适方式，可以考虑化为矩阵进行证明.

4. 设 σ ∈ L(V, V )，dimV1 = n，且 σ2 = σ，I 是 V 上的恒等变换. 证明：

(1) (I − σ)(V ) ∈ kerσ；

(2) r(I − σ) + r(σ) = n.

5. 已知 V 为有限维线性空间，σ ∈ L(V, V )，且 σ2 = θ（零映射）. 证明：

(1) σ 的像空间维数不超过 n

2
；

(2) 设 A 是 σ 在某组基下的矩阵，则方程组 AX = 0 的基础解系至少有
n

2
个解.



7
矩阵运算基础

上一节我们将前面逐步搭建的线性空间与线性映射的抽象转变为具象的表达——矩阵
——这是我们上一节最后内容总结中提到的利用坐标映射同构到最简单的向量空间的优越
性的体现.

同时，从本章起到行列式的内容也是为将来双线齐下，结合抽象的线性映射理论和具
象的矩阵理论进一步研究线性代数中的问题的基础. 抽象本节我们将介绍矩阵和线性映射
矩阵表示的定义，讨论如何利用线性映射的运算和矩阵表示来引入矩阵的三种基本运算：
加法、数乘和乘法，并探讨它们的基本性质.

7.1 矩阵乘法

7.1.1 矩阵乘法的定义与基本性质

我们首先给出矩阵乘法的定义：

定义 7.1

设 A = (aij)p×m, B = (bij)m×n，我们定义 A 与 B 的乘积矩阵 C = AB = (cij)p×n

是一个 p× n 矩阵，其中它的第 i 行第 j 列元素为矩阵 A 的第 i 行与矩阵 B 的第 j

列对应位置元素相乘后求和的结果，即

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aimbmj (i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , n).

事实上，这一定义带给我们的感受与我们在上一讲定义矩阵加法和数乘时的直观不同，
在我们初看这一定义时必然会产生一个疑惑：为什么矩阵乘法定义得如此复杂，为什么不

135



136 第 7 讲 矩阵运算基础

定义成两个矩阵对应元素相乘就可以了呢？事实上，这是因为矩阵乘法的定义来源于线性
映射的复合的矩阵表示. 教材 124–125 页的推导通过线性映射的复合运算定义了矩阵的乘
法运算，由于篇幅的限制，我们这里不再将教材中已有的内容重复. 在此我们给出两个线
性映射的角度来理解矩阵乘法：

1. 回顾上一节中提到的旋转 θ 角的线性映射对应的矩阵 Mθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
. 我们

考虑先旋转 θ1，然后旋转 θ2 对应的两个变换 σ1, σ2 的复合 σ2σ1，实际上就是旋转
θ1 + θ2 角度，其矩阵表示为 Mθ1+θ2，而矩阵乘法

Mθ2Mθ1 =

(
cos θ2 − sin θ2
sin θ2 cos θ2

)(
cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

)

=

(
cos θ2 cos θ1 − sin θ2 sin θ1 − cos θ2 sin θ1 − sin θ2 cos θ1
sin θ2 cos θ1 + cos θ2 sin θ1 − sin θ2 sin θ1 + cos θ2 cos θ1

)

=

(
cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2)

sin(θ1 + θ2) cos(θ1 + θ2)

)
=Mθ1+θ2 ,

这表明矩阵乘法 Mθ2Mθ1 的结果确实与 σ2σ1 的矩阵表示 Mθ1+θ2 一致.

2. 回顾线性映射的复合，若复合 σ1σ2 符合定义，则必须有 σ2 的到达空间恰好是 σ1 的
出发空间，故两空间维数一致，那么 σ1 对应的矩阵 A 的列数和 σ2 对应的矩阵 B 的
行数一致，这也是我们要求两个矩阵 A,B 可乘的重要条件的来源. 而最后乘法的结
果行数等于 A 的行数，列数等于 B 的列数，这也与 σ1σ2 出发空间为 σ2 出发空间
（对应于 B 的列数），到达空间为 σ1 到达空间（对应于 A 的行数）一致.

例 7.1

设 A =

(
1 0 −1
1 1 −3

)
, B =


0 3

1 2

3 1

，求 AB 和 BA.

解

见教材 126 页例 1.

教材 125 页下方也介绍了几个矩阵运算的基本性质：

1. (AB)C = A(BC)（结合律）

2. λ(AB) = (λA)B = A(λB), λ ∈ F
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3. A(B + C) = AB +AC（左分配律）

4. (B + C)P = BP + CP（右分配律）

证明方法十分简单暴力：直接设出矩阵元素然后暴力计算证明等号两边对应位置（如第 i

行第 j 列元素）相等即可. 125 页下方给出了结合律的证明，感兴趣的同学可以参考，实
际上记住结论即可.

实际上，由矩阵加法和乘法满足的运算律可知，全体 n 阶方阵构成的集合 Fn×n 关于
矩阵加法和乘法构成环.

在本节最后，我们有四个非常重要的问题需要仔细探讨：

1. 在有了矩阵乘法的定义后，高斯消元法中我们将线性方程组简记为 AX = b 实际上
是相当自然的，除此之外，我们将向量坐标表示为列向量的形式，例如

α = (α1, α2, . . . , αn)


x1

x2
...
xn


这也是符合矩阵乘法定义的一种习惯（虽然基一般不是数域 F 中的元素）.

2. 事实上，在这里我们可以看出求解线性方程组和线性映射之间的关联. 我们设 AX =

b 的解为

X =


x1

x2
...
xn


由 AX = b 和线性映射矩阵表示，我们有

(σ(ε1), σ(ε2), . . . , σ(εn))


x1

x2
...
xn

 = (α1, α2, . . . , αm)A


x1

x2
...
xn

 = b (7.1)

即 x1σ(ε1) + x2σ(ε2) + · · ·+ xnσ(εn) = b，即

σ(x1ε1 + x2ε2 + · · ·+ xnεn) = b. (7.2)

由此我们将线性方程组的求解问题和找到线性映射到达空间中某个向量在出发空间
中原像的坐标联系起来了，即将求解 AX = b 和求解 σ(a) = b 联系起来了，只是我
们求解后者后还需要求出 a 在矩阵表示基下的坐标.
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若前述 b = 0，则我们将齐次线性方程组的解空间与线性映射的核空间联系起来了，
即线性映射的核空间中元素在一组基下的向量就是这一线性映射在这组基下的矩阵
表示作为系数矩阵的线性方程组的解. 这一联系将在朝花夕拾中有更深入的讨论.

3. 我们可以更进一步理解矩阵乘法. 假设矩阵 A = (aij)m×n 与 B = (bij)n×l 相乘，我
们有如下结论：

(1) 乘积的第 k 列等于 A 乘以 B 的第 k 列，乘积的第 j 行等于 A 的第 j 行乘以
B，这一点根据矩阵乘法计算方式显然，我们可以利用这一性质证明下面例子的
结论：

例 7.2

设 A,B 都是由非负实数组成的矩阵且 AB 有一行等于 0，证明：或者 A

有一行为 0，或者 B 有一行为 0.

证明

设 A = (aij)m×n，B = (bij)n×l，且设 AB = (cij)m×l 的第 i 行为 0，则根
据前面的讨论可知就是 A 的第 i 行乘以 B 得到了全 0 行向量. 因此若 A

的第 i 行为 0，则结论成立；否则 A 的第 i 行中存在某个元素大于 0，不
妨设 aik > 0，则此时 B 的第 k 行各元素必须均为 0，否则若 bkj > 0，我
们有

cij = ai1b1j + · · ·+ aikbkj + · · ·+ ainbnj > 0,

综上可知结论成立. □

(2) 乘积的每一列都是矩阵 A各列的线性组合，每一行都是矩阵 B 各行的线性组合.
我们简要说明前者，后者理由类似. 我们考察乘积的每一列，由 1 可知乘积的第
k 列等于 A 乘以 B 的第 k 列，我们展开写乘积矩阵 C = (cij)m×l 第 k 列的结
果：

c1k = a11b1k + a12b2k + · · ·+ a1nbnk

c2k = a21b1k + a22b2k + · · ·+ a2nbnk

...

cmk = am1b1k + am2b2k + · · ·+ amnbnk
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我们将上面的行进行组合，写成列向量形式，即
c1k

c2k
...
cmk

 = b1k


a11

a21
...

am1

+ b2k


a12

a22
...

am2

+ · · ·+ bnk


a1n

a2n
...

amn


由此我们将乘积的列表示成了矩阵 A 各列的线性组合.

4. 之后我们会经常看见两种记号，即

(σ(ε1), σ(ε2), . . . , σ(εn)) = (α1, α2, . . . , αm)A

σ(ε1, ε2, . . . , εn) = (α1, α2, . . . , αm)A

教材中两个记号是等价的，这只是记号上的差别，含义完全相同. 但是在之后我们还
会看到一个很特别的书写方式

(σ(ε1, ε2, . . . , εn))B = σ((ε1, ε2, . . . , εn)B)

教材不加解释地使用了这一等式，这容易导致读者的困惑，因此我们这里简要说明它
们的确是等价的，从而接下来读者可以放心地自由使用这一结论.

根据上述的第一个性质可知，我们只需要证明对 B 的某一列上式成立即可，因为乘
法结果是列与列对应的. 我们设 B 的第 k 列为

Bk =


b1k

b2k
...
bnk


则

(σ(ε1, ε2, . . . , εn))


b1k

b2k
...
bnk

 = (σ(ε1), σ(ε2), . . . , σ(εn))


b1k

b2k
...
bnk


= b1kσ(ε1) + b2kσ(ε2) + · · ·+ bnkσ(εn)

= σ(b1kε1 + b2kε2 + · · ·+ bnkεn)

= σ((ε1, ε2, . . . , εn)


b1k

b2k
...
bnk

)

故得证.
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事实上矩阵乘法有很多和数的乘法重要的不同，我们在此特别指出供读者参考：

(1) 矩阵乘法不一定满足交换律（即 AB 不一定等于 BA，事实上随手写两个矩阵，很大
的概率就是不交换的，甚至交换过来不可乘）. 因此实数的完全平方公式代入矩阵不
一定成立，即很多时候 (A+B)2 = A2 +AB +BA+B2 6= A2 + 2AB +B2；

(2) 但是注意数量矩阵（即对角线上元素都相等，其余均为 0，单位矩阵是其特例）和任
何矩阵相乘都是可交换的，这一点在矩阵求幂时很有用；

(3) A 6= O 且 B 6= O 不能推出 AB 6= O. 例如线性方程组 AX = 0 有非零解，若 B 的
各列均为方程非零解，则 AB = O.

(4) 消去律也不一定满足：即 AB = AC 不一定 A = B. 原因在于 AB = AC =⇒
A(B − C) = O，由 (3) 可知不一定 B = C.

7.1.2 矩阵多项式

我们在线性空间中已经介绍过，我们一般用 F[x]m+1 表示数域 F 上的次数最高为 m

的多项式全体，其中的元素我们一般记为

p(x) = amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0, ai ∈ F (i = 1, 2, . . . ,m)

事实上这里的自变量不一定需要是一个数，也可以是线性映射或者矩阵. 例如线性映射
σ : V → V 构成的 m 次多项式可以记为

p(σ) = amσ
m + am−1σ

m−1 + · · ·+ a1σ + a0I

其中 σi 表示 σ 复合 i 次，I 表示恒等映射. 我们很容易说明当 σ 在 V 的一组基下矩阵表
示为 A 时，p(σ) 在同一组基下的矩阵表示为

p(A) = amA
m + am−1A

m−1 + · · ·+ a1A+ a0E,

其中 E 表示单位矩阵. 由此我们便得到了矩阵多项式的定义，我们有如下几点需要强调：

1. 这里我们要求 σ 是线性变换（即出发空间和到达空间一致），事实上也并不必要，只需
出发空间和到达空间维数相同即可，因为我们的目的是保证矩阵的幂次可以定义（即
A 和 A 可乘，因此 A 的行列数一致）；

2. 上面的定义隐含：σ0 = I，A0 = E；

3. AkAm = Ak+m, (Ak)m = Akm，其中 A 为方阵，k,m 为任意整数. 负整数对应于逆
矩阵的情况，接下来可逆的部分会作进一步解释.
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例 7.3

展开矩阵多项式 (A+ λE)n.

解

由于 A 与 E 是可交换的，并且 AnEm = An 显然成立，因此我们结合中学学过的
二项式展开，得到结果：

(A+ λE)n =
n∑

i=0

Ci
nA

i(λE)n−i

=
n∑

i=0

Ci
nλ

n−iAiEn−i

=
n∑

i=0

Ci
nλ

n−iAi.

例 7.4

设 f(x), g(x) ∈ F[x], A,B ∈Mn(F). 证明：

1. f(A)g(A) = g(A)f(A)；

2. 如果 AB = BA，则 f(A)g(B) = g(B)f(A)；

解

我们可以直接证明第二点，因为第一点是第二点的特例. 设 f(x) =
m∑
i=0

aix
i，g(x) =

s∑
j=0

bjx
j，A0 = B0 = E，则

f(A)g(B) =
m∑
i=0

aiA
i ·

s∑
j=0

bjB
j(AB = BA)

=
m+s∑
k=0

∑
i+j=k

aibjA
iBj =

m+s∑
k=0

∑
i+j=k

bjaiB
jAi

= g(B)f(A).

事实上由于 A ·A = A ·A，因此 f(A)g(A) = g(A)f(A) 只是上面证明的结论的特例.
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7.2 一组例题

在介绍了矩阵乘法后，我们可以进一步审视线性映射矩阵表示的定义. 我们来看一组
初学时可能混淆或者不理解的例子，从而加深对概念的理解：

例 7.5

设 A =


1 0 2

−1 2 1

1 2 5

 为两个三维线性空间之间的线性映射 σ 对应的矩阵，求 σ 的

像空间和核空间.

（注：本题没有给出线性映射出发空间和到达空间的基，读者可以任意假设.）

解

求解像空间和核空间，仍然是原先介绍的方法，虽然本题没有给出线性映射的直接
定义，但矩阵表示也能给我们足够的信息. 我们设这一矩阵表示的线性映射为 σ，且

(σ(ε1), σ(ε2), σ(ε3)) = (α1, α2, α3)A

根据线性映射矩阵表示的定义，我们知道矩阵表示就是线性映射在出发空间一组基
下的像在到达空间一组基下的坐标按列排列，因此

σ(ε1) = α1 − α2 + α3

σ(ε2) = 2α2 + 2α3

σ(ε3) = 2α1 + α2 + 5α3

因此 imσ = span(α1 −α2 +α3, 2α2 +2α3, 2α1 +α2 +5α3)，然后求解极大线性无关
组即可，结果为 imσ = span(α1 − α2 + α3, 2α2 + 2α3)

这里求解极大线性无关组的方法我们可以回忆例 3.9，我们先将三个向量转化为到达
空间基下坐标，然后求解极大线性无关组，最后把基添加回来即可. 实际上我们会发
现，这里的三个坐标就是矩阵 A 的三个列向量（因为矩阵表示就是线性映射在出发
空间一组基下的像在到达空间一组基下的坐标按列排列），因此我们只需要求解矩阵
A 的列向量的极大线性无关组 (1,−1, 1), (0, 2, 2)，然后再将到达空间的基添加回来
即可.
然后求解核空间，我们设 σ(ε) = 0，将 ε 写成出发空间基的表示后事实上就是式 7.2
的形式，我们已说明这一形式与式 7.1 等价，因此我们只需求解 AX = 0 然后代回
出发空间的基即可，最终结果为 kerσ = span(4ε1 + 3ε2 − 2ε3).
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总结一下，此类题目求解像空间实际上就是求出矩阵列向量的极大线性无关组，然后
记得把基添加回来. 求解核空间只需求解齐次线性方程组 AX = 0 即可.

例 7.6

已知 3 阶矩阵 A =


1 0 1

0 −1 0

−1 1 −1

. 定义 R3×3 上的线性变换 σ(X) = AX, X ∈

R3×3. 求 σ 的像和核.

解

核空间求解较为简单，我们先求解核空间. 我们首先求解线性方程组 AY = 0，其中
Y 为列向量，解得其基础解系为 η = (1, 0,−1)T.
记 X = (X1, X2, X3)，则 X ∈ kerσ 即 AX = (AX1, AX2, AX3) = O，即 AX1 =

AX2 = AX3 = 0，因此 X1, X2, X3 都能由 η 线性表出，故

X = (k1η, k2η, k3η) =


k1 k2 k3

0 0 0

−k1 −k2 −k3

 , k1, k2, k3 ∈ R,

即 X = k1


1 0 0

0 0 0

−1 0 0

+ k2


0 1 0

0 0 0

0 −1 0

+ k3


0 0 1

0 0 0

0 0 −1

，即 kerσ 中所有元素

均可由这三个矩阵线性表示，并且这三个矩阵显然线性无关，因此核空间就是这三
个矩阵的线性组合，且核空间维数为 3.
注意到 R3×3 的一组基为 E11, E12, E13, E21, E22, E23, E31, E32, E33，其中 Eij 表示第

i 行第 j 列元素为 1，其余元素为 0 的矩阵，例如 E23 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

.

根据 σ 的定义我们可以求得 σ(E11) = σ(E31) =


1 0 0

0 0 0

−1 0 0

 , σ(E12) =

σ(E32) =


0 1 0

0 0 0

0 −1 0

 , σ(E13) = σ(E33) =


0 0 1

0 0 0

0 0 −1

 , σ(E21) =
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0 0 0

−1 0 0

1 0 0

 , σ(E22) =


0 0 0

0 −1 0

0 1 0

 , σ(E23) =


0 0 0

0 0 −1
0 0 1

.

所以 σ 的像空间为上述六个矩阵线性扩张而成的空间，即 imσ =

span(σ(E11), σ(E12), σ(E13), σ(E21), σ(E22), σ(E23)). 又由定理 5.9 可知，
dim imσ = n − dimkerσ = 6，因此像空间就是这六个矩阵线性扩张而成的空
间.

实际上，例 7.5 和例 7.6 都属于已知映射求像和核的题目，求解方法仍然是原先介绍
的方法，只是例 7.5没有像例 6.1或例 7.6给出了线性映射的定义，而是给出矩阵表示，但
这也完全不影响我们的求解.

7.3 矩阵的逆

7.3.1 可逆的基本概念

要引入矩阵的逆的概念，我们需要首先讨论线性映射的逆. 我们这里给出线性映射的
逆的定义：

定义 7.2 线性映射的逆

设 σ ∈ L(V1, V2). 若存在 τ ∈ L(V2, V1) 使得 στ = IV2
且 τσ = IV1

，则称 σ 可逆，
并称 τ 为 σ 的逆映射.

其中 IV1
和 IV2

分别是 V1 和 V2 上的恒等映射.

在之前有关线性映射基本定理的讨论中，我们提到了双射的概念. 事实上，在映射的
语境下，双射与可逆是完全等价的. 我们有如下定理：

定理 7.1

设 σ ∈ L(V1, V2)，则 σ 可逆 ⇐⇒ σ 是双射.

因此在本讲义的语境下，双射与可逆是完全等价的. 关于这一定理我们有如下说明：

1. 定理证明不属于本讲义需要覆盖的内容，一般的微积分或数学分析教材都会涉及；

2. 这一定理事实上不一定针对线性映射，对于函数而言也有双射与可逆等价，只是在函
数的语境下逆映射被称为反函数；
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3. 由于双射要求单射和满射，而单射性与核空间维数为 0 等价，由线性映射基本定理，
双射应有出发空间维数等于像空间维数，而满射性要求像空间维数等于到达空间维
数，因此双射要求出发空间和到达空间必须维数相同.

在定义 7.2 的语境下，我们取 V1 的一组基 B1 = {α1, α2, . . . , αn}，V2 的一组基 B2 =

{β1, β2, . . . , βn}（特别注意根据我们上述讨论两个空间维数一致），则 σ 关于 B1 和 B2 的
矩阵为 A = (aij)m×n，τ 关于 B2 和 B1 的矩阵为 B = (bij)n×m.

我们知道线性映射的复合对应矩阵乘法，因此 τσ : V1 → V1 关于 V1 的基 B1 和
στ : V2 → V2 关于 V2 的基 B2 对应的矩阵分别为 BA 和 AB，而我们很容易证明恒等映
射关于任何基的矩阵均为单位矩阵，因此我们有 BA = E 和 AB = E. 由此我们从可逆映
射的角度引入矩阵的逆的概念：

定义 7.3 矩阵的逆

设 A ∈ Mn(F). 若存在 B ∈ Mn(F) 使得 AB = BA = E，则称矩阵 A 可逆，并把
B 称为 A 的逆矩阵，记作 B = A−1.

在一些比较经典的教材中可逆矩阵也被称为非奇异矩阵，不可逆矩阵被称为奇异矩阵.

注意，逆矩阵定义基于方阵，非方阵没有上述逆矩阵（具体原因将在未来讨论）. 广义
逆矩阵允许非方阵，但那是另一个定义，我们不需要掌握. 对于可逆矩阵，注意以下两个
定理：

定理 7.2

可逆矩阵 A 的逆矩阵唯一.

定理 7.3

设 A,B ∈ Mn(F)，则 AB = E ⇐⇒ A 与 B 互为逆矩阵（即对于方阵而言，
AB = E ⇐⇒ BA = E ⇐⇒ A,B 可逆）.

这两个定理的证明见教材 130 页. 特别注意唯一性的证明，我们在证明群的单位元唯
一时使用了完全一致的思想，请务必掌握.

7.3.2 基本性质

(1) 主对角元都是非零数的对角矩阵一定可逆，且逆矩阵就是对角线上元素取倒数（单位
矩阵即为特例，其逆矩阵是其自身）；
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(2) 注意没有加法性质（例如 A 可逆（则 −A 也可逆），但 A+ (−A) = O 不可逆），对
于数乘有 (λA)−1 = λ−1A−1；

(3) (AB)−1 = B−1A−1, (A1A2 · · ·Ak)
−1 = A−1

k · · ·A
−1
2 A−1

1 ；注意这一点和 (2) 的证明
都只需要直接验证结果即可，即因为 ABB−1A−1 = AA−1 = E，所以根据逆的唯一
性可知 (AB)−1 = B−1A−1 一定成立；

注意，这种验证逆的相关性质思想（即直接验证相乘是否为单位矩阵，然后利用逆的
唯一性的方法）在之后的讨论中也是非常常见的，希望读者掌握.

(4) (Ak)−1 = (A−1)k, AkAm = Ak+m, (Ak)m = Akm；注意这里的 k 和 m 不一定需要
非负，事实上负数就是逆矩阵的幂次或幂次的逆，如 A−2 = (A−1)2 = (A2)−1；

(5) 若 A 和 B 可逆，则 A 6= O 且 B 6= O 能推出 AB 6= O，并且 A 可逆且 AB = O 可
以推出 B = O. 除此之外还有消去律成立，即 A 6= O 则有 AB = AC =⇒ B = C

成立.

需要强调的是，我们之后讨论运算性质的时候都是循着类似的思路，考虑加法、数乘、
乘法（2 个相乘，n 个相乘，矩阵的幂）、逆、转置、共轭等，所以虽然每个地方给出的性
质都很多，但实际上大致研究思路是一致的.

7.3.3 逆矩阵的求解（基本方法 I）

在介绍完性质后我们非常关心如何给定一个具体的矩阵求出它的逆的问题，这里我们
给出第一种基本方法，即基于解方程的方法.

事实上，我们在矩阵乘法一节中就将 AX = b 和 σ(a) = b 联系在一起，其中 σ 在某
组基下表示矩阵为 A. 回顾本讲开头引入可逆矩阵的过程，可逆矩阵 A 应当是可逆线性映
射 σ 关于某组基的表示矩阵. 对于可逆映射而言，首先必须是单射，因此 σ(a) = b 只能有
唯一解，因此 AX = b 只能有唯一解.

事实上我们可以很简便地表达出这个解. 我们在 AX = b 左右同时左乘 A−1（矩阵乘
法不可交换所以必须在同一侧乘），有 A−1AX = A−1b，即 X = A−1b.

因此，当 A 可逆时，对于任意的 b 线性方程组都有唯一解，且解可以被表示为 X =

A−1b 的形式. 因此我们可以通过解线性方程组的方法求解逆矩阵. 我们将通过下面这个例
子详细介绍这种方法的计算过程：
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例 7.7

用上述方法求矩阵 A =


1 −1 1

0 1 2

1 0 4

 的逆矩阵.

解

见教材 132 页例 3.

关于逆矩阵的求解问题，我们将在介绍完初等变换后介绍第二种基本方法，剩余的进
阶解法将在矩阵运算进阶中介绍更多手段，以及我们会介绍矩阵方程求解的方法. 本节我
们囿于一些计算技巧和基本概念暂未引入所以无法完全展开这些技巧.

7.3.4 广义逆矩阵

在本节开头我们提到，逆矩阵是基于方阵定义的. 对于非方阵而言，我们有如下广义
逆的定义，当然不要求读者在这门课中掌握. 对于每一个 m× n 阶矩阵 A，都存在唯一的
n×m 阶矩阵 X，使得：

1. AXA = A；

2. XAX = X；

3. AX 和 XA 均为共轭对称矩阵.

我们称 X 为矩阵 A的 Moore-Penrose广义逆矩阵，记作 X = A†. 此处不赘述其证明和算
法，感兴趣的同学可以自行查阅相关资料. 我们可以从两个角度认识这一定义，首先是取
A 为可逆矩阵，发现此定义是相容的，其次是通过这一矩阵可以获得线性方程组 AX = b

最小二乘解 X = A†b. 广义逆矩阵在各个领域的研究中应用很广泛，所以在此提一下它的
概念.

7.4 矩阵的转置

接下来我们转入具象的矩阵运算中，讨论转置这一运算的性质. 我们首先给出一些基
本的性质：
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7.4.1 基本性质

1. (AT)T = A

2. (A+B)T = AT +BT

3. (λA)T = λAT, λ ∈ F

4. (AB)T = BTAT, (A1A2 · · ·An)
T = AT

n · · ·AT
2A

T
1 , (AT)m = (Am)T

5. (AT)−1 = (A−1)T

关于上述性质我们有如下说明：

1. 从计算角度来看是显然的，简而言之就是矩阵第 i 行变成第 i 列后又变回了第 i 行，
因此矩阵不变；

2–4. 考虑从计算角度验证只需暴力计算即可，至于 4的 n个矩阵的情况只需要从两个相乘
的情况出发数学归纳即可，最后的幂的性质实际上将 (A1A2 · · ·An)

T = AT
n · · ·AT

2A
T
1

中的 Ai 全部取成 A 即可；

5. 请不要忘记验证逆的运算性质的一般方法，我们只需要看到 (A−1)TAT = (AA−1)T =

E，这里第一个等号运用了上面第 4点转置乘法的性质. 从这一式中我们看到 (A−1)T

是 AT 的逆矩阵，因此利用逆的唯一性即可得到 (AT)−1 = (A−1)T；

在熟悉了矩阵的基本运算性质后，我们可以来看下面这个例题进行综合练习：

例 7.8

已知矩阵 A =


a b c

d e f

h x y

 的逆是 A−1 =


−1 −2 −1
2 1 0

0 −3 −1

，

B =


a− 2b b− 3c −c
d− 2e e− 3f −f
h− 2x x− 3y −y

. 求矩阵 X 满足：

X +
(
B(ATB2)−1AT)−1

= X
(
A2(BTA)−1BT)−1

(A+B)
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解

注意到

B = A


1

2 1

1



1

1

−3 1



1

1

−1

 ,

从而 B 由 A 经过有限次初等变换得到，因 A 可逆，故 B 可逆. 一方面

LHS = X +
(
B
(
ATB2

)−1
AT
)−1

= X +B,

另一方面

RHS = X
(
A2
(
BTA

)−1
BT
)−1

(A+B) = XA−1(A+B),

于是 X = A = (A−1)−1 =


− 1

3
1
3

1
3

2
3

1
3
− 2

3

−2 −1 1

.

关于转置我们还有一个重要的例题需要读者掌握：

例 7.9

设 α = (1,−1, 2)T, β = (3, 1,−2)T, A = αβT，求 An.

解

由于 A2 = αβTαβT = α(βTα)βT = kA，其中 k = βTα = −2，则 A2 = −2A. 则可

递推得到 An = (−2)n−1A = (−2)n−1


3 1 −2
−3 −1 2

6 2 −4

，原因在于 An 展开后中间会

出现 n− 1 个 βTα.

事实上，在将来讲解矩阵运算技巧时我们还会大量运用本题的技巧，因此请读者务必
重视本题.
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7.4.2 对阵矩阵与反对称矩阵

定义 7.4

设 A = (aij)n×n，如果 ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n} 均有 aij = aji，则称 A 为对称矩阵. 若
均有 aij = −aji，则称 A 为反对称矩阵.

由定义易知 A 为对称矩阵的充要条件为 A = AT，A 为反对称矩阵的充要条件为
A = −AT.

例 7.10

证明以下几点性质：

1. 反对称矩阵主对角元均为 0；

2. AAT 和 ATA 均为对称矩阵；

3. 设 A,B 为 n 阶对称和反对称矩阵，则 AB +BA 是反对称矩阵；

4. 对称矩阵的乘积不一定对称；

5. 可逆的对称（反对称）矩阵的逆矩阵也是对称（反对称）矩阵.

解

1. 由于 A 为反对称矩阵，因此根据定义有 aii = −aii，即 aii = 0；

2. 由于 (AAT)T = (AT)TAT = AAT，因此 AAT 为对称矩阵；同理可证 ATA 为
对称矩阵；

3. 由于 A,B 分别为对称和反对称矩阵，因此 (AB + BA)T = BTAT + ATBT =

−AB −BA = −(AB +BA)，因此 AB +BA 为反对称矩阵；

4. 注意 (AB)T = BTAT = BA，因为矩阵乘法不一定可交换，因此 AB 不一定对
称；

5. 因为 A 可逆有 (A−1)T = (AT)−1 = A−1，因此 A−1 为对称矩阵；同理可证 A

反对称的情况.

事实上，关于对称矩阵和反对称矩阵的性质还有很多，我们将它们放在习题中供读者
作为练习. 经过前面的讨论，我们已经看到转置和对称矩阵之间的关联，因此我们在之后
在处理一些对称性很强的问题时，实际上都可以考虑利用转置来解决，例如：
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例 7.11

a, b, c, d 是四个实数. 证明


a2 + b2 = 1

c2 + d2 = 1

ac+ bd = 0

成立的充分必要条件是


a2 + c2 = 1

b2 + d2 = 1

ab+ cd = 0

.

解

设 A =

(
a b

c d

)
，则有

AAT =

(
a2 + b2 ac+ bd

ac+ bd c2 + d2

)
, ATA =

(
a2 + c2 ab+ cd

ab+ cd b2 + d2

)
.

因此题中的充要条件可以转化为 AAT = E 是 ATA = E 的充要条件. 这是显然的，
因为 AAT = E ⇐⇒ A−1 = AT ⇐⇒ ATA = E 成立.

7.5 矩阵的共轭

在将来的讨论中我们有时还会涉及到复矩阵的情况（即矩阵中元素为复数），因此我们
需要引入矩阵的共轭的概念. 我们首先给出矩阵的共轭的定义（研究其对应的线性映射的
意义不大，因此此处不介绍）：

定义 7.5

设 A = (aij)m×n，则 A 的共轭矩阵为 A = (aij)m×n.

由此可见，复矩阵的共轭就是对其中每个元素取了共轭. 我们可以很容易地验证共轭
矩阵的运算性质：

1. A+B = A+B

2. λA = λA

3. AB = AB（n 个矩阵同理）；Am = A
m

4. AT = (A)T

5. A−1 = A
−1
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7.6 分块矩阵

矩阵分块在矩阵计算中是非常核心的一种手段，这可以使得我们将大矩阵分为更容易
处理的小矩阵，结合并行计算等工具能大大加速矩阵计算. 除此之外，基于分块矩阵的初
等变换也是研究矩阵求逆、矩阵的秩以及矩阵分解等多个问题的重要工具.

定义 7.6

一般地，对于m×n矩阵 A，如果在行的方向分成 s块，在列的方向分成 t块，就得到
A 的一个 s× t 分块矩阵，记作 A = (Akl)s×t，其中 Akl (k = 1, . . . , s, l = 1, . . . , t)

称为 A 的子块.

实际上上述表示方法就是将一般矩阵表示 A = (aij)m×n 中的 aij 替换为了小块矩阵,
字母含义并无变化，内层代表索引，外层代表总行列数（只是分块矩阵是块索引和块数）.
我们接下来考察分块矩阵的运算性质.

1. 分块矩阵的加法：设分块矩阵 A = (Akl)s×t, B = (Bkl)s×t. 如果 A 与 B 对应的子
块 Akl 和 Bkl 都是同型矩阵，则

A+B = (Akl +Bkl)s×t

由此我们看到分块矩阵加法要求小块形状和行列分块数都一致，实际上回顾一般矩阵
加法要求矩阵完全同型即可理解这一要求.

2. 分块矩阵的数乘：设分块矩阵 A = (Akl)s×t，λ 是一个数，则

λA = (λAkl)s×t

实际上数乘最好理解，因为如此计算的效果相当于一般矩阵数乘的效果，即给每个元
素都乘以一个常数 λ.

3. 分块矩阵的乘法：设 A = (aij)m×n, B = (bij)n×p，如果把 A,B 分别分块为 r× s 和
s× t 分块矩阵，且 A 的列分块法与 B 的行分块法相同（注意这些条件始终保证可乘
性成立），则

AB =


A11 A12 · · · A1s

A21 A22 · · · A2s

...
... . . . ...

Ar1 Ar2 · · · Ars




B11 B12 · · · B1t

B21 B22 · · · B2t

...
... . . . ...

Bs1 Bs2 · · · Bst

 = C = (Ckl)r×t

其中 C 是 r× t 分块矩阵，且 Ckl 与一般矩阵计算类似，即为 A 第 k 行块 B 的 l 列
块对应元素相乘后相加，即

Ckl = Ak1B1l +Ak2B2l + · · ·+AksBsl, k = 1, . . . , r, l = 1, . . . , t
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4. 分块矩阵的转置：大、小矩阵都要转置，这是分块矩阵与普通矩阵的一大性质差异；即
s× t 分块矩阵 A = (Akl)s×t 转置后 AT = (Blk)t×s 为 t× s 分块矩阵，且 Blk = AT

kl.

例如

(
A11 A12

A21 A22

)T

=

(
AT

11 AT
21

AT
12 AT

22

)
.

5. 分块矩阵的共轭：事实上就是每个小分块都取共轭即可：

A = (Akl)s×t

补充以下注意事项：

1. 常见的行列分块方法：将矩阵按行/列分块，注意 A(β1, . . . , βn) = (Aβ1, . . . , Aβn) 成
立，但当 A 在右侧时并不可乘，因为 β 是列向量，只有当 A 为行向量时才能使 βA

乘法是有意义的. 事实上按行分块也有对称的结论，即写成

A =


A1

...
As


时，我们有

AB =


A1B
...

AsB

 .

2. 分块矩阵求逆通常有两种方法，其一直接使用设未知数的方式完成，我们下面将给出
例子，当然也可以利用后续介绍的分块矩阵初等变换进行解决：

例 7.12

设 n 阶矩阵 A 分块为 A =

(
B O

C D

)
，其中 B,D 分别为 k 阶、m 阶矩阵，求

当 B,D 可逆时的 A−1.

解

本题我们使用的方法非常直接，就是直接设出 A−1 的形式，然后验证即可. 之
后我们还会学习一种基于分块矩阵初等变换的进阶方法（事实上考试如果考察
的话基本是本题的解法，分块矩阵初等变换是在教材中是小字部分）. 设 A−1 =
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(
X Y

Z T

)
，其中 X,T 分别为 k,m 阶矩阵，那么我们有

(
B O

C D

)(
X Y

Z T

)
=

(
BX BY

CX +DZ CY +DT

)
=

(
Ek O

O Em

)
,

又由题意 A 可逆有 B,D 可逆，因此 BX = Ek 可得 X = B−1，BY = O 可得
Y = O，CY +DT = DT = Em 可得 T = D−1，CX+DZ = CB−1+DZ = O

可得 Z = −D−1CB−1，因此

A−1 =

(
B−1 O

−D−1CB−1 D−1

)
.

3. 分析分块矩阵与普通矩阵的运算性质的异同：

(1) 分块矩阵转置需要注意大矩阵小分块都要转置；

(2) 分块矩阵每一块不一定是数，而是矩阵，因此小分块中出现 −1 表示小分块求逆，
但如果是一般矩阵就是矩阵元素直接求倒数即可；

(3) 分块矩阵加法乘法一定要保证块大小对应，否则不可加、不可乘；

(4) 其他很多性质都是将单个元素推广为一块，例如满足可加、可乘后的加法、乘法
计算.

例 7.13

设

A =



1 2 0 0 0

2 5 0 0 0

0 0 −2 1 0

0 0 0 −2 1

0 0 0 0 −2


, B =



1 0 1 0

−1 2 3 0

1 2 0 4

0 1 2 4

0 0 1 4


利用分块矩阵的方法，求 A2, AB, AT, A−1.

解

将 A 和 B 分别分块为

A =

(
A1 O

O A2

)
, B =

(
B1 B2

B3 B4

)
,
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其中 A1 =

(
1 2

2 5

)
, A2 =


−2 1 0

0 −2 1

0 0 −2

 , B1 =

(
1 0

−1 2

)
, B2 =

(
1 0

3 0

)
, B3 =


1 2

0 1

0 0

 , B4 =


0 4

2 4

1 4

. 因此 A2 =

(
A2

1 O

O A2
2

)
, AB =

(
A1B1 A1B2

A2B3 A2B4

)
, AT =

(
AT

1 O

O AT
2

)
, A−1 =

(
A−1

1 O

O A−1
2

)
. 上面的具体展开计

算略过，我们这里只需要体会分块矩阵的运算性质即可.

在这个例子中我们可以得到一个很关键的经验：分块对角矩阵求逆实际上就是对每一
个分块求逆.

内容总结
引入矩阵后，我们一方面可以成功将线性方程组（矩阵表达的形式）解的本质理论的

探究与之前所学习的线性空间、线性映射结合，从而迈出了里程碑式的一步；另一方面有
形的矩阵表达使得我们可以引入更多的计算技巧和工具，使我们未来的研究相对于前述章
节而言更为具象.

本讲是至关重要的一讲，因为我们尝试利用坐标映射将之前抽象的线性空间和线性映
射转化为具象的数字表达，使得我们之后的研究更加具体. 我们首先介绍了线性映射矩阵
表示的概念，给出了一个重要的例子，同时从反面给出了错误解法，希望读者务必厘清这
其中涉及的各种概念和方法. 接下来我们证明了线性映射构成的线性空间与矩阵构成的线
性空间同构，同时引入了矩阵的加法和数乘——这与线性映射的加法和数乘是完全对应的.
最后我们通过线性映射的复合引入了矩阵乘法，介绍了矩阵乘法的性质（特别注意与数的
乘法不同的点，例如不一定交换，不一定可消去等），介绍了矩阵多项式的计算——这与
中学里学习的因式分解、二项式展开等较为相关. 当然介绍矩阵乘法时我们也说明了线性
方程组如何用矩阵乘法表示，说明了矩阵乘法左乘和右乘与行、列线性组合的关联，也阐
释了两个记号的统一性，这些都是希望读者能够理解的，因为一般教材对于这些内容都持
“默认” 态度，但实践中发现同学们存在较多问题，因此在此都进行了详细讲解.

习题

在数学的天地里，重要的不是我们知道什么，而是我们怎么知道什么.

——毕达哥拉斯

A 组
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1. 证明：若 AB = BA，AC = CA，则 A,B,C 为同阶方阵，且

A(BC) = (BC)A, A(B + C) = (B + C)A.

2. A,B 都是 n 阶矩阵，求下列等式成立的充分条件：

(1) (A+B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 +B3；

(2) (A+B)(A−B) = A2 −B2.

3. 设 A 是 n 阶方阵且 An = O，证明：

(En −A)(En +A+A2 + · · ·+An−1) = En.

B 组

1. 设 B = {β1, β2, . . . , βn}是实数域 R上的线性空间 V 的一组基，T ∈ L(V ), T (β1) =

β2, T (β2) = β3, . . . , T (βn−1) = T (βn), T (βn) =
n∑

i=1

aiβi(ai ∈ R)，求 T 关于基 B 的

表示矩阵，并求在什么条件下 T 是同构映射.

2. 已知 f1 = 1− x, f2 = 1 + x2, f3 = x+ 2x2 是 R[x]3 中三个元素，σ 是 R[x]3 上的线
性变换且满足 σ(f1) = 2 + x2, σ(f2) = x, σ(f3) = 1 + x+ x2.

(1) 证明：f1, f2, f3 构成 R[x]3 的一组基；

(2) 求 σ 在基 f1, f2, f3 下的矩阵；

(3) 设 f = 1 + 2x+ 3x2，求 σ(f).

3. 设 V = M2(R) 是 R 上所有 2× 2 矩阵构成的实数域上的线性空间. 已知

A =

(
1 −1
λ 1

)
(λ ∈ R), B =

(
1 2

−1 −1

)

(1) 证明：φ(X) = AXB 为 V 上的线性变换；

(2) 证明：λ 6= −1 时，φ 为可逆线性变换；

(3) λ = −1 时，求 φ 的像空间和核空间；

(4) 将 (3) 中的值域扩充为 V 的一组基，并求 φ 在这组基下的矩阵.

4. 设矩阵空间 R2×2 的子空间为

V = {X = (xij)2×2 | x11 + x12 + x21 = 0, xij ∈ R}

V 中的线性变换为 σ(X) = X +XT，求 V 的一组基，使得 σ 在该基下的矩阵表示
为对角矩阵.
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5. 设 R[x]4 是数域 R 上次数小于 4 的多项式所构成的线性空间（约定零多项式次数为
−∞）. M2(R) 是 R 上 2 阶方阵所构成的线性空间. 定义 T : R[x]4 → M2(R) 如下：
对 f(x) ∈ R[x]4，

T (f(x)) =

(
f(0) f(1)

f(−1) f(0)

)
(1) 求出 T 的核空间 N(T ) 和像空间 R(T )；

(2) 求 T 在 R[x]4 和 M2(R) 的基下的矩阵表示.

6. 设 A =


1 −1 −1
−1 1 1

0 −4 2

 , ξ1 = (−1, 1,−2)T.

(1) 求满足 Aξ2 = ξ1 及 A2ξ3 = ξ1 的所有 ξ2, ξ3；

(2) 证明：ξ1, ξ2, ξ3 线性无关.

7. 若 f(x) 是 x 的实系数 m 次多项式：

f(x) = amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0

则有矩阵多项式：

f(A) = amA
m + am−1A

m−1 + · · ·+ a1A+ a0E

其中 A0 = E.

(1) 若 A 为对角矩阵 B =

(
λ1 0

0 λ2

)
，证明：f(A) =

(
f(λ1) 0

0 f(λ2)

)
；

(2) 若 A = P−1BP，证明：f(A) = Pf(B)P−1.

C 组

1. 若 n阶方阵 A1, A2, . . . , Am 满足 A2
i 6= O (i = 1, 2, . . . ,m)，且当 i 6= j 时 AiAj = O，

证明：m ⩽ n.
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8
相抵标准形

我们将分别从线性映射的角度和矩阵的角度推导相抵标准形的存在性.

8.1 相抵标准形

8.2 矩阵的秩

我们首先给出矩阵的三个秩的定义：

定义 8.1

设 A 是线性映射 σ 对应的矩阵，我们把 σ 的秩也称为矩阵 A 的秩，记为 r(A)，有
时也简记为 r. 我们将矩阵 A 的所有行向量组成的秩称为 A 的行秩，常记为 rr. 所
有列向量组成的向量组的秩称为 A 的列秩，常记为 rc.

对于以上定义的三个秩，我们有定理如下，这一定理无论是证明还是结果都非常关键：

定理 8.1

任意矩阵 A = (aij)m×n 的秩 = 行秩 = 列秩.

定理的证明我们分为两步：

1. 证明矩阵的秩 = 列秩

159
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证明

设 σ : V1 → V2，A 是 σ 关于 V1 和 V2 的基 B1 = {α1, . . . , αn} 和 B2 =

{β1, . . . , βm} 的矩阵. 由线性映射矩阵表示的定义可知，矩阵的列向量组就是
向量组 S = {σ(α1), . . . , σ(αn)} 在基 B2 下的坐标按列排列.
回忆坐标映射是同构映射，由定理 5.12，S 和 A的列向量组秩相等. 又根据线性
映射像空间的求解，dim imσ = r(S)，且根据矩阵的秩的定义 r(A) = dim imσ，
而 A 列向量组的秩也就是列秩 rc，因此我们有 r(A) = rc. □

2. 证明矩阵的行秩 =列秩：行秩等于列秩有四样证法，你知道么？接下来我们先给出两
种证明，在介绍相抵标准形后给出第三种证明，最后一种我们放在内积空间中介绍.

(1)（证法一，《大学数学：代数与几何》证明方法）

证明

设 A 的行秩为 rr，即 A 有 rr 个线性无关的行向量，记为 α1, . . . , αrr . 因
此所有行向量都可以被这 rr 个行向量线性表示，即

αi =

rr∑
k=1

cikαk i = 1, 2, . . . ,m

我们将 αi 展开为行向量形式有

(ai1, . . . , ain) =

rr∑
k=1

(cikak1, . . . , cikakn) i = 1, 2, . . . ,m

故每一项可以写为 aij =

rr∑
k=1

cikakj , i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n. 因此

每一列可以写为
a1j
...

amj

 =

rr∑
k=1

akj


c1k
...
cmk

 j = 1, 2, . . . , n

上式表明 A 的所有列向量都可以被 rr 个列向量 (c1k, . . . , cmk)
T, k =

1, 2, . . . , rr 线性表示，因此 A 的列秩 rc ⩽ rr.
由于上面的推导对任意矩阵都成立，我们考察 A 的转置 AT，我们也可以
得到 AT 的列秩小于等于 AT 的行秩，也就是 A 的行秩小于等于 A 的列
秩，即 rr ⩽ rc，因此我们有 rr = rc. □

(2)（证法二，《线性代数应该这样学》证明方法，需要基于对偶映射）
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证明

设 A 是 σ : V →W 在 V 和 W 一组基下的矩阵，由对偶映射矩阵表示可
知，AT 是 σ∗ :W ∗ → V ∗ 在 W ∗ 和 V ∗ 对偶基下的矩阵，故我们有：

A 的列秩 = dim imσ = dim imσ∗ = AT 的列秩 = A 的行秩.

其中第 1,3 个等号来源于矩阵的秩 = 列秩，第 2 个等号来源于??. □

关于这一定理，我们有以下几点补充说明：

1. 矩阵的秩等于列秩的证明我们复习了同构的性质. 事实上这一结论还可以告诉我们，
无论是 σ 在哪组基下的表示矩阵，都有相同的秩；除此之外，这一定理使得我们可以
将求矩阵的秩的问题转化为求矩阵行/列极大线性无关向量组的问题；

2. 行秩等于列秩的第一种证明给了我们两个启示：

(1) 我们在证明过程第二步证明反向不等式的时候直接考察了转置矩阵得出结论，这
一思想在将来一些秩的等式/不等式的证明中也是常见的，因为转置就是将行和
列互换，所以特别适合于这种证明；

(2) r(A) = r(AT)，即矩阵转置不改变矩阵的秩. 事实上根据这一定理我们有 AT 的
行秩 =A 的列秩 =A 的秩 =A 的行秩 =AT 的列秩 =AT 的秩.

除此之外，我们可以仔细品味以下行秩 = 列秩这一结论. 这表明我们随手写任意一
个矩阵，它行向量组的秩和列向量组的秩就一定是相等的——明明是很杂乱无章的数
字排列，却有这么一个和谐而美观的性质，着实令人赞叹. 事实上，行秩 = 列秩还有
更深层的含义等待我们在后续章节中逐步揭示，届时我们也将给读者一个比较完整的
对矩阵转置的理解.

除此之外，我们还应强调以下结论，在后续研究线性方程组解的性质时是常用的：

定理 8.2

线性映射是单射当且仅当其矩阵表示为列满秩矩阵，线性映射是满射当且仅当其矩
阵表示为行满秩矩阵.

证明

设 σ : V → W，其中 dimV = n，dimW = m，且 σ 的矩阵表示为 A，则 A 是
m× n 矩阵.

1. σ 是单射 ⇐⇒ dimkerσ = 0 ⇐⇒ dim imσ = dimV − dimkerσ = n ⇐⇒
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r(A) = n ⇐⇒ A 是列满秩矩阵；

2. σ 是满射 ⇐⇒ dim imσ = m ⇐⇒ r(A) = m ⇐⇒ A 是行满秩矩阵.

特别注意 A 是 m× n 矩阵，因此上述两式的最后两个等价条件成立. □

我们需要注意，虽然之前证明矩阵的秩 = 列秩时我们将列秩和像空间的秩等同，但
这里列满秩是和单射等同的，不要混淆. 事实上先证明出单射等价于列满秩，再利用?? 可
知满射等价于行满秩，因为综合可得 σ 是单射 ⇐⇒ σ∗ 是满射 ⇐⇒ A 是列满秩矩阵
⇐⇒ AT 是行满秩矩阵，结合 AT 是 σ∗ 的表示矩阵可知满射等价于行满秩.

事实上，通过矩阵的秩的学习我们还总结可逆矩阵的几个等价条件：

定理 8.3

设 A ∈Mn(F)，则下列命题等价：

(1) A 可逆；

(2) r(A) = n；

(3) A 的 n 个行（列）向量线性无关；

(4) 齐次线性方程组 AX = 0 只有零解.

证明

相信读者在学习了未竟专题一，或者在学习数学分析或微积分等课程时已经了解了
如何推导等价条件，即只需要找到一条逻辑循环链路即可.

(1) =⇒ (2) A 可逆我们有 A 对应的线性映射为可逆映射（既单又满），由定理 8.2 可知 A

的行列秩都为 n，即 r(A) = n；

(2) =⇒ (3) r(A) = n，则 A 的行列秩都为 n，即 A 的 n 个行（列）向量线性无关；

(3) =⇒ (4) 设 A 的 n 个列向量为 β1, . . . , βn，则 AX = 0 等价于 x1β1 + · · · + xnβn = 0，
由于 β1, . . . , βn 线性无关，故 x1 = · · · = xn = 0，即 AX = 0 只有零解；

(4) =⇒ (1) 只有零解表示 A 经过初等行变换 P1, . . . , Ps 后得到了单位矩阵 E，即

Ps · · ·P1A = E

又初等矩阵可逆，则 A = (Ps · · ·P1)
−1，又由可逆矩阵的乘积仍然可逆，则 A

可逆.

□
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事实上，在学完行列式后这一命题还可以增加一个行列式 |A| 6= 0 的等价条件.

8.3 三个重要的定理

这一讲我们将讨论三个容易混淆但各有十分重要内涵的定理. 其中第一个定理引入过
渡矩阵且与矩阵的秩有较大关联，后面两个定理放在一起讨论是为了说明这三个看起来很
类似的定理的本质区别. 在讨论第一个定理前我们首先介绍过渡矩阵（变换矩阵）的概念.

定义 8.2

设 B1 = {α1, α2, . . . , αn} 与 B2 = {β1, β2, . . . , βn} 是线性空间 V (F) 的任意两组基，
B2 中每个基向量被基 B1 表示为

β1 = a11α1 + a21α2 + · · ·+ an1αn

β2 = a12α1 + a22α2 + · · ·+ an2αn

...

βn = a1nα1 + a2nα2 + · · ·+ annαn

将上式用矩阵表示为

(β1, β2, . . . , βn) = (α1, α2, . . . , αn)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann


我们将这一矩阵称为即 B1 变为基 B2 的变换矩阵（或过渡矩阵）.

简单而言 B1 变为基 B2 的过渡矩阵就是将 B2 中的向量在 B1 下的坐标按列排列. 关
于这一定义，我们有以下几点需要强调：

1. 在之后的讨论或者题目中需要特别注意说的是 B1 变为基 B2 的过渡矩阵还是反过来
基 B2 变为基 B1 的过渡矩阵；

2. 注意过渡矩阵一定是基与基之间的表示矩阵，一般的向量组之间不称过渡矩阵；

3. 过渡矩阵一定是可逆矩阵，且 B1 变为基 B2 的过渡矩阵的逆矩阵就是 B2 变为基 B1

的过渡矩阵. 我们将首先介绍几个更一般的定理，然后这里的结论就会是显然的.
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定理 8.4

设 α1, α2, . . . , αn 是线性无关的向量组，且

(β1, β2, . . . , βs) = (α1, α2, . . . , αn)A

则向量组 β1, β2, . . . , βs 的秩等于矩阵 A 的秩.

证明

由定义，A 的各列是向量组 β1, β2, . . . , βs 在线性无关向量组 α1, α2, . . . , αn 下的坐
标. 我们知道向量和坐标之间存在坐标映射这一同构映射，故向量组 β1, β2, . . . , βs

的秩等于矩阵 A 的列秩，即 r(β1, β2, . . . , βs) = r(A). □

根据这一定理我们代入过渡矩阵的场景，此时线性无关向量组 α1, α2, . . . , αn 是一组
基，β1, β2, . . . , βn 也是线性无关的一组基，因此 A 的秩等于 n，即 A 行、列都满秩，对应
的线性映射既满射又是单射，因此 A 可逆.

定理 8.5

已知 βi = a1iα1 + a2iα2 + · · · + aniαn, i = 1, 2, . . . , n，且 A = (aij) 可逆，则
α1, α2, . . . , αn 与 β1, β2, . . . , βn 等价.

证明

由题意已经可知，向量组 β1, β2, . . . , βn 可以被向量组 α1, α2, . . . , αn 线性表示，要
证明两个向量组等价，我们只需反过来再证明向量组 α1, α2, . . . , αn 可以被向量组
β1, β2, . . . , βn 线性表示即可. 由题意，

(β1, β2, . . . , βn) = (α1, α2, . . . , αn)A,

由于 A 可逆，故 A−1 存在，因此我们在上式等式两端同时乘以 A−1，即可得到

(α1, α2, . . . , αn) = (β1, β2, . . . , βn)A
−1.

由此可知向量组 α1, α2, . . . , αn 也可以被向量组 β1, β2, . . . , βn 线性表示，得证. □

很显然，这一证明的关键步骤也可以用来说明基 B1 变为基 B2 的过渡矩阵的逆矩阵
是 B2 变为基 B1 的过渡矩阵，因为过渡矩阵可逆，我们只需要将上述定理中的 αi 和 βi

分别替换为基向量组即可. 我们来看一个例子：
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例 8.1

已知 β1 = α2 +α3, β2 = α1 +α3, β3 = α1 +α2，证明 α1, α2, α3 与 β1, β2, β3 等价.

解

事实上，(β1, β2, β3) = (α1, α2, α3)


0 1 1

1 0 1

1 1 0

，而

0 1 1

1 0 1

1 1 0

可逆（可以由定理 8.3

（3）（4）很容易验证），故 α1, α2, α3 与 β1, β2, β3 等价.

有了上述内容的铺垫，我们可以开始介绍本节三个重要定理中的第一个：

定理 8.6 基的选择对向量坐标的影响

设线性空间 V 的两组基为 B1 和 B2，且基 B1 到 B2 的变换矩阵（过渡矩阵）为 A，
如果 ξ ∈ V (F) 在 B1 和 B2 下的坐标分别为 X 和 Y，则 Y = A−1X.

上述即教材定理 4.10，描述同一个向量在不同基下坐标之间的关系. 证明是简单的：

证明

由题意，ξ 在两组基下有如下两种坐标表示：

ξ = (α1, . . . , αn)X = (β1, . . . , βn)Y.

将过渡矩阵的条件 B2 = B1A，即 (β1, . . . , βn) = (α1, . . . , αn)A 代入上式可得：

ξ = (α1, . . . , αn)X = (α1, . . . , αn)AY.

又由于 ξ 在线性无关向量组 α1, . . . , αn 下的坐标唯一，故我们有 X = AY，即 Y =

A−1X. □

接下来我们来看第二个重要的定理：

定理 8.7 线性映射对向量坐标的影响

设 σ ∈ L(V1, V2) 关于 V1 和 V2 的基 B1 和基 B2 的矩阵为 A = (aij)m×n，且 α

与 σ(α) 在基 B1 = (α1, . . . , αn) 和 B2 = (β1, . . . , βm) 下的坐标分别为 X 和 Y，则
Y = AX.
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证明

设 X = (x1, . . . , xn)
T, Y = (y1, . . . , ym)T，由题意可知

σ(α) = σ(x1α1 + · · ·+ xnαn)

= x1σ(α1) + · · ·+ xnσ(αn)

= (σ(α1), . . . , σ(αn))X = (β1, . . . , βm)AX

又由于 σ(α) 在线性无关向量组 β1, . . . , βm 下的坐标唯一，故我们有 Y = AX. □

上述即教材定理 4.1，这一定理给出一个向量经过线性映射之后，其坐标的变化. 我们
可以用下图表示：

V W

Fn Fm

表示矩阵：A

同构 同构

σ(α) = Aα

解释如下：我们可以取任意的线性映射 τ : V → W，在 V 和 W 的基 B1 和 B2 下的
矩阵表示为 A. 我们知道 V 和 W 中的向量在基下的坐标分别是 Fn 和 Fm 中的向量.

根据定理 8.7，τ(α) = β 中 β 和 α 坐标之间的关联为 Y = AX，这就相当于在 Fn 和
Fm 中的向量之间建立了一个与 τ : V →W 同步的映射 σ(X) = AX，每当 V 中向量经过
τ 映射后，它的坐标也就经过了 σ 的映射.

我们再来看一个例子：

例 8.2

设 σ : Fn → Fm，定义为 σ(X) = AX，其中 A = (aij)m×n. 求 σ 在 Fn 和 Fm 自然
基下的表示矩阵.

解

设 Fn 和 Fm 的自然基分别为 ε1, . . . , εn 和 η1, . . . , ηm，其中 εi 和 ηj 分别是第 i 个
和第 j 个位置为 1，其余位置为 0 的向量.
由于 σ(εi) = Aεi = (a1i, . . . , ami)

T = (eta1, . . . , ηm)Ai，其中 Ai 是 A 的第 i 列，故
σ(ε1, ε2, . . . , εn) = (η1, . . . , ηm)A，即 σ 在 Fn 和 Fm 自然基下的表示矩阵为 A.
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我们会惊奇地发现，定义成 σ(X) = AX 的映射在向量空间自然基下的矩阵表示就是
A！即我们讨论的 τ : V → W 和 σ 不仅可以视为同步进行的映射，它们的矩阵表示也是
一致的，只要 σ 取在自然基下的矩阵. 有了这样一个结论后，从今往后我们只要看到一个
矩阵 A，要联系它的线性映射时，我们都可以认为 A 来源于映射 σ(X) = AX 在自然基下
矩阵，因为其它所有的映射 τ 经过上图中的坐标同构变换后都与这一映射完全对应.

事实上，在之后的大量讨论中我们将不区分矩阵和线性映射，其本质也在于任何矩阵
A 都可与 σ(X) = AX 等同，这一点在之后我们会深有体会.

最后我们来看第三个重要的定理：

定理 8.8 基的选择对映射矩阵的影响

设线性变换 σ ∈ L(V, V )，B1 = {α1, . . . , αn}和 B2 = {β1, . . . , βn}是线性空间 V (F)
的两组基，基 B1 变为基 B2 的变换矩阵为 C. 如果 σ 在基 B1 下的矩阵为 A，则 σ

关于基 B2 所对应的矩阵为 C−1AC.

上述即教材定理 7.4，研究同一个映射在不同基下表示矩阵之间的关系. 这一定理的证
明需要用到我们之前证明的

(σ(ε1, ε2, . . . , εn))B = σ((ε1, ε2, . . . , εn)B).

证明

由题意可知 (β1, . . . , βn) = (α1, . . . , αn)C，则有 (α1, . . . , αn) = (β1, . . . , βn)C
−1，代

入已知的 σ 在基 B1 下的矩阵为 A

σ(α1, . . . , αn) = (α1, . . . , αn)A

得
σ((β1, . . . , βn)C

−1) = (β1, . . . , βn)C
−1A.

又左端等于 (σ(β1, . . . , βn))C
−1，故

(σ(β1, . . . , βn))C
−1 = (β1, . . . , βn)C

−1A,

两边同时乘以 C，即可得到 σ 在基 B2 下的矩阵为 C−1AC. □
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例 8.3

已知三维线性空间 V 的线性变换 σ 关于基 α1, α2, α3 所对应的矩阵为
1 2 −1
2 1 0

3 0 1


1. 求 σ 在基 β1, β2, β3 下对应的矩阵 B，其中：

β1 = 2α1 + α2 + 3α3, β2 = α1 + α2 + 2α3, β3 = −α1 + α2 + α3;

2. 求 σ 的值域 σ(V ) 和核 kerσ；

3. 把 σ(V ) 的基扩充为 V 的基，并求 σ 在这组基下对应的矩阵；

4. 把 kerσ 的基扩充为 V 的基，并求 σ 在这组基下对应的矩阵.

解

1. 对新的一组基，使用过渡矩阵进行表达如下：

(β1, β2, β3) = (α1, α2, α3)


2 1 −1
1 1 1

3 2 1

 = (α1, α2, α3)C,

其中 C 是可逆矩阵，且

(α1, α2, α3) = (β1, β2, β3)C
−1,

将上式代入已知条件得

σ((β1, β2, β3)C
−1) = ((β1, β2, β3)C

−1)A,

容易验证（只需利用线性变换和矩阵的等价性然后利用矩阵乘法结合律即可）
上式左端等于 (σ(β1, β2, β3))C

−1，所以

(σ(β1, β2, β3))C
−1 = (β1, β2, β3)(C

−1A),

从而得 σ(β1, β2, β3) = (β1, β2, β3)(C
−1AC)，故 σ 关于基 β1, β2, β3 下对应的

矩阵为

B = C−1AC =


2 1 −1
1 1 1

3 2 1


−1

1 2 −1
2 1 0

3 0 1



2 1 −1
1 1 1

3 2 1

 =


2 0 1

0 2 1

3 1 −1

 .
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2. σ 的值域是 A 列向量组的极大线性无关组，由于 A 的第 1 列可以由第 2 列和
第 3 列线性表示，从而 σ(V ) = span(2α1 + α2,−α1 + α3).

3. 由于 α1 不能由 2α1 + α2 和 −α1 + α3 线性表示，可以把 σ(V ) 的基扩充为 V

的基 {α1, 2α1 + α2,−α1 + α3}，σ 在这个基下对应的矩阵是
1 2 −1
0 1 0

0 0 1


−1

1 2 −1
2 1 0

3 0 1



1 2 −1
0 1 0

0 0 1

 =


0 0 0

2 5 −2
3 6 −2

 .

4. 由于 α1, α2 不能由 α1 − 2α2 − 3α3 线性表示，可以把 Kerσ 的基扩充为 V 的
基 {α1, α2, α1 − 2α2 − 3α3}，σ 在这个基下对应的矩阵是

1 0 1

0 1 −2
0 0 −3


−1

1 2 −1
2 1 0

3 0 1



1 0 1

0 1 −2
0 0 −3

 =


2 2 0

0 1 0

1 0 0

 .

8.4 相抵标准形

接下来我们将开始讨论矩阵的第一个标准形——相抵标准形. 事实上，我们讨论标准
形的目标就是使得线性映射矩阵表示越简单越好，这样将便于我们的计算与研究.

定理 8.9

设 A 是 m× n 矩阵，则存在可逆矩阵 P 和 Q，使得

PAQ =

(
Er O

O O

)
= Ur

其中 Er 表示 r 阶单位矩阵，r = r(A).

证明

这里我们采用一个与教材不同的思路，我们直接找出一组基使得线性映射的矩阵表
示为 Ur，然后再说明这组基与原基的过渡矩阵是 P 和 Q 即可.
设 σ : V →W，且 σ 在 V1 和 V2 的基 B1 = {ε1, . . . , εn} 和 B2 = {η1, . . . , ηm} 下的
矩阵表示为 A.
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现在我们构造 V 和W 的另一组基 B′
1 和 B′

2 使得 σ在这两组基下的矩阵表示为上面
的形式. 我们设矩阵的秩为 r，也就是 σ 像空间的维数为 r，因此核空间维数由线性
映射基本定理为 n−r. 由于 Ur 出现了大量的 0，因此我们应当从 σ核空间的基入手.
我们取 σ 核空间一组基 αr+1, . . . , αn，将其扩充为 V 的一组基 B′

1 = (α1, . . . , αn).
我们进一步观察发现除了 0 之外，Ur 中的元素均为 1，且它们排列在 Er 的对角线
上. 因此我们可以考虑取像空间的一组基 σ(α1), . . . , σ(αr)，将其扩充为 W 的一组
基 B′

2 = (σ(α1), . . . , σ(αr), βr+1, . . . , βm). 至于为什么 σ(α1), . . . , σ(αr) 是像空间的
一组基，我们可以回顾线性映射基本定理的证明.
于是我们有σ(αi) = (σ(α1), . . . , σ(αr), βr+1, . . . , βm)ei i = 1, . . . , r

σ(αi) = 0 i = r + 1, . . . , n

其中 ei 表示第 i 个位置为 1，其余位置全为 0 的列向量. 因此我们根据线性映射矩
阵表示的定义得到

σ(α1, . . . , αr, αr+1, αn) = (σ(α1), . . . , σ(αr), βr+1, . . . , βm)

(
Er O

O O

)
.

进一步假设 B1 到 B′
1 的过渡矩阵为 Q，B′

2 到 B2 的过渡矩阵为 P，由于

σ(ε1, . . . , εn) = (η1, . . . , ηm)A,

代入过渡矩阵的定义可得

σ(α1, . . . , αn)Q
−1 = (σ(α1), . . . , σ(αr), βr+1, . . . , βm)PA

即 σ(α1, . . . , αn) = (σ(α1), . . . , σ(αr), βr+1, . . . , βm)PAQ. 由于线性映射矩阵表示在
确定的基下是唯一的（因为坐标是唯一的），故我们有 PAQ = Ur，其中 P 和 Q 因
是过渡矩阵所以可逆，由此得证. □

上述证明再次利用了线性映射基本定理的证明思想，足以体现这一思想的重要性. 基
于上述定理，我们可以给出矩阵行秩 = 列秩的第三种证明，我们假定此时已经有了矩阵的
秩 = 列秩这一结论：
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证明

设 A 是 m× n 矩阵，r = r(A)，则存在可逆矩阵 P 和 Q，使得

PAQ =

(
Er O

O O

)
.

我们对上式等式两端都取转置，有

QTATPT =

(
Er O

O O

)
.

由此我们知道 r(AT) = r(A). 由矩阵的秩 = 列秩，则 A 的列秩 =AT 的列秩 =A 的
行秩，得证. □

我们回顾这里证明行秩 =列秩的过程：我们利用线性映射像空间与线性映射矩阵表示
证明了矩阵的秩 = 列秩，然后利用线性映射核空间、像空间与线性映射矩阵表示证明了定
理 8.9，取转置后综合以上两点证明了行秩 = 列秩，整个过程更重视从线性映射的角度出
发.

接下来我们将介绍教材中推导定理 8.9 的方法，我们需要首先引入一个基本定理：

定理 8.10

初等变换不改变矩阵的秩（包括行变换和列变换）.

定理的证明很简单，只需对各个初等变换逐一通过计算验证即可，可以参考教材 140–
141 页的证明. 由这一定理我们同样可以证明定理 8.9，因为我们可以通过对任何一个
矩阵做一系列初等行变换 P1, . . . , Ps 得到（行）简化阶梯矩阵，再做一系列初等列变换
Q1, . . . , Qt，即可将矩阵化为 Ur 的形式.

令 P = P1 · · ·Ps，Q = Q1 · · ·Qt，则上述过程可以总结为 PAQ = Ur，且 P 和 Q都是
可逆矩阵，因为初等矩阵都是可逆矩阵，可逆矩阵的乘积仍然为可逆矩阵. 又我们知道 Ur

的行秩 =列秩 = r =矩阵的秩，由定理 8.10可知，Ur 的秩与 A的秩相等，因此 r = r(A)

成立，综上得证.

根据上面的描述，我们正式给出相抵和相抵标准形的定义：

定义 8.3

我们有如下相抵和相抵标准形的定义：

1. 我们称两个矩阵相抵即两个矩阵可以通过一系列初等变换可以互相转化；
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2. 我们称 PAQ = Ur 中的 Ur =

(
Er O

O O

)
为矩阵 A 的相抵标准形，其中 Er 表

示 r 阶单位矩阵，r = r(A).

根据前面的讨论，我们总结出以下几点：

1. 根据定理 8.9，任何矩阵都对应一个相抵标准形，并且所有形状相等（即行列数相等）
且秩相等的矩阵有相同的相抵标准形，即(

Er O

O O

)
m×n

2. 矩阵 A与 B 相抵 ⇐⇒ 存在可逆矩阵 P 和 Q使得 PAQ = B. 原因很简单，只需要
利用定理 8.11，可逆矩阵一定能拆分成若干初等变换的乘积，因此我们可以将 P 和
Q 拆分，那么上面的结论就转化为矩阵相抵的定义；

3. 矩阵 A 与 B 相抵 ⇐⇒ r(A) = r(B). 只需利用定理 8.10 就能轻松得到结论；

我们在这里对初等变换做一个小小的总结. 事实上初等变换只有三个非常重要的性
质，即初等变换可逆，可逆矩阵可以写为初等变换的乘积，以及初等变换不改变矩阵
的秩，只需牢记这三点就能覆盖几乎全部的证明技巧.

4. 事实上，相抵也被称为等价，相抵标准形也被称为等价标准形，原因就在于相抵是矩
阵的一个等价关系. 教材 142 页详细说明了这一点，这里不再赘述. 这里要强调的是，
这一等价关系将矩阵空间 Fm×n 中的全体元素按秩进行了分类，每一类对应的相抵标
准形都是一样的.

例 8.4

设 A =


1 0 2 −4
2 1 3 −6
−1 −1 −1 2

. 求

(1) A 的秩 r 和相抵标准形；

(2) 3 阶可逆矩阵 P 和 4 阶可逆矩阵 Q 使得 PAQ =

(
Er 0

0 0

)
.
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解

1. 利用求解极大线性无关组的方法可以解得 r = 2，因此对应的相抵标准形为
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 .

2. 实际上就是求解如何通过初等变换得到相抵标准形，所有行变换相乘得到 P，
所有列变换相乘得到 Q，此处略去步骤，给出答案为

P =


1 0 0

−2 1 0

−1 1 1

 , Q =


1 0 2 −4
0 1 1 −2
0 0 1 0

0 0 0 1

 .

关于相抵标准形，我们需要在此补充一个常用的技术，即相抵标准形的分解. 事实上
将来讨论其它标准形时我们都会讨论分解问题，因为这能在实际问题中大大降低计算难度，
便于我们进一步讨论.

第一种分解是非常自然的分解，将来相似、相合标准形也会基于这一思想进行分解. 我
们知道，对于矩阵 A 满足 r(A) = r，则存在可逆矩阵 P ′ 和 Q′，使得

P ′AQ′ =

(
Er O

O O

)
,

因此我们可以得到 A = P ′−1

(
Er O

O O

)
Q′−1，即 A 可以分解成一个可逆矩阵、一个相抵

标准形和另一个可逆矩阵的乘积. 记 P = P ′−1，Q = Q′−1，则 A = P

(
Er O

O O

)
Q. 我们

接下来给出一些经典的的例子供读者体会.

例 8.5

设 A 为 n 阶方阵，证明：

1. 存在可逆矩阵 B 和幂等矩阵 C（即满足 C2 = C）使得 A = BC；

2. 存在对称矩阵 B 和可逆矩阵 C 使得 A = BC.
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解

根据相抵标准形分解，设 r(A) = r，则我们有 A = P

(
Er O

O O

)
Q，其中 P 和 Q 都

是可逆矩阵.

1. 第一问难点在于取出这个幂等矩阵，实际上回忆矩阵求幂的技巧，我们可以取

C = Q−1

(
Er O

O O

)
Q，则 C2 = C（因为中间的 QQ−1 会抵消，而相抵标准形

是幂等的），此时 A = BC，令 B = PQ 即可（因为 P 和 Q 都可逆，其乘积
也必定可逆）.

2. 第二问难点在于取出这个对称矩阵，但相信读者在经过上一小问的历练后，应
该会产生一种取到对称矩阵的直觉. 因为标准形是对称的，我们只需要再多

写一个 PT，令 B = P

(
Er O

O O

)
PT，则 B 是对称矩阵，且 A = BC，令

C = (PT)−1Q 即可（注意矩阵可逆则转置也可逆）.

从本例可以看出，很多问题我们需要首先写出分解，然后利用分解去找到符合题目要
求的矩阵来证明（特别利用是方阵的相抵标准形有很多好的性质，如上面的幂等和对称），
在习题中我们会看到更多这样的问题.

另一种分解技巧是更进一步的，此时我们不仅对原矩阵分解，还对相抵标准形做进一

步的分解. 我们对 s× n 矩阵

(
Er O

O O

)
有一种很重要的分解：

(
Er O

O O

)
=

(
Er

O

)(
Er O

)
由此我们可以知道任意一个非零矩阵都可以被分解成一个列满秩矩阵和一个行满秩矩阵的
乘积：

A = P

(
Er O

O O

)
Q = P

(
Er

O

)(
Er O

)
Q

记 P1 = P

(
Er

O

)
，Q1 =

(
Er O

)
Q，则 A = P1Q1，且 P1 和 Q1 分别为列满秩、行满秩

矩阵.

我们简要解释 P1 列满秩的原因，Q1 行满秩类似不再赘述. 由于
(
Er

O

)
是 s× r 矩阵，

且秩为 r，列满秩. P 可逆且为 s × s 矩阵，因此 P1 仍然是 s × r 矩阵. 由于可逆矩阵可
以写成若干初等矩阵乘积，初等变换不改变矩阵的秩，故 r(P ) = r(P1) = r，又矩阵列秩
= 秩，故 P1 列满秩.
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接下来我们来看一个例子进行应用，在介绍这一例子前我们需要首先引入一个概念，
即矩阵的迹：

定义 8.4 迹

A = (aij)n×n 是 n阶方阵，A的主对角线上的元素之和称为 A的迹，记为 tr(A)，即

tr(A) =
n∑

i=1

aii

例 8.6

已知 n 阶矩阵 A 的秩为 1 ，证明：Ak = tr(A)k−1A.

证明

由前述分解可知，此处 r = 1，则有存在可逆矩阵 P = (pij)n×n, Q = (qij)n×n，使得

A = P


1

0
. . .

0

Q = P


1

0
...
0


(
1 0 · · · 0

)
Q = P̃ Q̃,

其中 P̃ = P


1

0
...
0

，Q̃ =
(
1 0 · · · 0

)
Q，则我们可以通过暴力计算不难验证：

Q̃P̃ =
n∑

k=1

pikqkj = tr(A),

从而
A2 = P̃ Q̃P̃ Q̃ = tr(A)P̃ Q̃ = tr(A)A,

进一步地
Ak = P̃ Q̃P̃ Q̃ · · · P̃ Q̃ = tr(A)k−1P̃ Q̃ = tr(A)k−1A.

□

事实上，本题的解答过程给我们了一个很重要的启示，那就是秩为 1 的矩阵一定可以
分解为一个列向量和一个行向量的乘积. 之后我们将利用这一结论来解决一些问题，例如
便于矩阵求幂等.
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除此之外，我们还可以利用相抵标准形解决很多问题，例如下一节中部分秩不等式的
证明，具体应用见例 9.24.

8.5 初等矩阵

接下来一节我们将介绍一种特别的矩阵——初等矩阵. 其中要介绍的初等矩阵和可逆
矩阵的关联将成为我们求解矩阵的逆的一个重要手段，也是后面大量内容的讨论基础，因
此我们在此展开叙述.

8.5.1 基本概念与性质

定义 8.5

将单位矩阵 E 做一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵，与三种初等行、列变换对
应的三类初等矩阵为：

1. 将单位矩阵第 i 行（或列）乘 c，得到初等倍乘矩阵 Ei(c)；

2. 将单位矩阵第 i 行乘 c 加到第 j 行，或将第 j 列乘 c 加到第 i 列，得到初等倍
加矩阵 Eij(c)；

3. 将单位矩阵第 i, j 行（或列）对换，得到初等对换矩阵 Eij .

教材 136 页上方给出了这三类矩阵具体的形状. 事实上，初等矩阵的定义就将我们在
高斯消元法中使用的初等变换的三种形式对应到了矩阵的形式上. 我们很容易通过计算验
证，简而言之，对单位矩阵 E 做了一次初等变换后得到的矩阵 P，乘以其他任何矩阵 A

的效果就是对 A 做了和对 E 做的同样的初等变换.

当我们对矩阵左乘一个初等矩阵时，相当于对矩阵做了对应的初等行变换；右乘一个
初等矩阵时，相当于对矩阵做了对应的初等列变换. 所以在高斯消元法中，假设系数矩阵
为 A，简化阶梯矩阵为 U，我们做的初等行变换分别为 P1, P2, . . . , Pk，则有

PkPk−1 · · ·P2P1A = U.

大家非常关心为什么初等矩阵左乘代表行变换，右乘代表列变换. 事实上读者只需要
回顾矩阵乘法一小节中说明的如下性质：“矩阵 A与 B 相乘，乘积的每一列都是矩阵 A各
列的线性组合，每一行都是矩阵 B 各行的线性组合” 即可. 左乘的时候情况对应于 A 是初
等矩阵，它乘在 B 的左边，那么乘积 AB 的每一行都是 B 的各行的线性组合，即 A 左乘
B 后相对于对 B 进行了行变换. 右乘的情况对应于 B 为初等矩阵，结果 AB 的每一列都
是 A 的各列的线性组合，即 B 右乘 A 后相当于对 A 进行了列变换.
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接下来我们还有几个细节需要讨论：

1. 倍加变化请注意 i 和 j 在行列变换的情况下的不同，行变换是第 i 行乘 c 加到第 j

行，列变换是第 j 列乘 c 加到第 i 列；

2. 注意三类矩阵不是三个矩阵，例如倍乘矩阵乘以哪一行/哪一列，以及乘以多少都是
不唯一的；

3. 三种初等矩阵都是可逆的，且 E−1
i (c) = Ei

(
1

c

)
，E−1

ij (c) = Eij(−c)，E−1
ij = Eij . 原

因非常简单，只需要记住这三类矩阵在单位矩阵基础上做了什么，需要反过来作用什
么来抵消就可以理解；

4. 三种初等矩阵的转置：ET
i (c) = Ei(c)，ET

ij(c) = Eji(c)，ET
ij = Eij，因此初等矩阵

转置前后分别对应于同样的行列变换操作. 例如倍乘行变换表示对第 i 行乘以 c，转
置后如果视为列变换则表示对第 i 列乘以 c，行列操作一致，对换也是如此. 而倍加
Eij(c) 在行变换表示将第 i 行乘 c 加到第 j 行，转置后如果视为列变换，Eji(c) 表示
将第 i 列乘 c 加到第 j 列，这两者在行列操作上保持了一致性.

总结而言就是 P 为初等矩阵，则 PA 和 APT 表示同一个变换，只是把行/列两个字
变了一下.

关于初等矩阵我们有一个相当重要的定理，这一定理在之后很多讨论和解题中都扮演
关键角色：

定理 8.11

任意可逆矩阵都可以被表示为若干个初等矩阵的乘积.

证明

回顾可逆矩阵一节中逆矩阵的求解方法的讨论，当 A 可逆时，线性方程组 AX = b

仅有唯一解，因此其简化阶梯矩阵必然满足行列数相同且对角线上全为 1，事实上这
就是单位矩阵 E.
假设从 A 到 E 所做的初等行变换为 P1, P2, . . . , Pk，则有

PkPk−1 · · ·P2P1A = E.

又初等矩阵可逆且逆矩阵也为初等矩阵，由矩阵乘积的逆的公式有
(PkPk−1 · · ·P2P1)

−1 = P−1
1 P−1

2 · · ·P−1
k−1P

−1
k ，因此 A = P−1

1 P−1
2 · · ·P−1

k−1P
−1
k ，

即 A 可以表示为若干个初等矩阵的乘积. □
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8.5.2 逆矩阵的求解（基本方法 II）

本节我们将基于上述对初等矩阵的讨论给出逆矩阵求解中另一种基本且更常用的方
法. 我们首先给出一个引理：

引理 8.1

设 A 为 n 阶可逆矩阵，如果对 A 和 n 阶单位矩阵 E 做相同的初等行变换，即
P1, P2, . . . , Pk 后 A 变为 E 时，E 变为 A−1.

证明

由题意有 PkPk−1 · · ·P2P1A = E，即 PkPk−1 · · ·P2P1 = A−1，因此对 E 做相同的初
等行变换有 PkPk−1 · · ·P2P1E = A−1E = A−1. □

我们可以将上述过程写成
(
A E

)
初等行变换−−−−−−→

(
E A−1

)
. 事实上初等列变换也有

类似过程： (
A

E

)
初等列变换−−−−−−→

(
E

A−1

)

原因是对 A 做列变换 P1, P2, . . . , Pk 后，A 变为 E，这一过程可以写为 AP1P2 · · ·Pk = E，
因此 P1P2 · · ·Pk = A−1，因此对 E 做相同的列变换有 EP1P2 · · ·Pk = EA−1 = A−1.

注意，上面我们在行变换时将 A 和 E 放在一行是为了方便我们实际操作的时候，我
们可以对 A 和 E 同时做行变换，列变换放在一列表示的原因同理，只是为了实际操作的
时候更容易看清，在后面的例子中我们可以仔细体会到这一点.

注意，基于初等变换的方法是非常重要的，我们很多时候使用的方法就是初等行变换
（列变换也可以用但一般更习惯行变换）. 我们将通过下面这个例子详细介绍这种方法的计
算过程：

例 8.7

用上述方法求矩阵 A =


0 2 −1
1 1 2

−1 −1 −1

 的逆矩阵.

解

见教材 138 页例.
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8.5.3 线性映射与初等变换

我们来看下面这个例子：

例 8.8

设 σ : V →W 为线性映射，取 V 和 W 的基 α1, α2, . . . , αn 和 β1, β2, . . . , βm，且 σ

在这两组基下的矩阵表示为 A = (aij)m×n.

1. 若将 αi 换为 cαi（c 为常数），求 σ 在新基下的矩阵表示；

2. 若将 βi 换为 cβi（c 为常数），求 σ 在新基下的矩阵表示；

3. 若将 αi 换为 αi + kαj（k 为常数），求 σ 在新基下的矩阵表示；

4. 若将 βi 换为 βi + kβj（k 为常数），求 σ 在新基下的矩阵表示；

5. 若将 αi 和 αj 对换，求 σ 在新基下的矩阵表示；

6. 若将 βi 和 βj 对换，求 σ 在新基下的矩阵表示.

解

根据线性映射矩阵表示的定义，即写出

σ(αi) = a1iβ1 + a2iβ2 + · · ·+ amiβm, i = 1, 2, . . . , n,

我们很容易得出下面的结果：

1. 矩阵表示 A1 就是 A 的第 i 列数乘 c；

2. 矩阵表示 A2 就是 A 的第 i 行数乘 1/c；

3. 矩阵表示 A3 就是 A 的第 i 列加上第 j 列数乘 k；

4. 矩阵表示 A4 就是 A 的第 j 行减去第 i 行数乘 k；

5. 矩阵表示 A5 就是 A 的第 i 列和第 j 列对换；

6. 矩阵表示 A6 就是 A 的第 i 行和第 j 行对换.

这一例子给了我们一个很大的启示：我们可以将对于基向量组的上述操作也视为一种
初等变换，那么对基的初等变换的作用效果就是表示矩阵也做了初等变换. 其中对出发空
间的基做变换相当于对矩阵的列做变换；对目标空间的基做变换相当于对矩阵的行做变换.

我们回顾 σ(a) = b和 AX = b之间的关联，其中 A是 σ 在出发空间和到达空间基 B1
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和 B2 下的表示矩阵. 我们说解 X 是 b 在 σ 下的原像在基 B1 下的坐标. 我们回顾高斯消
元法，高斯消元法都在对矩阵进行初等行变换，事实上根据上面例题这对应于对 B2 中的
向量进行初等变换得到 B′

2，但没有影响 B1 中的向量.

因此，对 A 做初等变换得到简化阶梯矩阵 U 后，U 实际上是 σ 在出发空间基 B1 和
到达空间基 B′

2 下的表示矩阵. 因此 UX = b 仍对应于 σ(a) = b，解 X 仍然是 b 在 σ 下
的原像在基 B1 下的坐标，因为 B1 在行变换过程中完全没有变化！这就给高斯消元法使
用初等行变换一个合理的解释——从线性映射的角度来看，虽然矩阵在行变换后发生了变
化，方程从 AX = b 变为 UX = b′，但解不会改变. 但如果做列变换则改变了 B1 得到 B′

1，
这时解 X 将是 b 在 σ 下的原像在基 B′

1 下的坐标，因此会发生改变，所以高斯消元法没
有采用列变换.

除此之外，在后续学习中我们会介绍矩阵的三种标准形，每种标准形都是矩阵在某一
特定的基下的矩阵表示. 事实上我们可以首先写出矩阵在任意一组基下的矩阵表示，然后
通过对矩阵做初等变换得到标准形，同时对基做 “初等变换” 即可得到标准形对应的基. 日
后我们提到矩阵标准形时再进一步讨论这一点，现在可以只留一个印象.

8.6 相抵标准形的应用

内容总结
本讲我们首先从一般线性映射的逆出发引入矩阵的逆运算，并介绍了矩阵的逆的各种

性质（注意没有加法性质），然后介绍了第一种逆矩阵求解的方法，即基于解方程的方法.
之后我们介绍了如何在线性空间的笛卡尔积和商集上定义运算使其构成新的空间——即积
空间和商空间，并简单讨论了其中的映射，得到了一些启示，体验到了从定义线性空间的
运算，到研究线性空间的结构（基和维数），最后利用线性映射同构等给出进一步结论的完
整过程. 需要说明的一点是，尽管商空间看起来不是线性代数的重点，但实际上如果读者
未来能学习到更多的数学课的话，与商空间类似的使用等价类定义的结构是很常见的，因
此很有必要熟悉这其中的思想.

习题

不管数学的任一分支是多么抽象，总有一天会应用在这实际世界上.

——罗巴切夫斯基

A 组

1. 证明：若线性映射 σ ∈ L(V1, V2) 可逆，则其逆映射唯一.
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2. 证明：有一行元素或一列元素全为 0 的 n 阶方阵必定不可逆.

3. 证明：定义 5.6 中定义的线性空间的积构成一个线性空间.

4. 证明以下两个命题：

(1) 设 φ ∈ L(V,F), φ 6= 0. 证明：dimV /(kerφ) = 1；

(2) 设 U 是 V 的子空间且 dimV /U = 1，则存在 φ ∈ L(V,F) 使得 kerφ = U .

B 组

1. 设 A 为 n 阶可逆矩阵，A 的每行各元素之和都等于 k，证明：k 6= 0 且 A−1 的每行

各元素之和都等于
1

k
.

2. 已知矩阵 A =


1 2 a

1 3 0

2 7 −a

 可以通过初等列变换转化为矩阵 B =


1 a 2

0 1 1

−1 1 1

.

(1) 求常数 a；

(2) 求满足 AP = B 的可逆矩阵 P .

3. 设 A1 和 A2 均为 V 的仿射子集，证明：A1 ∩ A2 是 V 的仿射子集或空集（可推广
至任意交）.

4. 设 U 是 V 的子空间，Γ : L(V /U,W )→ L(V,W ) 定义为 Γ(S) = S ◦ π. 证明：

(1) Γ 是线性映射；

(2) Γ 是单的；

(3) imΓ = {T ∈ L(V,W ) | ∀u ∈ U, Tu = 0}.

C 组

1. 设 A,B,C 为二阶复方阵，且 A,B,C 在M2(C)中线性无关. 证明：存在 z1, z2, z3 ∈ C
使得 z1A+ z2B + z3C 为可逆矩阵.

2. 设 v1, . . . , vm ∈ V . 令

A = {λ1v1 + · · ·+ λmvm | λ1, . . . , λm ∈ F 且 λ1 + · · ·+ λm = 1}.

证明：

(1) A 是 V 的仿射子集；

(2) V 的每个包含 v1, . . . , vm 的仿射子集均包含 A；

(3) 存在某个 v ∈ V 和 V 的子空间 U 使得 A = v + U 且 dimU ⩽ m− 1.
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9
矩阵运算进阶

9.1 特殊矩阵

9.1.1 对角矩阵

我们一般记主对角矩阵为 diag(d1, d2, . . . , dn)，准对角矩阵为 diag(A1, A2, . . . , An).

定理 9.1

设 A 是一个 s× n 矩阵，把 A 写成列向量与行向量的形式，分别为

A =
(
α1 α2 · · · αn

)
=


β1

β2
...
βn


则

(
α1 α2 · · · αn

)

d1

d2
. . .

dn

 =
(
d1α1 d2α2 · · · dnαn

)

d1

d2
. . .

dn




β1

β2
...
βn

 =


d1β1

d2β2
...

dnβn
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即 A右乘对角矩阵 diag(d1, d2, . . . , dn)相当于给 A的第 i列元素都乘以 di，A左乘对
角矩阵 diag(d1, d2, . . . , dn)相当于给 A的第 i行元素都乘以 di，其中 i = 1, 2, . . . , n.

定理 9.2

对角矩阵和分块对角矩阵的性质：

1. 对角矩阵 diag(d1, d2, . . . , dn) 可逆当且仅当对角线上元素均不为 0，且此时逆
矩阵为 diag(d−1

1 , d−1
2 , . . . , d−1

n ).

2. 分块对角矩阵 diag(A1, A2, . . . , An) 可逆当且仅当每个分块 Ai 可逆，且此时逆
矩阵为 diag(A−1

1 , A−1
2 , . . . , A−1

n ).

3. 两个对角矩阵 A = diag(a1, a2, . . . , an), B = diag(b1, b2, . . . , bn) 的乘积仍然是
对角矩阵，且 AB = diag(a1b1, a2b2, . . . , anbn).

对于乘方运算，有 Ak = diag(ak1 , ak2 , . . . , akn).

4. 两个准对角矩阵 A = diag(A1, A2, . . . , An), B = diag(B1, B2, . . . , Bn)

中 Ai 和 Bi 是同级方阵，则乘积仍然是准对角矩阵，且 AB =

diag(A1B1, A2B2, . . . , AnBn).

这里需要说明的是，本节定理都是通过简单计算即可验证的，因此在此不给出证明.

9.1.2 上（下）三角矩阵

定理 9.3

已知 A,B 都是上三角矩阵，且设 A 的主对角元素分别为 a11, . . . , ann，B 的主对角
元素分别为 b11, . . . , bnn，则

1. AT, BT 都是下三角矩阵；

2. AB 仍然是上三角矩阵，且 AB 的主对角元素为 a11b11, . . . , annbnn；

3. A 可逆的充要条件是其主对角元均不为 0，且 A 可逆时，A−1 也是上三角矩
阵，并且 A−1 的主对角元素分别为 a−1

11 , . . . , a
−1
nn.

例 9.1

已知 A1, . . . , An 是 n 个对角元都为 0 的上三角矩阵，证明：A1A2 · · ·An = O.
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证明

使用数学归纳法. n = 1 时结论显然成立，现在假设命题对 n − 1 成立，即 n − 1

个对角元都为 0 的 n− 1 阶上三角矩阵的乘积为零矩阵，下面考虑 n 的情况：给定
A1, A2, . . . , An 是 n 个对角元都为 0 的上三角矩阵，记

Ai =

(
Bi ∗
O 0

)
, i = 1, 2, . . . , n.

其中 Bi 是对角元都为 0 的 n− 1 阶上三角矩阵，由归纳假设可知

B1B2 · · ·Bn−1 = O,

于是

A1A2 · · ·An =

(
B1B2 · · ·Bn−1 ∗

O 0

)(
Bn ∗
O 0

)

=

(
O ∗
O 0

)(
Bn ∗
O 0

)
= O.

证毕. □

9.1.3 基本矩阵

只有一个元素为 1，其余元素全为 0 的矩阵称为基本矩阵，第 i 行第 j 列元素为 1 的
基本矩阵记为 Eij，它们具有如下性质（可以联系左右乘对应行列变换进行记忆）：

定理 9.4

基本矩阵计算具有如下性质：

1. AEij 的结果就是把 A 的第 i 列移到第 j 列的位置，其余元素都为 0 的矩阵；

2. EijB 的结果就是把 B 的第 j 行移到第 i 行的位置，其余元素都为 0 的矩阵；

3. EikElj =

Eij k = l

O k 6= l
.
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9.1.4 其他矩阵

其他特殊矩阵如正交矩阵、置换矩阵、幂等矩阵、幂零矩阵等，我们将在后续讲义合
适的位置描述它们的性质，那时我们的讨论不局限于本节的运算性质，会有更多的其它性
质.

9.2 矩阵可交换问题

首先我们需要强调一点：一般来说在本课程中此类问题直接设可交换矩阵的每一个元
素都是未知数即可. 我们来看下面的例子：

例 9.2

求所有与 A 可交换的矩阵，其中

A =


1 0 0

0 1 2

0 1 −2

 .

解

设 B 为与 A 可交换的矩阵，设

B =


a b c

d e f

g h i

 ,

则

AB =


a b c

d+ 2g e+ 2h f + 2i

d− 2g e− 2h f − 2i

 = BA =


a b+ c 2b− 2c

d e+ f 2e− 2f

g h+ i 2h− 2i

 .
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由此可得 

b = b+ c

c = 2b− 2c

d+ 2g = d

e+ 2h = e+ f

f + 2i = 2e− 2f

d− 2g = g

e− 2h = h+ i

f − 2i = 2h− 2i

,

很容易解得 b = c = d = g = 0，且 f = 2h, e = 3h+ i，因此

B =


a 0 0

0 3h+ i 2h

0 h i

 .

对于一些矩阵直接设未知数计算比较复杂，这里我们讨论一个基本的技巧，即利用

∀t, AB = BA ⇐⇒ (A− tE)B = B(A− tE).

这一等式成立是显然的. 运用时难点主要在决定 t 的值，我们要根据矩阵的对角线上元素
来决定，原则是使得 B 与 A− tE 相乘的计算过程更为简单（一般是使得 0 元素更多），这
样解方程也会更轻松. 我们看一个简单的例子来体会：

例 9.3

求与矩阵 A =


3 0 0

−1 3 0

0 −1 3

 可交换的矩阵.

解

由前述分析，取 t = 3 可以使得 A− 3E 对角线上元素全为 0，便于计算，因此我们
只需求与 A− 3E 可交换的矩阵即可. 与例 9.2 同样的设未知数法，具体过程省略得
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到与 A 可交换的矩阵为

B =


a 0 0

b a 0

c b a

 .

事实上，我们有如下关于可交换矩阵更一般的结论：

定理 9.5

1. 与主对角元两两互异的对角矩阵可交换的方阵只能是对角矩阵；

2. 准对角矩阵 A 每个对角分块内对角线元素相同，但不同对角块之间不同，则与
A 可交换的矩阵只能是准对角矩阵；

3. 与所有 n 级可逆矩阵可交换的矩阵为数量矩阵；

4. 与所有 n 级矩阵可交换的矩阵为数量矩阵.

证明

1. 设 B = (bij)n×n 是与 A 可交换的矩阵，由定理 9.1 可知，AB 是 B 的第
i(i = 1, 2, . . . , n) 行元素都乘以 λi 的矩阵，其中 λi 是 A 的第 i 个对角元素，
同理 BA 是 B 的第 j 列元素都乘以 λj 的矩阵，因此考察 AB = BA 第 i 行
j 列元素可知

λibij = λjbij i, j = 1, 2, . . . , n

由于 i 6= j 时 λi 6= λj，因此 bij = 0，即 B 是对角矩阵.

2. 设 A = diag (λ1E1, λ2E2, . . . , λsEs)，其中 Ei 是 mi 阶单位矩阵，m1 +m2 +

· · ·+mk = n，设 B = (bij)n×n 是与 A 可交换的矩阵，将 B 做与 A 一样的分
块，事实上由于分块矩阵乘法和一般乘法的相似性，我们可以完全套用第一点
的证明完成这里的证明，这里不再赘述.

3. 设 C 与所有 n 级可逆矩阵可交换，由前述 1 可知 C 至少是对角矩阵，因为 C

起码要与主对角元两两互异的对角矩阵可交换.

我们将 C 记为 diag (k1, k2, . . . , kn)，进一步地，取可逆矩阵 B = E12 + E23 +

· · · + En−1,n + En1（回顾第 i 行第 j 列元素为 1 的基本矩阵记为 Eij），则
BC = CB 可知

k1E12+k2E23+· · ·+kn−1En−1,n+knEn1 = k2E12+k3E23+· · ·+knEn−1,n+k1En1,

由此可得 k1 = k2 = · · · = kn，即 C = k1E 是数量矩阵.
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4. 设 C 与所有 n 级矩阵可交换，由前述 3 可知 C 至少是数量矩阵，因为 C 起
码要与所有 n 级可逆矩阵可交换. 事实上我们也不难验证数量矩阵与任意矩阵
可交换，因为 AkE = kEA = kA，其中 k 是任意数，E 是 n 级单位矩阵，A
是任意 n 级矩阵. 因此与所有 n 级矩阵可交换的矩阵是数量矩阵.

□

除此之外我们还有一些和特殊的矩阵可交换的结论，我们将在习题中见到它们. 因为
技巧性过强正文中不展开叙述，感兴趣的同学可以参考习题 C 组进行了解.

9.3 矩阵的逆进阶求法

9.3.1 给定多项式求逆矩阵

此类题目出现最为频繁，实际上就是通过一些初中所学的因式分解等基本变换得到需
要求逆的矩阵与另一个矩阵相乘可以得到单位矩阵（的一个倍数）.

例 9.4

设 A 为非零矩阵，且 A3 = O，证明：E +A 和 E −A 都可逆.

证明

事实上 E = E + A3 = (E + A)(E − A + A2)，因此 E + A 可逆（因为可以写出
(E +A)−1 = E −A+A2），同理 E = E −A3 = (E −A)(E +A+A2)，因此 E −A
可逆（因为可以写出 (E −A)−1 = E +A−A2）. □

例 9.5

若 X,Y 是两个列向量，且 XTY = 2，证明：

1. (XY T)k = 2k−1(XY T)；

2. 如果 A = E +XY T，则 A 可逆，并求其逆矩阵.
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证明

1. 事实上 Y TX = XTY = 2，因此

(XY T)2 = X(Y TX)Y T = 2XY T,

由数学归纳法易证 (XY T)k = 2k−1(XY T).

2. 事实上，

A2 = (E +XY T)2 = E + 2XY T + (XY T)2

= E + 2XY T + 2XY T = E + 4XY T

= 4A− 3E,

因此 A2 − 4A + 3E = O，即 A(A − 4E) = −3E，因此 A 可逆，且 A−1 =
1

3
(4E −A).

□

9.3.2 利用分块矩阵初等变换

在分块矩阵中，我们已经讲解了分块矩阵初等变换打洞法的基础题型，这里再给出一
些更一般的例子：

例 9.6

设 A,B 为 n 阶矩阵，证明：E ±AB 可逆 ⇐⇒ E ±BA 可逆.

证明

根据分块矩阵初等变换不改变矩阵的秩，我们有

r

(
E ±BA O

A E

)
= r

(
E ∓B
A E

)
= r

(
E ∓B
O E ±AB

)
,

故 E ±AB 可逆 ⇐⇒ E ±BA 可逆（因为此时上式所有矩阵都可逆）. □

例 9.7

设 A 为 n 阶矩阵，B,C 分别为 n×m 和 m× n 阶矩阵. 证明：Em +CA−1B 可逆
⇐⇒ A+BC 可逆.
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证明

类似于上例，有

r

(
A+BC B

O Em

)
= r

(
A B

−C Em

)
= r

(
A B

O Em + CA−1B

)
,

故 Em + CA−1B 可逆 ⇐⇒ A+BC 可逆. □

事实上，总结上述两题的解决方法，都是将待证明的一个矩阵构成分块矩阵的一部分，
然后利用初等变换变出另一个矩阵，使得这两个矩阵的可逆性相同，从而得到结论.

9.3.3 求逆的分式思想

虽然矩阵没有除法运算，但是我们如果将 (E −A)−1 写成
E

E −A
，再类比泰勒展开

1

1− x
= 1 +

∞∑
n=1

xn x ∈ (−1, 1)

我们可以得到（不严谨！只能用来解题的时候当作初步的思路！）

(E −A)−1 =
E

E −A
= E +A+A2 + · · ·

例 9.8

已知方阵 A 满足 Ak = O，其中 k 是一个正整数，求 E −A 的逆.

解

根据我们前面的分析，结合 Ak = O，我们猜测

(E −A)−1 = E +A+A2 + · · ·+Ak−1.

事实上我们直接验证

(E −A)(E +A+A2 + · · ·+Ak−1) = E −Ak = E.

因此 (E −A)−1 = E +A+A2 + · · ·+Ak−1.

例 9.9

设 A,B 分别是 n×m 和 m× n 的矩阵，且 En ±AB 可逆，则 Em ±BA 可逆.



192 第 9 讲 矩阵运算进阶

不难发现这一例是例 9.6 的推广，因为此处不再限制方阵.

证明

我们猜测

(Em −BA)−1 = Em + (BA) + (BA)2 + · · ·

= Em +B(En +AB + (AB)2 + · · · )A

= Em +B(En −AB)−1A.

事实上经过验证这一结论是正确的（具体过程省略），因此 Em±BA可逆，且 (Em−
BA)−1 = Em +B(En −AB)−1A. □

9.3.4 提逆思想

这一思想的来源是矩阵逆没有加减相关的运算法则（即没有 (A+ B)−1 = A−1 + B−1

这样的性质），因此我们需要提逆产生一些乘积项来解决问题.

例 9.10

设 A是 n阶方阵，且 E−A，E+A和 A都可逆，证明：(E−A−1)−1+(E−A)−1 = E.

证明

由于 (E −A−1)−1 = (A−1(A− E))−1 = (A− E)−1A，因此

(E −A−1)−1 + (E −A)−1 = (A− E)−1A+ (E −A)−1 = (E −A)−1(E −A) = E.

□

9.4 矩阵的幂

1. 找规律

在矩阵的转置例 7.9 中我们已经见识了一种找规律的方式，下面是一种类似的题型：
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例 9.11

计算 (PAQ)k，其中

P =

(
2 3

1 2

)
, A =

(
2 0

0 −1

)
, Q =

(
2 −3
−1 2

)

本质而言此类题目只需要发现中间多次出现的乘积 QP 是很容易处理的矩阵（例 7.9
中甚至是一个数）即可解决.

解

事实上，QP = E（E 是单位矩阵），令 B = PAQ，则 B2 = PA(QP )AQ =

PA2Q，利用归纳法可得，

Bk = PAkQ =

(
2k+2 + 3(−1)k+1 −3 · 2k+1 + 6 · (−1)k

2k+1 + 2(−1)k+1 −3 · 2k + 4 · (−1)k

)
.

例 9.12

设 A =


0 −1 0

1 0 0

0 0 −1

 , P−1AP = B，求 B2004 − 2A2.

解

事实上，A2 =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

，因此 A4 = E，于是 A2004 = (A4)501 = E，因

此 B2004 − 2A2 = E − 2A2 =


3 0 0

0 3 0

0 0 −1

.

还有一种找规律基于幂等矩阵（满足 A2 = A 的矩阵，根据数学归纳法可证明 A 的
任意次方都是 A），显然幂等矩阵的任意次方都与其本身相等是很好的性质，另一种
找规律基于对合矩阵，即平方等于单位矩阵的矩阵，我们这里主要与大家分享另一种
关于幂零矩阵（矩阵某次幂可以得到零矩阵）的方法，例子如下：
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例 9.13

求 A =


a 1 0 0

0 a 1 0

0 0 a 0

0 0 0 a


n

.

在上例中，我们采用将矩阵分为 A = tE + B 的方法，会发现矩阵 B 为上三角矩阵
且对角线上全为 0，这是需要读者记忆的典型的幂零矩阵，未来在幂零矩阵的讨论中
我们将严格证明这一点，现在我们只需利用这一性质快速解题.

解

设 B =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

，故有

B2 =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 , B3 =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , B4 = O,

因此

An = (aE +B)n =
n∑

k=0

Ck
na

n−kEkBk

=


an C1

na
n−1 C2

na
n−2 C3

na
n−3

0 an C1
na

n−1 C2
na

n−2

0 0 an C1
na

n−1

0 0 0 an

 .

2. 数学归纳法

例 9.14

求 A =

(
cosα sinα
− sinα cosα

)n

.
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这一问题对应我们常见的旋转变换（所以建议要求读者记忆这一矩阵形式），n 次方
就是旋转 n 次. 当然这是直观而言的结论，严谨说明可以通过数学归纳法证：

解

事实上，当 n = 1 时结论显然成立，假设 n = k 时结论成立，即

Ak =

(
cos kα sin kα
− sin kα cos kα

)
.

当 n = k + 1 时，有

Ak+1 = AkA =

(
cos kα sin kα
− sin kα cos kα

)(
cosα sinα
− sinα cosα

)

=

(
cos kα cosα− sin kα sinα cos kα sinα+ sin kα cosα
− sin kα cosα− cos kα sinα − sin kα sinα+ cos kα cosα

)

=

(
cos(k + 1)α sin(k + 1)α

− sin(k + 1)α cos(k + 1)α

)
.

因此结论对于 n = k + 1 也成立，由数学归纳法可知结论对于任意正整数 n 都
成立.

例 9.15

证明

(
a c

0 b

)n

=

(
an (an−1 + an−2b+ . . .+ bn−1)c

0 bn

)
.

证明

事实上，当 n = 1 时结论显然成立，假设 n = k 时结论成立，即(
a c

0 b

)k

=

(
ak (ak−1 + ak−2b+ . . .+ bk−1)c

0 bk

)
.
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当 n = k + 1 时，有(
a c

0 b

)k+1

=

(
a c

0 b

)k(
a c

0 b

)

=

(
ak (ak−1 + ak−2b+ . . .+ bk−1)c

0 bk

)(
a c

0 b

)

=

(
ak+1 (ak + ak−1b+ . . .+ bk)c

0 bk+1

)
.

因此结论对于 n = k + 1 也成立，由数学归纳法可知结论对于任意正整数 n 都
成立. □

3. 利用秩为 1 的矩阵

这一方法的核心是利用上一讲中例 8.6 的结论，我们来看下面的例子进行体会：

例 9.16

已知 M 是秩为 1 的矩阵，记 tr(M) = b，讨论 (aE +M)n 的计算结果.

解

事实上，由例 8.6 可知，Mk = bk−1M，因此

(1) 当 b = 0 时，Mk = O(k ⩾ 2)，因此

(aE +M)n = anE + nan−1M.

(2) 当 b 6= 0 时有

(aE +M)n =

n∑
k=0

Ck
na

n−kMk

=
n∑

k=0

Ck
na

n−kbk−1M

= anE +
1

b

n∑
k=1

Ck
na

n−kbkM

= anE +
1

b

(
n∑

k=0

Ck
na

n−kbk − an
)
M

= anE +
(a+ b)n − an

b
M
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针对本例我们可以给出一个更加具体的例子供读者练习：

例 9.17

求矩阵的幂 An =


1 −1 −1 −1
−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1


n

.

解

很显然我们可以将 A 分为一个数量矩阵秩 1 矩阵的和，即

A = 2E +


−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1

 ,

然 后 我 们 利 用 上 例 的 结 论 即 可 （或 者 不 记 得 结 论 也 可 以 将
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1

 分解成

−1
−1
...
−1


(
1 1 · · · 1

)
然后现场推导）.

例 9.18

已知 A 是数域 P 上的一个 2 阶方阵，且存在正整数 l 使得 Al = O，证明：
A2 = O.

事实上，将来我们讨论幂零矩阵的时候将会进一步推广本例的结论.

证明

(1) 若 l ⩽ 2，则 A2 = O 显然成立；

(2) 若 l > 2，则由 Al = O 可知 A 不可逆，故 r(A) ⩽ 1，又 A 6= O，因此
r(A) = 1，故 Al = (tr(A))l−1A = O，因此 tr(A) = 0，故 A2 = tr(A)A =

O.

□
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4. 利用初等矩阵的性质

例 9.19

设 A 为三阶矩阵，P 为三阶可逆矩阵，P−1AP = B，其中

P =


0 2 −1
1 1 2

−1 −1 −1

 , B =


0 0 −1
0 −1 0

−1 0 0

 ,

求 A2024.

解

事实上 A = PBP−1，因此 A2024 = PB2024P−1，由于 B2 = E，因此 B2024 =

(B2)1012 = E，因此 A2024 = PEP−1 = E.

事实上本题一个关键的洞察在于我们很容易看出 B 这一非常简单的矩阵作为初等矩
阵复合的情况（交换 1、3 行以及每一行都乘以 −1），因此其平方为 E.

5. 利用对角化和若当标准形：我们将在后续相应章节中讲解.

9.5 分块矩阵初等变换（打洞法）

9.5.1 基本概念

分块矩阵的初等变换实际上可以视为一般矩阵初等变换的推广，实际上也有三种相应
的推广形式：

1. 交换分块矩阵两分块行（列）（实际上对应于交换原矩阵若干行/列）；

2. 对分块的某一分块行（列），左（右）乘一个可逆矩阵（对应于普通矩阵初等变换就
是对普通矩阵的一行乘以非零数）；

3. 将分块矩阵中的某一分块行（列），左（右）乘矩阵后加到另一分块行（对应于普通
矩阵初等变换就是将一行乘以非零数加到另一行）.

回顾一般矩阵的初等矩阵，就是对单位矩阵做了一次初等变换得到的. 在分块初等矩
阵中，我们记 E 为分块单位矩阵（事实上就是对单位矩阵做了分块，每个分块是阶数更小
的单位矩阵），于是三类分块矩阵初等变换对应的分块初等矩阵分别就是：
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1. 对调 E 的第 i 个分块行（列）与第 j 个分块行（列）得到的矩阵；

2. 以可逆矩阵 C 左（右）乘 E 的第 i 个分块行（列）得到的矩阵；

3. 以矩阵 B 左乘 E 的第 i 个分块行加到第 j 个分块行得到的矩阵，或者以矩阵 B 右
乘 E 的第 j 个分块列加到第 i 个分块列得到的矩阵.

容易验证分块初等矩阵都是可逆矩阵，并且矩阵的分块初等行（列）变换就相当于用
同类分块初等矩阵左（右）乘以被变换的矩阵. 除此之外，我们还需要强调分块矩阵初等
变换也是不改变矩阵的秩的，实际上这一结论很直观，例如分块行（列）对换，实际上可
以看成一次性做了多次普通的行列对换，其它情况也可以类似分析，严谨证明此处略去.

当然，在实际应用时我们一般只会出现 2× 2的情况，因此我们进行详细的讨论. 2× 2

分块矩阵对应的三种分块初等矩阵为对单位矩阵(
E O

O E

)
做了三种初等变换得到的矩阵，即：

1. 交换分块矩阵的两行（列），对应的矩阵均为：(
O E

E O

)
该矩阵左（右）乘以分块矩阵相当于对分块矩阵交换两行（列）；

2. 倍乘矩阵： (
C O

O E

)
,

(
E O

O C

)
其中 C 为可逆矩阵，左（右）乘以上述第一个分块矩阵相当于对分块矩阵的第一行
（列）乘以 C，第二个矩阵则对应第二行（列）的倍乘；

3. 倍加矩阵： (
E O

B E

)
,

(
E B

O E

)
(1) 左乘第一个矩阵相当于对分块矩阵的第一行乘以 B 后加到第二行，右乘第一个
矩阵相当于对分块矩阵的第二列乘以 B 后加到第一列；

(2) 右乘第一个矩阵相当于对分块矩阵的第二列乘以 B 后加到第一列，左乘第一个
矩阵相当于对分块矩阵的第一列乘以 B 后加到第二列.

事实上我们并不需要特别记忆，因为这和之前普通的初等变换并无本质区别，只需要
注意左乘右乘即可. 除此之外，上述矩阵的逆矩阵也是同理可得的，只需要思考什么样的
逆变换能变回单位矩阵即可，此处不再赘述，后面会有例题进行练习.
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9.5.2 分块矩阵求逆

分块矩阵初等行变换的一个重要的应用就是 “打洞法”，常用于分块矩阵求逆的运算，
在之后行列式的一些技巧性处理中也很常见. 这一方法非常形象，因为打洞就是使得矩阵
出现一些零分块，成为分块对角矩阵（或者分块三角矩阵）后更加易于处理，例如：

1. 当 A 可逆时，我们可以通过初等行变换消去 C：(
E O

−CA−1 E

)(
A B

C D

)
=

(
A B

O D − CA−1B

)

可以继续做列变换消去 B：(
A B

O D − CA−1B

)(
E −A−1B

O E

)
=

(
A O

O D − CA−1B

)

这里读者可能第一次接触这样的写法，笔者还是在此进行以下耐心的解释. 第一步我
们希望消去 C，对于分块矩阵而言，由于已知 A可逆，如果我们采用行变换，我们就
给第一行左乘 −CA−1 使 A变为 −C 然后加到第二行，这样第二行的 C 就会变为 O.
这里的思考是很直接的，然后我们就可以根据我们之前想要做的行变换写出初等矩阵
左乘在原矩阵上即可. 特别注意这里有两层左乘：第一层是小块内要左乘 −CA−1，如
果这里思考成了右乘就会错写为乘以 −A−1C 才能使 A 变为 −C，第二层是初等矩

阵

(
E O

−CA−1 E

)
要左乘原分块矩阵. 第二步的思考是同理的，只是我们使用了列变

换，需要注意右乘. 我们每一次的变换都希望将整个分块变为零矩阵，事实上这就像
是在矩阵上挖了个洞填 0，因此打洞法这一名字的来由便显得更为清楚了.

2. 特别地，对于对称矩阵
(
A B

BT D

)
，其中 A 和 D 也是对称方阵，则 A 可逆时，可

以通过下述变换（称为合同变换）消除 B 和 BT，即(
E −A−1B

O E

)T(
A B

BT D

)(
E −A−1B

O E

)
=

(
A O

O D −BTA−1B

)

事实上，根据前述内容，我们能利用初等变换得到分块对角矩阵，这对于我们求解分
块矩阵的逆十分有帮助. 回顾初等变换求解一般矩阵的逆的过程，主要过程就是(

A E
)
初等行变换−−−−−−→

(
E A−1

)
,

事实上这里的初等行变换换成分块初等行变换也完全没有问题，因为原理都是对 A 和 E

做了相同的初等行变换，当 A 变为 E 时，表明初等行变换综合作用效果为左乘 A−1，因
此单位矩阵此时就变成了 A−1. 我们来看一个经典的例子：
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例 9.20

当 D 和 A−BD−1C 可逆时，通过分块矩阵初等变换求 P =

(
A B

C D

)
的逆矩阵.

解

设 A 和 D 分别是 m、n 阶矩阵，根据前面的讨论，我们的想法就是对 P 和 E 同时
做初等变换使得 P 变为单位矩阵，那么我们自然会想到打洞法，利用 D 可逆的条
件消去左下角和右上角的矩阵. 我们首先对第二个分块行左乘 −BD−1 加到第一个
分块行，有(

A B Em O

C D O En

)
→

(
A−BD−1C O Em −BD−1

C D O En

)
,

这样消去了右上角的分块阵，接下来消去左下角的（当然也可以换个顺序消去，效果
一致），我们此时利用 A−BD−1C 可逆（继续利用 D 可逆得到的结果不具代表性，
故不展开），将第一个分块行左乘 −C(A−BD−1C)−1 加到第二个分块行，得到(

A−BD−1C O Em −BD−1

O D −C(A−BD−1C)−1 En + C(A−BD−1C)−1BD−1

)
,

最后用 (A−BD−1C)−1 和 D−1 分别左乘第一分块行和第二分块行，得到(
Em O (A−BD−1C)−1 −(A−BD−1C)−1BD−1

O En −D−1C(A−BD−1C)−1 D−1 +D−1C(A−BD−1C)−1BD−1

)
,

由此可得原矩阵的逆就是上述虚线右侧的(
(A−BD−1C)−1 −(A−BD−1C)−1BD−1

−D−1C(A−BD−1C)−1 D−1 +D−1C(A−BD−1C)−1BD−1

)
.

注意到本例中我们专门给出了条件 A−BD−1C 可逆，然后在结果中也看到这一形式
的大量出现. 基于这一性质，我们称其为 P 矩阵中 D 矩阵的 Schur 补（因为此时 D 可逆，
若 A 可逆完全可以定义出 A 的 Schur 补），记为 P/D. 于是矩阵 P 的逆可以写成(

(P/D)−1 −(P/D)−1BD−1

−D−1C(P/D)−1 D−1 +D−1C(P/D)−1BD−1

)
.

我们在之后讨论分块矩阵行列式的相关运算技巧时还会遇到 Schur 补，由此可见其在矩阵
计算中的重要性. 我们会在很多习题中遇到类似于 Schur 补的形式，希望读者都能认出并
指明其本质只是为了打洞而做初等变换得到的.
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9.5.3 分块矩阵与数学归纳法

分块矩阵经常运用在数学归纳法中，我们在之后的课程中也会经常用到这样的思想来
证明一些结论，这一思想基于以下内容：

对于

(
A1 α

β ann

)
，假设 A1 可逆，我们有(
En−1 O

−βA−1
1 1

)(
A1 α

β ann

)
=

(
A1 α

O ann − βA−1
1 α

)

需要注意的是，通过这一变换我们也可以知道，当 A1 可逆时矩阵

(
A1 α

β ann

)
可逆的充

要条件为 ann 6= βA−1
1 α（因为矩阵满秩当且仅当最后一行不等于零）. 我们通过一个例子

来体会如何利用上式结合数学归纳法得到一些矩阵分析中的结论：

例 9.21

若 n 阶矩阵 A 的各阶左上角子块矩阵都可逆，则存在主对角元全为 1 的下三角矩
阵 L 和上三角矩阵 U，使得 A = LU（LU 分解）.

解

由于主对角元全为 1 的下三角矩阵可逆，其逆矩阵也是主对角元全为 1 的下三角矩
阵，因此只要证明存在主对角元全为 1 的下三角矩阵 S 使得 SA = U，我们可以利
用数学归纳法来证明这一结论.
当 n = 1 时，结论显然成立. 假设命题对 n − 1 阶矩阵成立. 对 n 阶矩阵 A，将 A

分块为

A =

(
A1 α1

α2 ann

)
,

其中 A1 为满足命题条件的 n− 1 阶矩阵，根据归纳假设，存在 n− 1 阶主对角元全
为 1 的下三角矩阵 S1 和上三角矩阵 U1 使得 S1A1 = U1. 根据我们前面的讨论，我
们可以对 A 做分块矩阵初等变换将其化为上三角块矩阵，即

PA =

(
En−1 O

−α2A
−1
1 1

)
A =

(
A1 α

O ann − α2A
−1
1 α1

)
,

再取 Q =

(
S1 O

O 1

)
，即得

QPA =

(
U1 S1α1

O ann − α2A
−1
1 α1

)
= U.
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其中 U 为上三角矩阵，S = QP 是主对角元全为 1 的下三角矩阵，故存在 L = S−1

和 U 使得 A = LU .

事实上，本例给出的 LU 分解是我们介绍的第一种矩阵分解. 事实上，矩阵分解是一
种处理矩阵问题的重要手段，无论是对解题，或是计算数学研究，还是各个学科的应用都
有非常重要的意义，例如我们将来会学习矩阵的相抵、相似、相合分解，这些是基于标准
形的分解，还有其它常用的如 QR 分解、谱分解、极分解、奇异值分解等，它们在不同的
领域都有着重要的应用. 在这里我们简要介绍 LU 分解的应用——这一方法常用于求解线
性方程组. 事实上，根据 LU 分解，我们可以将线性方程组 Ax = b 写成 LUx = b 的形式，
此时我们可以定义一个辅助变量 c = Ux，于是方程组的求解转化为以下两个子问题：

1. 求解 Lc = b 得到 c；

2. 求解 Ux = c 得到 x.

我们知道 L 和 U 都是三角矩阵，因此可以很容易地求解出 x. 我们在此给一个例子供读者
体会求解 LU 分解的基本方法（因为上面的证明过程并没有给出具体的分解求解的方法）
以及利用分解求解方程组的过程：

例 9.22

设矩阵 A =


1 2 −1
2 1 −2
−3 1 1

，求 A的 LU 分解，并利用 LU 分解求解方程组 Ax = b，

其中 b = (3, 3,−6)T.

解

对于 A，我们可以通过下述三个初等变换化为上三角矩阵：

1. 第一行乘以 −2 加到第二行；

2. 第一行乘以 3 加到第三行；

3. 第二行乘以 7

3
加到第三行.

记三个初等变换对应的矩阵依次为 P1, P2, P3，则上述初等变换过程可以写为

P3P2P1A =


1 2 −1
0 −3 0

0 0 −2

 = U. (9.1)



204 第 9 讲 矩阵运算进阶

即 A = (P3P2P1)
−1U，其中 U 为上三角矩阵，我们希望 L = (P3P2P1)

−1 为下三角
矩阵（事实上我们做的初等变换保证了这一点），因此我们只需要求出 L 即可. 由
于 P1, P2, P3 均为初等矩阵，因此它们的逆矩阵也是初等矩阵，我们可以很容易地

求出它们的逆矩阵为 L = (P3P2P1)
−1 = P−1

1 P−1
2 P−1

3 =


1 0 0

2 1 0

−3 −7

3
1

. 因此根

据式 9.1 可知我们得到了 A 的 LU 分解为

A =


1 0 0

2 1 0

−3 −7

3
1



1 2 −1
0 −3 0

0 0 −2

 = LU.

接下来我们利用分解求解方程组 Ax = b. 我们首先令 c = Ux，则方程组可以化为
Lc = b，写成方程组的形式即为

c1 = 3

2c1 + c2 = 3

−3c1 −
7

3
c2 − c3 = −6

,

从第一个方程开始解很容易得到 c1 = 3, c2 = −3, c3 = −4，因此我们得到了 c =

(3,−3,−4)T. 最后我们利用 Ux = c 求解出 x，即
x1 + 2x2 − x3 = 3

−3x2 = −3

−2x3 = −4

,

从第三个方程开始解很容易得到 x1 = 3, x2 = 1, x3 = 2，因此我们得到了 x =

(3, 1, 2)T.

总结而言，求解 LU 分解事实上就是做合适的初等变换将矩阵化为上三角矩阵，但这
一过程要保证这些初等变换对应初等矩阵的乘积的逆矩阵为下三角矩阵. 事实上这是很容
易保证的，首先一个矩阵的逆矩阵为下三角矩阵，根据三角矩阵的性质（在定理 9.3 详细
讨论）可知这些初等变换对应初等矩阵的乘积也必定是下三角矩阵，并且根据下三角矩阵
乘积仍然是下三角矩阵可知我们只需保证每次做的初等变换对应的初等矩阵是下三角的即
可，即进行如下两种变换：

1. 倍乘变换：只会改变对角线元素，因此不改变下三角性质；

2. 倍加变换：必须是上方的行乘以非零数加到下方的行，这样才不会改变下三角性质.
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基于此我们便可以得到矩阵的 LU 分解并基于此很顺利地解出方程——在例子中我们很明
显地体会到了三阶矩阵对于解方程的便捷性的提升，我们只需要从未知数少的方程往未知
数多的方程逐步求解即可. 更重要的是，LU 分解的求解过程中对于方程 Ax = b 中的 b

完全没有做任何变换，这大大节省了高斯消元法法中的一个重要的计算量来源，并且求解
LU 分解的过程也仅仅是初等变换，相对于高斯消元法没有多余的步骤，因此在解决如下
问题时：

Ax = b1

Ax = b2

· · ·

Ax = bn

当 n 很大时，如果利用 LU 分解，我们只需对 A 做一次分解，就可以解出所有方程，但
高斯消元法则需要每个方程都和每个 bi(i = 1, 2, · · · , n) 构成增广矩阵一起消元，计算量会
增大许多.

9.6 矩阵方程

本节我们将讨论矩阵方程这一概念，即矩阵作为未知量的方程.

1. 设 A,B,C,X 为矩阵，且 A,B 可逆，考虑以下情形：

(1) AX = B =⇒ X = A−1B, XA = B =⇒ X = BA−1；

(2) AXB = C =⇒ X = A−1CB−1；

2. 考虑以下情形：AX = B 但 A 不可逆（X 不一定是列向量），根据矩阵乘法的性质
“A 和 X 乘积的第 k 列等于 A 乘以 X 的第 k 列” 直接对 B 逐列解方程即可；

3. 考虑以下求解方式的合理性：

(1) 若求 A−1，只需对
(
A E

)
只做初等行变换，可以得到

(
E A−1

)
；

(2) 若求 A−1B，只需对
(
A B

)
只做初等行变换，可以得到

(
E A−1B

)
；

(3) 若求 BA−1，只需对

(
A

B

)
只做初等列变换，可以得到

(
E

BA−1

)
；

(4) 对
(
A En

En O

)
的前 n 行与 n 列做相同的行列变换，可以得到

(
PTAP PT

P O

)
.

前三点的证明与利用初等变换求解矩阵的逆的方法引理证明一致，此处不再赘述. 第
四点需要用到分块矩阵，我们简要说明：
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证明

事实上，对前 n 行做初等行变换需要的初等矩阵就是对单位矩阵前 n 行做了
一次初等行变换后得到的矩阵，我们可以记为

Q =

(
P O

O E

)

我们应当将其左乘原矩阵从而相对于对原矩阵做了初等行变换. 回顾前述
初等矩阵转置前后分别对应于相同的行列变换，我们对原矩阵右乘 QT =(
PT O

O E

)
（回顾分块矩阵转置）就相当于对原矩阵做了和初等行变换相对应

的同样的初等列变换，因此我们有(
PT O

O E

)(
A En

En O

)(
P O

O E

)
=

(
PTAP PT

P O

)

这与上面第四点的叙述是一致的. □

例 9.23

设 A =


1 0 0

1 1 0

1 1 1

 , B =


0 1 1

1 0 1

1 1 0

，求矩阵 X 满足：

AXA+BXB = AXB +BXA+A(A−B)

解

由 AXA + BXB = AXB + BXA + A(A− B) 得 (A− B)X(A− B) = A(A− B)，

又 A − B =


1 −1 −1
0 1 −1
0 0 1

，很容易判断 A − B 可逆（可以参考定理 8.3），因此

(A−B)X = A，即 X = (A−B)−1A.
我们直接对 (A−B,A) 做初等行变换，有

1 −1 −1 1 0 0

0 1 −1 1 1 0

0 0 1 1 1 1

 初等行变换−−−−−−→


1 0 0 4 3 2

0 1 0 2 2 1

0 0 1 1 1 1

 ,
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因此 X =


4 3 2

2 2 1

1 1 1

.

事实上如果记不住简便方法也不一定要 A − B 和 A 同时做初等变换，我们也可以直
接求出 A−B 的逆矩阵.

9.7 秩等式与不等式

本节我们将讨论一些秩的等式与不等式，事实上有一定的难度，不仅在于技巧也在于
理解. 一般而言，解决较为复杂的秩的问题时，我们可以采用如下方法：

1. 回到线性映射的视角进行考察，证明不等式的线性映射版本；

2. 利用向量组线性相关性：因为行秩和列秩的定义就是基于向量组线性相关性的；

3. 利用线性方程组解的一般理论（将在专题五讲解）；

4. 利用（分块）矩阵初等变换：这一方法基于分块矩阵初等变换也是不改变矩阵的秩这
一事实；

5. 利用已知的矩阵秩的等式和不等式；

6. 如果证明的是等式，我们考虑初等变换不改变矩阵的秩（推论就是乘以可逆矩阵也不
改变，下面将会证明），也经常用两个不等号夹逼得到等号.

我们首先给出一些最常见的秩相关的不等式或等式，希望读者能熟练推导理解.

1. r(A) = r(PA) = r(AQ) = r(PAQ)，其中 P,Q 可逆.

证明

由于可逆矩阵可以写成若干初等矩阵乘积，且初等变换不改变矩阵的秩，综合
而言上述等式必然成立. □

注：这一结论非常重要，即可逆矩阵乘以（不管左乘还是右乘）任何矩阵都是不改变
矩阵的秩的. 基于此，我们可以推导如下分块矩阵秩的相关公式：
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例 9.24

证明以下矩阵的秩不等式：

(1) r
(
A O

O B

)
= r(A) + r(B).

(2) r(A) + r(B) + r(D) ⩾ r

(
A D

O B

)
⩾ r(A) + r(B), r(A) + r(B) + r(C) ⩾

r

(
A O

C B

)
⩾ r(A) + r(B).

证明

(1) 对于 A 和 B，分别存在可逆矩阵 P1, Q1 和 P2, Q2，使得

P1AQ1 =

(
Er O

O O

)
, P2BQ2 =

(
Es O

O O

)
,

其中 r 和 s 分别为矩阵 A 和 B 的秩，于是我们有(
P1 O

O P2

)(
A O

O B

)(
Q1 O

O Q2

)
=

(
P1AQ1 O

O P2BQ2

)

=


Er O O O

O O O O

O O Es O

O O O O



初等变换−−−−−→


Er O O O

O Es O O

O O O O

O O O O

 ,

又

(
P1 O

O P2

)
和

(
Q1 O

O Q2

)
都是可逆矩阵，故 r

(
A O

O B

)
= r(A)+r(B).

(2) 同上一问的假设，此时有

(
P1 O

C P2

)(
A O

C B

)(
Q1 O

O Q2

)
=


Er O O O

O O O O

C11 C12 Es O

C21 C22 O O

 ,
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其中

(
C11 C12

C21 C22

)
是 P2CQ1 的一种分块. 结合 Er 和 Es 都是单位矩阵，

因此我们可以通过初等变换消去与它们同行、同列的 C11, C12, C21，即
Er O O O

O O O O

C11 C12 Es O

C21 C22 O O

 初等变换−−−−−→


Er O O O

O Es O O

O O O O

O C22 O O



初等变换−−−−−→


Er O O O

O Es O O

O C22 O O

O O O O

 ,

故可以得到 r(A) + r(B) + r(C) ⩾ r

(
A O

C B

)
⩾ r(A) + r(B)，同理可证

r(A) + r(B) + r(D) ⩾ r

(
A D

O B

)
⩾ r(A) + r(B).

□

2. |r(A)− r(B)| ⩽ r(A±B) ⩽ r(A) + r(B).

证明

左侧的不等号我们放在习题中供读者思考，此处证明右侧不等式. 事实上我们
只需要证明 r(A+B) ⩽ r(A)+ r(B) 即可，因为如果上式成立，则 r(A−B) =

r(A+ (−B)) ⩽ r(A) + r(−B) = r(A) + r(B).
下面我们证明 r(A+B) ⩽ r(A)+r(B)，这里我们站在线性映射的角度证明（事
实上接下来第 3、5 个不等式也是如此，主要思路与教材 3.4 节一致）. 设 A,B

分别是线性映射 σ, τ ∈ L(V1, V2) 在基下表示矩阵. 事实上，矩阵的秩的定义就
来源于线性映射的秩，即 r(A) = r(σ)，r(B) = r(τ)，因此我们只需要证明

r(σ + τ) ⩽ r(σ) + r(τ),

又根据线性映射的秩的定义，只需证明

dim(σ + τ)(V1) ⩽ dimσ(V1) + dim τ(V1),

事实上，∀β ∈ (σ + τ)(V1)，∃α ∈ V1，使得 β = (σ + τ)α = σ(α) + τ(α) ∈
σ(V1)+τ(V1)，因此 (σ+τ)(V1) ⊆ σ(V1)+τ(V1)，故 dim(σ+τ)(V1) ⩽ dim(σ(V1)+

τ(V1)) ⩽ dimσ(V1) + dim τ(V1)，得证（最后一个不等号来源于定理 4.3）. □
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3. r(AB) ⩽ min{r(A), r(B)}.

和上一个不等式类似，我们首先考虑不等式的线性映射版本，设 A,B 分别是线性映
射 σ ∈ L(V1, V2), τ ∈ L(V2, V3) 在基下表示矩阵，我们只需证

r(τσ) ⩽ min{r(σ), r(τ)}

即可，证明如下：

证明

我们有 σ(V1) ⊆ V2（回忆像空间是到达空间的子空间），故 (τσ)(V1) ⊆ τ(V2)，
因此 dim(τσ)(V1) ⩽ dim τ(V2)，即 r(τσ) ⩽ r(τ).
因为 (τσ)(V1) = τ(σ(V1))，我们知道线性映射不能把低维空间满射到更高维的
空间，因此 dim(τσ)(V1) = dim τ(σ(V1)) ⩽ dimσ(V1)，即 r(τσ) ⩽ r(σ)，综上
r(τσ) ⩽ min{r(σ), r(τ)}，得证. □

事实上，这一不等式我们将在朝花夕拾中用线性方程组的理论再给出一个证明.

4. r(A) = r(AT) = r(AAT) = r(ATA).

注意第二个等号需要实矩阵作为前提条件，等式证明我们将在朝花夕拾中讲解.

5.（Sylvester 不等式）A ∈ Fs×n，B ∈ Fn×m，则 r(AB) ⩾ r(A) + r(B)− n

证明

设 A,B 分别是线性映射 σ ∈ L(V1, V2), τ ∈ L(V2, V3) 在基下表示矩阵，其中
V1, V2, V3 分别是 m,n, s 维线性空间，我们只需证

r(τσ) ⩾ r(σ) + r(τ)− n.

事实上，根据定理 5.9，我们有

r(τσ) = m− dimker(τσ)

⩾ m− (dimkerσ + dimker τ)

= m− dimkerσ + n− dimker τ − n

= r(σ) + r(τ)− n.
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其中第二行不等号来源于：

dimker(τσ) = n− dim(τσ)(V1)

= n− dim τ(σ(V1))

= n− (dimσ(V1)− dim(ker τ ∩ σ(V1)))

= (n− dimσ(V1)) + dim(ker τ ∩ σ(V1))

⩽ dimkerσ + dimker τ.

这里 2-3 行将 τ 视为 L(σ(V1), V3) 中的线性映射，利用了定理 5.9. □

这一不等式有一个特例，即当 AB = O 时有 r(A) + r(B) ⩽ n. 这一结论在朝花夕
拾中我们将用其他方法给出证明.

6.（Frobenius 不等式）r(ABC) ⩾ r(AB) + r(BC)− r(B)

证明

我们使用分块矩阵初等变换证明. 事实上我们有

r(ABC) + r(B) = r

(
ABC O

O B

)

= r

(
ABC O

BC B

)
= r

(
O −AB
BC B

)
⩾ r(AB) + r(BC).

□

上述证明中第二行的两个等号都是由于分块矩阵初等变换不改变矩阵的秩得到的，第
一行和第三行的等号和不等号是由之前给出的分块矩阵秩不等式得到的.

利用这一不等式，我们还可以得到一种特例，即 A,B,C 相等的特殊情况：

r(A3) ⩾ 2r(A2)− r(A).

除此之外，若 B = En 即单位矩阵时我们有 r(AC) ⩾ r(A) + r(C) − n. 因此只要证
明了这一个不等式，很多的结论都只是其推论而已.

在下面的例子以及习题中我们将给出更多的例子供读者熟练上面的证明思想与技巧.
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例 9.25

若 A,B 为两个 n 阶矩阵，则

A. r(A,B) = r(AT, BT)

B. r(A,AB) = r(A)

C. r(A,B) = max{r(A), r(B)}

D. r(A,BA) = r(A)

解

选择 B 项.

A. 要注意分块矩阵 (A B) 的转置是 (
AT

BT

)

而非这里给出的 (AT, BT). 因此不能应用 “分块矩阵初等变换不改变矩阵的
秩”，秩不一定相等. 事实上我们很好举出例子来说明这一点，例如

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
0 0

1 0

)
.

B. 我们在矩阵乘法一节中介绍过，左乘矩阵相当于做初等行变换，右乘矩阵相当于
做初等列变换，因此 AB 相当于对 A做了初等列变换，考察 (A AB)的列向量
组，显然 AB 的列向量组是 A的列向量组的线性组合，因此 r(A,AB) = r(A).

当然我们也可以有另一种证明方式. 事实上直接看列向量组，显然 (A,AB) 的
列向量组包括了 A 的列向量组，因此 r(A,AB) ⩾ r(A). 反过来，r(A,AB) =

r(A(E,B)) ⩽ r(A)，其中 E 是 n 阶单位矩阵，综上 r(A,AB) = r(A).

C. 显然 r(A,B) ⩾ max{r(A), r(B)}，这只需要看矩阵列向量组的秩即可轻松看
出.

D. 可以将 BA 理解为对 A 做初等行变换，但行变换不能像 B 选项那样直接得出
秩相关的结论，因为 A 和 BA 的行混在一起，无法判断二者行秩的关系.

另一方面，B 选项的另一种证明也不可使用，因为下列写法根据分块矩阵乘法
块的匹配规则是不合法的：(A,BA) = (E,B)A，因为 (E,B)是 1× 2分块，后
面应该乘以一个两行分块.
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我们直接举反例否定这一结论，例如

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
1 1

1 1

)
.

内容总结
本讲我们从对偶引入转置运算，并介绍了转置运算的基本性质，也介绍了对称矩阵与

反对称矩阵的概念与性质，希望读者通过例子和习题体验转置中蕴含的 “对称性” 在习题
中的运用.

习题

尽管一批教授和教科书编者用关于矩阵的荒唐至极的计算内容掩盖了线性代数的简明
性，但是鲜有与之相较更为初等的理论.

——魏尔斯特拉斯

A 组

1. 设 α, β 为三维列向量，且 αβT =


−1 2 1

1 −2 −1
2 −4 −2

，求 αTβ.

B 组

1. 证明以下两个命题：

(1) 证明：任一 n 阶方阵都可以表示为一个对称矩阵与一个反对称矩阵的和.

(2) 设 A是 n阶复矩阵，若 A
T
= A，则称 A是一个 Hermite矩阵. 若 A

T
= −A，则

称 A是一个斜 Hermite矩阵. 证明：任一 n阶复矩阵都可以表示为一个 Hermite
矩阵与一个斜 Hermite 矩阵的和.

2. 证明以下两个命题：

(1) 设 A 为 m× n 阶实矩阵，则 ATA = O 的充要条件为 A = O.

(2) 设 A 为 m× n 阶复矩阵，则 ATA = O 的充要条件为 A = O.

3. 证明以下两个命题：

(1) 设 A 为 n 阶对称矩阵，证明：A 是零矩阵的充要条件为对任意的 n 维向量 α，
都有 αTAα = 0.
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(2) 设 A 为 n 阶方阵，证明：A 为反对称矩阵的充要条件为对任意的 n 维向量 α，
都有 αTAα = 0.

4. 证明：设 A 是实对称矩阵，若 A2 = O，则 A = O.

5. 设 A,B 为 n 阶方阵，证明：

(1) 若 A,B 为对称矩阵，则 AB 为对称矩阵的充要条件为 AB = BA，AB 为反对
称矩阵的充要条件为 AB = −BA.

(2) 若 A 为对称矩阵，B 为反对称矩阵，则 AB 为反对称矩阵的充要条件为 AB =

BA，AB 为对称矩阵的充要条件为 AB = −BA.

6. 求矩阵


a b c d

−b a d −c
−c −d a b

−d c −b a

 的逆.

7. 设 V = {(aij)n×n | ∀i, j, aij = aji}.

(1) 证明：V 为 Fn×n 的子空间；

(2) 求 V 的基和维数.

8. Mn(R) 表示所有实 n 阶方阵构成的集合. 设 W = {A ∈ Mn(R) | aji = kaij , i ⩽ j}，
求当 k = 0, 1, 2 时，W 的一组基和维数.

C 组

1.

A 组

1. 给定 R4 的两组基

α1 = (1, 1, 1, 1), α2 = (1, 1,−1,−1), α3 = (1,−1, 1,−1), α4 = (1,−1,−1, 1)

β1 = (1, 1, 0, 1), β2 = (2, 1, 3, 1), β3 = (1, 1, 0, 0), β4 = (0, 1,−1,−1)

求由基 α1, α2, α3, α4 到基 β1, β2, β3, β4 的过渡矩阵，并求向量 ξ = (1, 0, 0,−1) 在基
α1, α2, α3, α4 下的坐标.

2. 证明：矩阵添加一列（或一行），其秩或不变，或增加 1.

3. 设 A是 s×n矩阵，B 是 A前 m行构成的 m×n矩阵，证明：r(B) ⩾ r(A)+m− s.

B 组
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1. 利用列向量线性相关性，证明矩阵秩不等式：

|r(A)− r(B)| ⩽ r(A±B) ⩽ r(A) + r(B)

2. 设 W 是 n 维线性空间 V 的一个非平凡子空间，W 中取一组基 δ1, . . . , δm，按如下
两种方式将其扩充为 V 的一组基：

B1 = {δ1, . . . , δm, αm+1, . . . , αn}

B2 = {δ1, . . . , δm, βm+1, . . . , βn}

设基 B1 到 B2 的过渡矩阵为 P，求商空间 V /W 的基 αm+1 +W, . . . , αn +W 到
βm+1 +W, . . . , βn +W 的过渡矩阵.

3. 证明：当 n为奇数时，α1, α2, . . . , αn 线性无关的充要条件是 α1+α2, α2+α3, . . . , αn+

α1 线性无关.

4. 设

B1 =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)(
0 0

0 1

)}
,

B2 =

{(
1 0

0 0

)
,

(
1 1

0 0

)
,

(
1 1

1 0

)(
1 1

1 1

)}
.

(1) 证明：B2 也是线性空间 M2(R) 的基；

(2) 求基 B2 变为基 B1 的变换矩阵；

(3) 求 M2(R) 的一组基 B3 = {A1, A2, A3, A4}，使得 A2
i = Ai, i = 1, 2, 3, 4；

(4) 已知矩阵 A 关于基 B2 的坐标为 (1, 1, 1, 1)T，求 A 关于基 B3 的坐标.

5.（利用相抵标准形）证明以下结论：

(1) 设 B1, B2 为 s× n 列满秩矩阵，证明：存在 s 阶可逆矩阵 C 使得 B2 = CB1；

(2) 设 B1, B2 为 s× n 行满秩矩阵，证明：存在 n 阶可逆矩阵 C 使得 B2 = B1C；

(3) 任意秩为 r 的矩阵都可以被分解为 r 个秩为 1 的矩阵之和；

(4) 已知 A 是 n 阶方阵，证明：存在 n 阶方阵 B 使得 A = ABA, B = BAB.

6. 设 B 是 3 × 1 矩阵，C 是 1 × 3 矩阵，证明：r(BC) ⩽ 1. 反之，若 A 是秩为 1 的
3× 3 矩阵，证明：存在 3× 1 矩阵 B 和 1× 3 矩阵 C，使得 A = BC.

7. 设 α, β 为 n 维列向量，且 A = ααT + ββT.

(1) 证明：r(A) ⩽ 2；

(2) 若 α, β 线性相关，证明：r(A) ⩽ 1.
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8. 设 A ∈ Mm×n(F)，r(A) = r，k 是满足条件 r ⩽ k ⩽ n 的任意整数，证明存在 n 阶
方阵 B，使得 AB = O，且 r(A) + r(B) = k.

9. 设 A 是 m× n 矩阵（m ⩽ n），r(A) = m，证明：存在 n×m 矩阵 B 使得 AB = E.

10. 设 A,B ∈Mn(F)，r(A) + r(B) ⩽ n，证明：存在可逆矩阵 M，使得 AMB = O.

11. 设 S(A) = {B ∈Mn(F) | AB = 0}.

(1) 证明：S(A) 为 Mn(F) 的子空间；

(2) 设 r(A) = r，求 S(A) 的一组基和维数.

12. 设 A 为 n 阶实方阵且 r(A) = r > 0，证明存在秩为 r 的实方阵 B 和 C 使得
AB = CA.

13. 设 r(A) = r，证明：存在 n 阶矩阵 B 满足 r(B) = n− r，使得 AB = O.

14. 设 A 和 B 是两个 n 阶实方阵，证明：r(A) = r(AB) 当且仅当存在 n 阶实方阵 C 使
得 A = ABC.

C 组

1.（打洞法）已知 A 是一个 s× n 矩阵，证明：r(En −ATA)− r(Es −AAT) = n− s.

2. 利用打洞法完成以下两个问题（(2) 也可以不使用打洞法，可以思考其他方式解决）：

(1) 设 n 阶方阵 A,B,C,D 满足 AC +BD = E，证明：r(AB) = r(A) + r(B)− n；

(2) n 阶方阵 A,B 满足 AB = BA，证明：r(AB) + r(A+B) ⩽ r(A) + r(B).

3. f(x) = f1(x)f2(x) 是多项式，且 f1(x) 与 f2(x) 互素，则 f(A) = O 的充要条件是
r(f1(A)) + r(f2(A)) = n. （注：此题的推论非常多，如 A2 = A，An = E 等形式的
结论都可以利用这个例子推导出）

4. 设 A,B 分别为 3× 2 和 2× 3 实矩阵. 若 AB =


8 0 −4

−3

2
9 −6

−2 0 1

，求 BA.

5. 设矩阵 A ∈ Fm×n，A 的秩 r(A) = r，定义 Fn×p 到 Fm×p 的线性映射 σ，使得
∀X ∈ Fn×p，σ(X) = AX. 求 σ 核空间的维数.

A 组

1. 设方阵 A 满足 A2 −A− 2E = O，证明：
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(1) A 和 E −A 都是可逆矩阵，并求它们的逆矩阵；

(2) A+ E 和 A− 2E 不可能同时可逆.

2. 若 A,B 为两个 n 阶矩阵且满足 A+B = AB，证明：

(1) A− E 和 B − E 均可逆；

(2) AB = BA；

(3) r(A) = r(B).

B 组

1. 设 f(x) = 1 + x+ · · ·+ xm−1，g(x) = 1− x，A =

(
a b

0 a

)
，计算 f(A)g(A).

2. 已知矩阵 A =


1 0 4

0 1 2

0 1 2

，求证：所有与 A 可交换的矩阵构成 M3(R) 的一个子空

间，并求子空间的一组基.

3. 已知矩阵 A =


1 0 1

0 2 0

1 0 1

，
(1) 求所有与 A 可交换的矩阵；

(2) 若 AB + E = A2 +B，求 B.

4. 设 A ∈ Fn×n，令 C(A) = {B ∈ Fn×n | AB = BA}.

(1) 证明：C(A) 为 Fn×n 的一个子空间；

(2) 求 C(E)；

(3) 当 A 为对角线上元素互不相等的对角阵时，求 C(A) 的维数和一组基.

5. 设 A 是 n 阶矩阵，Ak = O 对某个正整数 k 成立，求证下列方阵可逆，并求它们的
逆：

(1) E +A；

(2) E −A；

(3) E +A+
1

2!
A2 + · · ·+ 1

(k − 1)!
Ak−1.

6. 设 A =


1 · · · 1
... . . . ...
1 · · · 1

，求：
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(1) 一个二次实系数多项式 f(x) = ax2 + bx，使得 f(A) = O；

(2) A100；

(3) (A+ E)3；

(4) (A+ E)−1.

C 组

1. 已知数列 {an}, {bn} 满足 a0 = −1, b0 = 3，且an = 3an−1 + bn−1 + 2n−1

bn = 2an−1 + 4bn−1 + 2n

求 {an}, {bn} 的通项公式.

2. 证明以下两个命题：

(1) 与矩阵 I =



0 1

1
. . .

1

1 0


可交换的矩阵 A 都可以写成 I 的一个多项式，

即 A = a11E + a12I + a13I
2 + · · ·+ a1nI

n−1；

(2) 与矩阵 J =



0 1

1
. . .

1

0


可交换的矩阵 A 都可以写成 J 的一个多项式，

即 A = a11E + a12J + a13J
2 + · · ·+ a1nJ

n−1.
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10
商与对偶

10.1 商空间

10.1.1 从等价关系出发

这一讲我们需要首先引入代数中一非常常见的概念，即一个代数结构的商. 在第一讲
中我们描述了一个非常重要的概念——等价类，不熟悉的读者可以回过头去重新阅读. 我
们的目标是在一个线性空间 V 中定义出等价关系，换句话说（利用定理 1.6），就是希望以
某种方式将一个线性空间中的所有向量划分为几个不相交的等价类的并集.

为了定义出这个等价关系，我们首先需要确定的是它应当满足怎样的性质，否则对于
如何定义这一等价关系我们将毫无头绪. 这一问题的出发点事实上就隐藏在例 1.4 后关于
“相容” 的讨论中. 在那里，我们要求从一般整数加法和乘法继承下来的模 n 剩余类上的加
法和乘法是良定义的，类比于这里的目标，则是希望线性空间中等价类的集合上（也就是
商集）定义的加法和数乘运算，可以自然地继承一般的向量加法和乘法，并且保证相容性.

下面我们开始形式化地把上面抽象的描述转化为表达式. 我们需要在线性空间 V 中定
义一个等价关系 R，得到一个等价类构成的商集：

V /R = {v1, v2, . . . , vn, . . .},

其中 vi 表示 vi ∈ V 所在的等价类，取 vi 为代表元. 需要注意的是，这里的等价类不一定
是有限个，因此最后还是省略号.

接下来我们需要定义等价类之间的运算，我们希望自然继承线性空间的加法和数乘运
算，故我们定义商集上的加法和数乘运算满足对于任意的 v1, v2 ∈ V /R 和 λ ∈ F，有

v1 + v2 = v1 + v2,

λv1 = λv1.
(10.1)

221
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需要注意的是，等号左边的运算是商集 V /R 上的，右边是线性空间 V 上的，这里不再像
模 n 剩余类上的运算定义那样使用不同的符号（例如加法改成 ⊕）是出于习惯，以及相信
读者学习到今天应当适应了为记号上方便做出的牺牲（比如对于任何线性空间，即使加法
不是定义成最一般的加法，但也写成加号的形式）.

最后我们需要上面的运算保证相容性，也就是说，对于任意的 v1, v2, u1, u2 ∈ V，如果
v1Rv2，u1Ru2 则 (v1 + u1)R(v2 + u2)，λv1Rλv2，展开写为：

v1 + u1 = v2 + u2,

λv1 = λv2.

推进到这里或许我们还是很难看出如何定义这一等价关系，但我们可以从简单的角度
入手，逐步观察这些等价类的特点. 我们可以首先考虑线性空间的零向量所在的等价类具
有什么性质. 事实上，我们很容易得到如下定理：

定理 10.1

线性空间 V 的零向量所在的等价类 0 一定是 V 的子空间.

证明

1. 加法封闭：∀α, β ∈ 0，则 αR 0，β R 0，因此根据相容性，α+β R 0，即 α+β ∈ 0；

2. 数乘封闭：∀α ∈ 0，则 αR 0，λ ∈ F，因此根据相容性，λαR 0，即 λα ∈ 0.

□

这一结论非常关键，它使得我们把抽象的关等价关系与一个子空间绑定. 我们记这一
子空间为 U，即 0 = U，于是下面这一结论也是容易得到的：

定理 10.2

设 v1, v2 ∈ V，则 v1Rv2 当且仅当 v1 − v2 ∈ U .

证明

1. ( =⇒ )直接取 u1, u2 ∈ U，即 u1R 0，u2R 0，因此根据相容性，v1+u1 = v2+u2，
移项得 v1−v2 = u2−u1，注意到 v1−v2 = v1+(−1) ·v2 = v1+−v2 = v1 − v2，
同理有 u2 − u1 = u2 − u1，因此 v1 − v2 = u2 − u1 = 0，即 v1 − v2 ∈ U；

2. 设 v1 − v2 = u ∈ U，则 v1 = v2 + u = v2 + 0 = v2，因此 v1Rv2.

□
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至此，我们完成了对线性空间 V 上的符合相容性的等价关系 R 的性质的讨论. 我们
发现，尽管运算定义和相容性的要求非常抽象，但是在线性空间的背景下，我们成功地将
R 与一个子空间 U 对应起来，这个子空间实际上就是等价类 0. 反过来，当我们需要定义
线性空间的等价类的时候，我们可以从一个子空间 U 出发，然后定义等价关系 R 为

∀α, β ∈ V, αRβ ⇐⇒ α− β ∈ U. (10.2)

事实上，验证这一关系的确是等价关系是非常简单的：

1. (自反性) ∀α ∈ V, α− α = 0 ∈ U，故 αRα；

2. (对称性) ∀α, β ∈ V, αRβ =⇒ α− β ∈ U =⇒ β − α = −(α− β) ∈ U =⇒ β Rα；

3. (传递性) ∀α, β, γ ∈ V, αRβ, β R γ =⇒ α − β ∈ U, β − γ ∈ U =⇒ α − γ =

(α− β) + (β − γ) ∈ U =⇒ αRγ.

基于此，下一节开始我们将正式给出商空间的定义. 我们可以首先可以定义商集 V /R是由
等价类构成的集合，在线性空间的背景下，由于我们知道 R是从一个子空间 U 出发的，因
此我们也将商集记为 V /U . 我们将按照自然的方式定义商集中的元素的加法和数乘运算，
并证明实际上商集可以构成线性空间，于是称其为商空间，下面我们开始我们严格的陈述.

10.1.2 仿射子集与商空间

紧接着上一节末尾的思路，我们首先定义线性空间等价关系的商集. 研究商集，事实
上首先需要研究等价类的性质. 回顾式 10.2，我们知道向量 α ∈ V 所在的等价类为：

α = {β ∈ V | β Rα} = {β ∈ V | β − α ∈ U} = {β ∈ V | β = α+ γ, γ ∈ U}

最后一个集合还可以进一步写成 {α + γ | γ ∈ U}，我们记为 α + U，称之为 V 的仿射子
集. 我们给出如下完整的定义：

定义 10.1 仿射子集

设 v ∈ V，U 是 V 的子空间，则 V 的仿射子集是 V 的形如 v + U 的子集，其中
v + U 定义为

v + U = {v + u | u ∈ U}.

我们知道，仿射子集就是我们在线性空间上定义的等价关系的等价类. 基于等价类的
性质，我们有如下定理：
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定理 10.3

设 U 是 V 的子空间，v, w ∈ V，则以下陈述等价：

1. v − w ∈ U；

2. v + U = w + U；

3. (v + U) ∩ (w + U) 6= ∅.

还需要强调的一点是，(v + U) + (w + U) 与 (v +w) + U 是完全相同的集合，等价性
是显然的，我们只需要展开写出仿射子集定义然后证明两个集合互相包含即可. 当然更一
般的情形为

(v1 + U) + (v2 + U) + · · ·+ (vn + U) = (v1 + v2 + · · ·+ vn) + U.

相信读者对 “仿射” 一词并不完全陌生，仿射变换实际上就是形如

y = Ax+ b

的映射，其中 y,x, b 为向量，A 是一个矩阵. 实际上一元向量的情况就对应着一条斜率为
A 截距为 b 的直线. 事实上，若 V 为二维空间（平面），U 为 V 的一维子空间，则其几何
意义就是一条过原点的直线，而集合 v+U 实际上将原集合所有点沿着 v 的方向平移，可
以得到截距不为 0 的直线，这就体现了 “仿射” 一词的意义. 高维空间则是同理，只是我们
很难直观地看到这一点. 因此，我们也可以称仿射子集 v + U 平行于 U . 当然，在我们讨
论完对偶后，我们会再来审视仿射子集更深的含义.

下面的例子给出了仿射子集的一种等价描述，基于此我们可以对仿射子集中向量的结
构有更进一步的了解：

例 10.1

证明：V 的非空子集 A 是 V 的仿射子集当且仅当对所有的 v, w ∈ A 和 λ ∈ F 均有
λv + (1− λ)w ∈ A.

解

事实上，结合我们之前所说的仿射子集几何意义，这一结论在平面上来看正是我们高
中学习的平面向量中学习的三点共线的等价条件的同义表达：
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定理 10.4

设 P,A,B,C 是平面上四点，P 与 A,B 不共线，则 C 与 A,B 共线等价于存在 λ ∈ R
使得

−−→
PC = λ

−→
PA+ (1− λ)

−−→
PB.

同时我们发现仿射子集实际上是我们在数学分析或微积分学习的凸集的特殊形式，在
凸集中我们只要求 λ ∈ [0, 1]，这里我们要求整个数域上的点都要有例 10.1 所述的性质. 当
然这不是线性代数中研究的内容，感兴趣的同学可以学习凸优化的相关课程进一步了解.

事实上在习题中我们将给出例 10.1 更一般的形式，我们可以回忆定理 2.2，就会发现
仿射子集的结构和线性空间保留了一些相似性，即虽然不能像线性空间一样保证加法数乘
运算封闭，但仿射子集一定是保证凸组合封闭的集合.

定义了等价类（即仿射子集）并研究了其性质后，我们可以定义相应的商集（即由全
体等价类构成的集合），我们称之为商空间：

定义 10.2

设 U 是 V 的子空间，则商空间 V /U 是指所有由式 10.2 诱导的等价类构成的集合，
即 V 的所有平行于 U 的仿射子集的集合，即

V /U = {v + U | v ∈ V }.

我们希望这些这一商集（商空间）真的构成线性空间，因此还需要定义加法和数乘运
算. 定义则与上一节中的要求一样，是自然继承向量加法而来的，即满足式 10.1，我们把
式中等价类写为仿射子集的形式即可得到如下定义：

定义 10.3

设 U 是 V 的子空间，则商空间 V /U 上的加法和数乘运算定义为：∀α, β ∈ V 和
λ ∈ F，

(α+ U) + (β + U) = (α+ β) + U,

λ(α+ U) = (λα) + U.

我们很容易根据线性空间 8 条性质验证商空间在上述加法和数乘运算定义下构成线性
空间，在此不再赘述. 特别注意这一线性空间的零向量是特别的，应当为 U（即 0+U，一
定注意不是 0，读者在验证商空间是线性空间时就会发现）.

正常而言，在定义了一个线性空间后我们自然地想了解它的基本结构——基和维数，
商空间也不例外. 我们有很多的角度来得到相关的结论，这里我们首先介绍一个间接的方
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式得到关于维数的结论，我们将会引入商映射的概念，然后利用线性映射基本定理来得到
商空间的维数. 而在讨论完对偶空间后，我们将从更直接且更为本质的角度进一步理解.

10.1.3 商映射

回顾等价类的讨论，实际上我们还可以定义原集合和商集之间的自然映射. 接下来我
们循着等价类的思路定义商空间的语境下的自然映射，我们称之为商映射：

定义 10.4

设 U 是 V 的子空间，商映射 π 是如下定义的线性映射 π : V → V /U：对任意的
α ∈ V，

π(v) = v + U.

显然这一定义就是基于自然映射的，因为它将原集合（线性空间）中的元素（向量）映
射到它所在的等价类（仿射子集）. 因为所有向量的等价类都在像空间中，因此这一映射
的像空间就是商空间 V /U，因此如果我们要得到商空间的维数，直接使用线性映射基本定
理即可：

定理 10.5

设 U 是有限维线性空间 V 的子空间，则

dimV /U = dimV − dimU.

证明

设 π 是 V 到 V /U 的商映射. 我们知道 kerπ = U，因为根据仿射子集定义 π(v) =

v+U = 0+U ⇐⇒ v ∈ U . 另一方面，π的定义蕴含了它是满射，因为 ∀v+U ∈ V /U，
π(v) = v + U，即每个像空间中的元素都有原像，因此 imπ = V /U .
综合上述讨论以及线性映射基本定理，我们知道 dim imπ = dimV − dimkerπ，即
dimV /U = dimV − dimU . □

由此我们可以容易地得到商空间的维数，但是我们并不能从这一证明中知道商空间的
基的形式，也无法体会商空间维数公式中减号的意义，这些问题我们将在讨论完对偶后进
一步讨论.
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10.2 对偶空间与对偶映射

当我们在谈对偶的时候，我们在谈一种普遍性的结构：如果我们说 A 和 B 对偶，那
么所有关于 A 的叙述都能被翻译成关于 B 的叙述，而且保持其正确性. 这种观点最经典
的代表就在几何当中. 考虑 R2 空间，我们可以有如下两条陈述：

1. 两点确定一条直线；

2. 两条线一定交于一点（这需要由给平行直线补上无穷远处的交点来实现）.

在如上两条陈述中，点和线就构成了一组对偶的对象：我们把两点翻译成两条线，一条直
线翻译成一点，确定翻译成交于——这与诗词中的对偶手法似乎也有些类似. 再考虑三维
情形，三个点确定一个平面，三个平面确定一个点（同样补上无穷远处的点），这就构成了
点与平面的对偶. 以此类推，一个点作为一个零维的对象总是与一个比总空间维数少 1（我
们一般直接将其称作“余一维”）的对象对偶，这个对象被我们称作超平面. 在 Rn 中，它
被如下的方程所唯一确定：

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = 1

最后的值是 1 是因为，如果这个等式的结果为 b，那我们（在它非零时，等于零的情况我
们将来会发现十分特殊）总是可以把它除到左边去，通过改变系数的手法让它能够化为这
样的一个方程. 这也已经暗示了这是一个 n− 1 维的对象，因为我们通过一个 n 个未知量
的方程降低了一个 “自由度”. 那么，接下来我们要考虑的是对于线性空间来说又会如何.

10.2.1 对偶空间

很直观地，我们发现，上面所给的方程无非是一个从 Rn 到 R 的线性映射

f(x1, x2, . . . , xn) = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn

在取值 1 下的完全原像 {x : f(x) = 1}（记 x = (x1, x2, · · · , xn)）. 因此，我们类似地考虑
从 V 到基域 R 的线性映射，并给它一个新名字：

定义 10.5

称 L(V,R) 上的元素为 V 上的一个线性泛函.

有时我们也将线性泛函称为线性函数，实际上它们都表示将 V 中向量映射到数域上的
线性映射. 需要强调的一点是，这里 V 是 R 上的线性空间，所以定义到 R(R) 的线性泛函
（可以翻回线性映射的定义，我们要求两个线性空间定义的数域是一致的）. 我们来看几个
线性泛函的例子：
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1. 定义 σ : Fn → F 为 σ(x1, . . . , xn) = c1x1 + · · ·+ cnxn，其中 c1, . . . , cn ∈ F，则 σ 是
线性泛函；

2. 定义 σ : R[x]n → R 为 σ(p(x)) =

∫ 1

0

p(x)dx，则 σ 是线性泛函.

对于复数域上的线性空间，这个定义以及以下的叙述也都是类似的，只是将实数域变
为复数域，就不再赘述了. 考虑线性泛函 f : V → R，根据我们前面的讨论，集合 {x :

f(x) = 1} 就是一个超平面，并且事实上这一超平面反过来也唯一确定了 f：

引理 10.1

如果 {x : f(x) = 1} 和 {x : g(x) = 1} 表示同一个超平面，则线性泛函 f 和线性泛
函 g 在任意点取值都相同.

证明

考虑 f 在向量空间中的任取的一点 v 6= 0 上的取值 f(v). 如果 f(v) 不为 0，此时，
根据线性性我们就有

f(
1

f(v)
v) =

1

f(v)
f(v) = 1,

因此 (
1

f(v)
v ∈ {x : f(x) = 1}，也就是说它在 f 确定的超平面上. 又 {x : f(x) = 1}

和 {x : g(x) = 1} 表示同一个超平面，因此我们也有 g(
1

f(v)
v) = 1，从而再次由线

性性得出 g(v) = f(v).
如果 f(v) = 0，取 v′ 使得 f(v′) 6= 0，由之前的讨论可知 f(v′) = g(v′)，同理由线性性
可知 0 6= f(v+v′) = g(v+v′)，因此 g(v) = g(v+v′)−g(v′) = f(v+v′)−f(v′) = f(v).

□

但需要注意的是，上述证明中我们实际上漏了一种可能，它就是那些 “在全空间上都
为 0 的泛函”——在我们的证明中，形式化的对 f(v) 为零情形的证明总是依赖于存在一个
向量使它取值非零，但我们并不能保证这一点. 但是，这样全空间上都为 0 的泛函显然是
取值一致的. 唯一的问题是，它对应的超平面是什么？实际上，它对应的超平面是一个无
穷远点处的超平面，我们后面会大致说明这一点，但这个东西的形式化留待后面射影几何
的未竟专题讨论，在此我们只要确立它的唯一性即可.

由此我们发现，线性泛函实际上与超平面是一一对应的. 因此线性泛函的几何意义也
就是所谓超平面，因此线性空间中向量可以视为一个点，点是一维的对象，线性泛函则可以
被视为与点对应的余一维的超平面. 接下来我们给全体线性泛函构成的集合一个名字，事
实上，根据定理 5.3，我们知道这是一个线性空间，我们称其为对偶空间：
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定义 10.6

称 L(V,R) 为 V 的对偶空间，记作 V ∗.

到目前为止，引言中的大部分直观已经被形式化地表出了：点被我们形式化为线性空
间 V 中的一个向量，超平面则对应于对偶空间中的一个线性泛函. 接下来的问题是，点和
超平面可以有直观上的一一对应，向量和线性泛函是否也是这样的呢？也就是说，我们要
证明 V 和 V ∗ 同构，这样两个空间中的元素就有一一对应的关系：

定理 10.6

V ∼= V ∗.

证明

取定 V 的一组基 e1, e2, . . . , en，然后考虑 f1, f2, . . . , fn 为线性泛函且满足

fi(ej) =

1, i = j,

0, i 6= j.
,

如果我们使用 Kronecker 记号 δij =

1, i = j,

0, i 6= j.
，这个条件可以写成

fi(ej) = δij , ∀i, j = 1, 2, . . . , n

这就是对前面所谓的超平面方程中的系数的形式化. 接下来，我们先验证这确实是
V ∗ 的一组基，考虑固定 f ∈ V ∗，任取 V 的一个向量 v = v1e1 + v2e2 + . . . vnen，我
们就有

f(v) = f(v1e1) + f(v2e2) + . . .+ f(vnen)

注意到
fi(v) = fi(v1e1 + v2e2 + . . .+ vnen) = vi

我们就可以将上式写成

f(v) = f(f1(v)e1) + f(f2(v)e2) + . . .+ f(fn(v)en)

= f1(v)f(e1) + f2(v)f(e2) + . . .+ fn(v)f(en)

= (f(e1)f1 + f(e2)f2 + . . .+ f(en)fn)(v)

因此可以将 f 表出成 fi 的线性组合. 然后我们知道 L(V,R) 的维数等于 V 的维数，
所以这组向量的长度也是合理的，因此构成一组基（当然读者也可以直接证明线性
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无关来说明这一点）. 然后，ei 7→ fi 自然地生成了一个线性映射

φ : V → V ∗

ei 7→ fi
,

根据定理 5.8，我们知道这可以唯一确定一个线性映射，定义方式就是
∑n

i=1 ciei 7→∑n
i=1 cifi，并且由于这一映射显然是满射（像包含了 V ∗ 的所有基），且出发空间与

到达空间维数相同，因此根据定理 5.10 可知这就是我们希望得到的两个线性空间之
间的同构映射. □

读者很容易怀疑为什么我们明明可以直接使用 L(V,R) 的维数直接地证明这一结论，
却使用找基和构造同构映射的方式证明. 这是因为上述构造出的基非常重要，我们称其为
原空间的基的对偶基，其中的元素 fi 也记作 e∗i，这是非常合理的，因为它与原来的基有直
接的对应关系.

例 10.2

设 V = R[x]3，对于 g(x) ∈ V，定义：

f1(g(x)) =

∫ 1

0

g(x) dx, f2(g(x)) =
∫ 2

0

g(x) dx, f3(g(x)) =
∫ −1

0

g(x) dx,

1. 证明：f1, f2, f3 是 V ∗ 的一组基；

2. 求出 V 的一组基 g1(x), g2(x), g3(x)，使得 f1, f2, f3 是 g1, g2, g3 的对偶基.

解

除此之外需要强调的是，这样一组基一定依赖于原来的基，上面构造出的同构也是如
此——如果我们一开始给 V 取的是另一组基，这里的对偶基一定是另一组基，同构映射也
会发生变化. 像这样随着基的取法不同而发生变化的同构映射我们称其为不自然的. 事实
上，像坐标映射就是非常典型的不自然的映射：基的取法发生变化，坐标一定会有不同. 同
理，线性映射的矩阵表示也是不自然的. 我们也可以给出自然映射的例子，比如直和与积
的同构：

σ : V1 × V2 × · · · × Vn → V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn,

(v1, v2, . . . , vn) 7→ v1 + v2 + · · ·+ vn
(10.3)

这里我们定义映射完全不依赖于基的选取，因此是自然的. 事实上，不存在从 V 到 V ∗ 的
自然同构，这个命题在 Mac Lane 提出范畴论的原始论文中被称为是可以由范畴论所形式
化的，而范畴论是数学中更为高深的分支，在此我们就不再深入探讨，待本书的最后一个
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未竟专题展开讨论.

但是，另一个范畴论的观点还是可以讨论的. 当我们说对偶的时候，我们提到了关于
对象的叙述的翻译的问题，如开头中的例子点与线之间的相互翻译对应——这一点我们已
经通过线性空间与其对偶空间的同构形式化. 但我们似乎还忽略了一个翻译，就是 “确定”
和 “交于” 的之间的翻译. 很自然地，这两个词汇实际上就是线性空间元素之间的对应，即
线性映射，于是我们接下来讲探讨线性映射之间的翻译. 在进一步讲解之前，我们首先需
要介绍交换图的概念：

定义 10.7 交换图

我们首先定义什么是一个图（diagram）. 一个图可以视为以一个代数结构（例如线
性空间）为顶点，以某种映射（例如线性映射）为边的图，例如：

V1 V2

V3

σ1

σ3
σ2

如果我们称一个图是交换的（commutative），则意味着对于图中的任意两个顶点间
的任意两条有向路径，路径上映射的复合结果相同. 例如上图中，我们考察从 V1 到
V3 的两条路径，则如果 σ2 ◦ σ1 = σ3，这个图是交换的.

在定义了交换图后我们可以考虑以下交换图：

V W

V ∗ W ∗

f

dual dual

f∗

其中 dual 表示如定理 10.6 定义的同构，图中的 f∗ 就是我们翻译过去的东西，它被称为
对偶映射. 实际上这里有些复杂，因为我们定义的 f∗ 需要将一个 W → R 的函数 φ 映到
一个 V → R 的函数，是 “映射之间的映射”. 我们需要一些耐心，我们首先可以检查我们
需要的是什么，以及我们现在有什么来做出定义. 一个简化的重要步骤是对 f∗ 进行 “取值
计算”，研究 f∗(φ) 是什么——实际上是一个 V → R 的函数，f∗ 接受一个 W → R 的函
数 φ，而且我们恰好只有一个已知的 f 是 V → W 中的映射，于是我们不妨将 φ 与 f 复
合，这样正好可以凑出一个 V → R 的函数，即我们有如下非常自然的定义：

定义 10.8

给定 f : V →W，则定义对偶映射 f∗ :W ∗ → V ∗ 为

f∗(φ) = φ ◦ f
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实际上类似的处理手法在各种地方都会出现，事实上这里我们用 φ与 f 复合，很直观
的看法就是用 φ 把 f 拉回，这在几何中非常常见. 事实上有了上面的解释后，我相信读者
不必苦于记忆这一看似抽象的定义，而是知道这一定义最自然的构造就是我们有两个映射
然后复合一下即可.

为什么说这是范畴论的观点呢？因为我们所谓的翻译实际上也就翻译了线性空间和线
性变换，这二者就是一个范畴的要素，这样的翻译（在保映射复合的情况下）就被称为一
个函子. 而这个函子是反变的，也就是说，它会把原来的箭头翻转过来（如上图中的情况）
. 下面我们要验证的就因此被称为函子性：

引理 10.2

考虑线性映射 f : U → V, g : V →W，则

(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗

证明

对于类似形式（在几何中称为推出和拉回）的映射，我们证明等式的思路都是直接代
入定义展开证明：

(f ◦ g)∗(φ) = φ ◦ (f ◦ g) = (φ ◦ f) ◦ g = (f∗(φ)) ◦ g = g∗(f∗(φ)) = (g∗ ◦ f∗)(φ)

□

我想读者读到这里心里会有一个自然的疑问，便是为什么我们定义的映射是 V → W

的，但对偶映射却是 W ∗ → V ∗ 的？事实上，我们肯定是能够构造出 V ∗ → W ∗ 的映射
的，因为我们有 V → V ∗ 的同构，它们的元素之间是一一对应的，同理 W 和 W ∗ 也是如
此. 然后我们可以仿照 f 的定义来定义 f∗，如果我们设 αi(i = 1, 2, · · · , n) 为 V 的一组
基，βi(i = 1, 2, · · · ,m) 为 W 的一组基，且

f(αi) = ci1β1 + ci2β2 + · · ·+ cimβm,

那么我们可以定义 f∗(α∗
i ) =

m∑
i=1

cijβ
∗
i，这样的定义是非常直接的继承. 但是，根据我们之

前的讨论，这样的定义是不自然的，因为它依赖于基的选取. 但我们看定义 10.8 的定义则
不依赖于基的选取. 当然，一定有读者还保有一丝希望，希望我们能够找到一个 V ∗ →W ∗

的自然映射，但我们前面已经分析过，我们在定义时只有一个已知的 f 是 V →W 中的映
射，如果我们接收一个 V → R 的函数，这两个映射是无法直接复合的，更不用说得到一
个 W → R 的函数了.

我们已经认识到定义 10.8 的定义非常自然，并且具有反变的性质，接下来我们来看这
一映射是否也具有我们希望拥有的其它性质. 在线性代数中，显然我们希望线性映射的对
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偶映射也是线性的，这一点我们可以直接验证：

引理 10.3

给定线性映射 f : V →W，则 f∗ :W ∗ → V ∗ 是线性映射.

证明

我们直接按照定义展开验证即可：

σ∗(f1 + f2) = (f1 + f2) ◦ σ = f1 ◦ σ + f2 ◦ σ = σ∗(f1) + σ∗(f2)

σ∗(λf) = (λf) ◦ σ = λ(f ◦ σ) = λσ∗(f)

□

当然我们也期望所有的对偶映射和线性映射一样也构成一个线性空间 L(W ∗, V ∗)，这
一点我们可以直接验证：

引理 10.4

给定 f 和 g 为 V →W 的线性映射，则

1. (f + g)∗ = f∗ + g∗；

2. (λf)∗ = λf∗.

这个引理的验证交由读者自行处理，也是展开即可. 这样子看下来，我们就已经建立
了对偶空间的整个框架了. 时刻记住，它并没有第一眼看上去那般繁杂与抽象，它无非是
一种超平面的代数表达. 但是，反变函子还留给我们最后的一个问题：既然对偶空间对应
的函子是反过来的，那再对偶一次不就回去了吗？因此，我们就有了对双对偶空间的研究，
最显然的结论就是：

V ∼= V ∗∗

这当然看起来是一句废话. 从超平面的观点看，一次对偶把点映到了超平面，两次对
偶就把它映了回去——且慢，这样的操作中，我们把点映回了点，于是我们会有一种期望，
即这种同构是不是就变自然了呢？很幸运，答案是肯定的.

定理 10.7

存在一个自然同构 ψ : V → V ∗∗.
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证明

又一次我们遇到了映射套映射的情况，那当然类似于之前对偶映射的讨论，我们的
处理手段就是对需要定义的映射进行 “取值计算”. 于是我们取 ψ 在 v ∈ V 上的值，
得到 ψ(v)，它是一个将线性泛函映到实数的线性泛函. 这仍然是映射套映射的情况，
于是我们不妨更进一步，取在 f : V ∗ → R 上的值，我们有 (ψ(v))(f) 是一个实数，
这时我们要素齐全，直接令

(ψ(v))(f) = f(v), ∀f ∈ V ∗, v ∈ V.

类似于对偶映射，这是我们最自然的选择，并且这一映射完全不依赖于基的选择，因
此是自然的. 剩下的工作就是验证这个映射具有我们希望的性质，我们放在下面这
一例题中证明. □

例 10.3

设 V 为有限维线性空间. 我们定义 ψ : V → V ∗∗ 为

(ψ(v))(f) = f(v), ∀f ∈ V ∗, v ∈ V.

1. 证明：ψ 是线性映射；

2. 证明：若 σ ∈ L(V, V )，则 σ∗∗ ◦ ψ = ψ ◦ σ，这里 σ∗∗ 是 σ∗ 的对偶映射；

3. 证明：ψ 是 V 到 V ∗∗ 的同构映射.

证明

1.

2.

3.

□

需要注意的是，在证明这是一个线性同构的过程中，从技术上我们依然要依赖于对 V

取任意一组基，因此它实际上依赖于 V 的有限性. 如果 V 并非有限，那么实际上问题会变
得相当复杂，在此不做讨论. 虽然无限维情形的对偶空间依然可以用 L(V,R) 来定义，超
平面的直观则就不再适用了.
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10.2.2 对偶映射的矩阵表示

我们已经提及，L(V,W ) 和矩阵空间具备同构性质，而我们已经表明，对偶有一个函
子性，也就是说，L(V,W ) 到 L(W ∗, V ∗) 有对应. 因此，我们不免就想构造矩阵空间的一
个类似的对偶，使得它能够 “具备类似对偶的函子性”. 更直白地说，我们希望得到其对偶
映射的矩阵表示.

那么，让我们思考一下怎么给出这个表示. 现在，我们的第一反应是，它一定是一个
反变的东西. 其次，它一定对于任意行数和列数的矩阵都存在. 那么，最简单的想法就是，
它是不是就是矩阵的转置？矩阵的转置看起来符合反变的直观，而且也带有我们已经给出
的性质. 而下面的问题是，如何验证这种直观.

定理 10.8

V 和 W 为有限维线性空间. V 的一组基为 α1, . . . , αn，W 的一组基为 β1, . . . , βm，
它们对偶空间的基分别为 f1, . . . , fn 和 g1, . . . , gm. 设 σ ∈ L(V,W )，它在上述 V 和
W 的基下的矩阵为 A = (aij)m×n，则 σ∗ ∈ L(W ∗, V ∗) 在上述对偶基下的矩阵为
C = (cij)n×m = AT.

证明

根据线性映射矩阵表示的定义，我们有

σ∗(gj) =
n∑

i=1

cijfi, j = 1, 2, . . . ,m.

上式左端根据对偶映射定义等于 (gj ◦ σ). 于是我们将等式两端均作用于 αk 上有

(gj ◦ σ)(αk) =
n∑

i=1

cijfi(αk) =
n∑

i=1

cijδik = ckj .

另一方面，根据映射复合的结合律以及线性映射矩阵表示的定义，我们有

(gj ◦ σ)(αk) = gj(σ(αk)) = gj

(
n∑

i=1

aikβi

)
=

n∑
i=1

aikgj(βi) =
n∑

i=1

aikδij = ajk.

因此我们有 ckj = ajk，即 C = AT. □

这个结果看起来很平凡，对吧？但是让我们暂停一下，重新反思一下前面的几何直观.
如果我们有超平面方程

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = 1
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我们记 a = (a1, a2, . . . , an)
T, x = (x1, x2, . . . , xn)

T，于是上面的方程可以简化为 aTx =

1. 事实上，对于给定的一个超平面 aTx = 1，我们知道一定有某个点与之对应，事实上它
就是 x̃ = a，即就是超平面方程的系数.

证明

原谅我没时间严格说明这个关系，之后会补上的，但其实这个很直观. □

于是我们接下来可以给出定理 10.8 从几何上的理解. 如果原来的方程是 aTx = 1，则
与这个超平面对偶的点则是 x̃ = a. 如果我们对 x̃作用上M，也就是写成 x̃ =Ma，则实现
了 V →W 的映射，那么前面与之对应的方程就是 (Ma)Tx = 1，或者写作 aT(MTx) = 1，
即新的超平面和原来的超平面相差一个 MT，即 W ∗ 与 V ∗ 之间相差了 MT. 因此，从几
何直观上，我们也验证了转置和对偶映射的对应关系.

10.2.3 零化子

在引理 10.1 的证明中，我们探讨了一个使得线性泛函取值非零的向量，并且我们实际
上也已经发现了，这样的向量在构建子空间的时候发挥了重要的作用. 接下来，我们要问
的是，那些为零的点呢？既然线性泛函是一个从 V 到 R 的函数，对于这个函数的零点的
探讨也是理所应当的. 记一个线性泛函 f 的零点集为 ker f，则它当然也是一个线性空间.
而为了表现对偶空间的用处，我们就要研究那些零点包含某些东西的线性泛函构成的集合
作为对偶空间的子集的结构——这种想法实际上也是所谓的泛函分析的起点：对一个函数
空间中的结构的研究.

于是，第一个定义就理所应当了：

定义 10.9

设 U 为 V 的子空间，则称

U0 = {φ ∈ V ∗ : ∀u ∈ U,φ(u) = 0}

为 U 的零化子.

在零化子中的线性泛函，是那些零点集包含 U 中的线性泛函. 为什么不定义零点集恰
好是 U 的线性泛函构成的集合呢？稍微想一想就会发现那样定义的集合结构非常难看：它
对于线性泛函的加法和数乘都不封闭. 这就引出了零化子的第一个性质：
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定理 10.9

零化子构成一个对偶空间的子空间.

证明

首先，任何空间的零化子都包含 0 泛函，它将所有向量都映到 0；
其次，如果 α, β ∈ U0，则不难发现 α+ β ∈ U0，因为对于任意 u ∈ U，有

(α+ β)(u) = α(u) + β(u) = 0

同理，数乘封闭性也能这样证明. □

那么，定义了一个线性空间之后，我们的第一个问题就是，它的维数是多少. 对此，课
本给出了一个证明，但笔者在此希望将其重写一下，使之变得更加容易理解. 实际上，我
们将其看作以下非常有对称性的定理的推论：

定理 10.10

设 V = U1 ⊕ U2，则 V ∗ = U0
1 ⊕ U0

2，而且 U0
1 = U∗

2 , U
0
2 = U∗

1 .

证明

为了证明直和，我们首先要证 U0
1 ∩ U0

2 = 0. 考虑 U0
1 ∩ U0

2 中的线性泛函 ϕ，则不
难发现对于任意的 U1 ⊕ U2 中的元素 u1 + u2, u1 ∈ U1, u2 ∈ U2，都有 ϕ(u1 + u2) =

ϕ(u1) + ϕ(u2) = 0. 因此，ϕ 是零泛函.
接下来，为了验证同构，我们考虑定义线性泛函 ϕ ∈ U∗

2 的扩张为一个 V ∗ 中的线性
泛函 ϕ̃，它限制在 U2 上的取值均与 ϕ 相同，而限制在 U1 上为零泛函，中间部分由
这两部分线性张成. 按照定义，不难发现 ϕ̃ ∈ U0

1 . 如此就构造了 U∗
2 → U0

1 的线性映
射，其逆映射为 U0

1 中的泛函限制到 U∗
2 上. 在此构造的基础上，请读者自行填充剩

下的验证细节. □

于是，我们就有了一个显然的推论：

定理 10.11

dimU0 = dimV − dimU
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证明

设 V = U ⊕W，则由定理 10.10 有 V ∗ = U0 ⊕W 0，且 W 0 = U∗，于是 dimU0 =

dimV ∗ − dimW 0 = dimV − dimU∗ = dimV − dimU . □

看到减号，我们不难发现，U00，即两次取零化子的过程保持维数不变. 继续参照上面
的定理的精神，我们不难发现，U = U00，这个结论的证明方法有多种，留作习题请读者自
行完成. 一个提示是，这个结论同样只对有限维线性空间成立.

这个时候，让我们再回头来看看怎么形象的理解这个玩意儿. 为此，首先要做的是建
立零点集和零化子之间的关系. 以下几个性质都是显然的：

引理 10.5

1. f ∈ (ker f)0

2. ∀f ∈ U0, ker f ⊂ U

我们还要进行一个定义，这实际上是零点集的推广，但是我们要换一个记号：

定义 10.10

设 U 为 V ∗ 的子空间，则定义

N(U) = {v ∈ V : ∀φ ∈ U,φ(v) = 0}

也就是说，N(U) 就是那些 U 中的线性泛函的公共零点的集合，即：

N(U) =
⋂
φ∈U

kerφ

它显然也是一个线性空间. 这样，上面引理的第一、第二条就有了一个看上去更加对称的
推论：

引理 10.6

1. 如果 U 是 V ∗ 的子空间，则 U = N(U)0

2. 如果 U 是 V 的子空间，则 U = N(U0)
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证明

我们只证明第一条. 考虑 ϕ ∈ U，则 N(U) 中的所有元素一定包含于 kerϕ 中，因此，
ϕ一定把其中的所有元素映到 0，即 ϕ ∈ N(U)0, U ⊂ N(U)0. 然后，我们需要考虑维
数问题. 考虑 U 中的一组基 e1, e2, · · · , em，其对偶基 e∗1, e

∗
2, ..., e

∗
m 可以扩张成 V 的

一组基 e∗1, e
∗
2, · · · e∗m, em+1, · · · , en，则根据基的线性无关性，不难得出 N(U) 的基就

是 em+1, · · · , en. 也就是说，dimN(U) = dimV −dimU，于是 dimU = dimN(U)0，
我们得到 U = N(U)0. □

于是，我们有了一个更加舒适的视角来理解零化子：它无非就是对偶空间中的零点集.
因此，我们应当很容易理解对于单个线性映射，以下性质无非是这条结论的推论：

定理 10.12

设 V 和 W 都是有限维线性空间，σ ∈ L(V,W )，则

1. kerσ∗ = (imσ)0；

2. dimkerσ∗ = dimkerσ + dimW − dimV；

3. dim imσ∗ = dim imσ；

4. imσ∗ = (kerσ)0.

推论 10.1

设 V 和 W 都是有限维线性空间，σ ∈ L(V,W )，则

1. σ 是单射当且仅当 σ∗ 是满射；

2. σ 是满射当且仅当 σ∗ 是单射.

10.3 再论商空间

我们已经探讨了很多直和的式子，也讨论了零点之类的问题. 现在，我们想问的是，这
种零点是否依然还有别的方式来理解？为此，我们需要仔细观察一下零空间的结构. 首先，
我们考虑单个线性泛函 φ 的情形.

在很久以前，我们就已经知道，kerφ 是一个线性空间，而这个东西无非就是 φ−1(0).
那么，我们就自然想要知道 φ−1(λ) 到底长什么样，这些东西一般被称为 φ 的纤维. 下面
我们考虑一个引理：
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引理 10.7

设 r ∈ R，则对于任意 v′ ∈ φ−1(r), v ∈ kerφ，都有 v + v′ ∈ φ−1(r).

这个引理粗看有点线性性的意味，它的证明也是如此，在此就不赘述了. 而在发现这
个引理之后，也就不难联想到以下结果，它完整地描述了纤维的结构：

定理 10.13

φ−1(r) = v′ + kerφ，其中 v′ 为 φ−1(r) 中的任意一个向量.

证明

我们仅证明左侧包含于右侧，另一个包含由上面的引理保证. 考虑 v′′ ∈ ϕ−1(r)，则
φ(v′) = φ(v′′) = r，因此 φ(v′ − v′′) = 0, v′ − v′′ ∈ kerφ. □

这个东西显然不是一个线性空间，所以我们要给它另外一个名字：

定义 10.11

设 W 是 V 的子空间，v ∈ V，则称形如 v +W 的集合为 V 的仿射子集.

根据语境的不同，我们也会称其为线性簇甚至线性流形. 于是我们从线性泛函的纤维
再次推导出了仿射子集的结构，这相比于之前基于等价关系的推导更为直观. 事实上很显
然，我们定义的超平面就是一个仿射子集，而且，一个泛函所对应的超平面，按照引理 10.1
所述，就是它在 1 处的纤维. 于是我们也再次理解了仿射子集的几何意义，它所表达的就
是那些 “近似线性对象”，比如线、面，等等.

按照泛函的纤维的线性性的直观，我们也应该有以下结论：

引理 10.8

设 λ, µ 为两个实数，vλ ∈ φ−1(λ), vµ ∈ φ−1(µ) 则

1. φ−1(λ+ µ) = vλ + vµ + kerφ

2. φ−1(λµ) = µvλ + kerφ = λvµ + kerφ = µφ−1(λ) = λφ−1(µ)

其证明如上显然. 然后，我们发现，按照这样的方式，所有纤维所构成的集合就定义
了加法和数乘运算，而且不难验证它构成了一个线性空间；其维数则无非是压到了 R 的维
数，也就是 1.
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按照这样的观点，则不难理解如何将这样的结论推广到一般的线性映射上去. 一个线
性映射 f : V → W 无非就是将一个线性空间线性地压缩到了 im f 上去，其在原像集上的
体现无非是那一族纤维. 这个性质由以下定理描述：

定理 10.14

设 f : V →W 是一个线性映射，则 f−1(w) = v0 + ker f，其中 w ∈W, v0 ∈ f−1(w).

因此，我们不妨给这些纤维的集合一个名字，而且，如果方便的话，最好能推广到所
有的仿射子集上去，我们定义：

定义 10.12

设 W 是 V 的子空间，称所有形如 v +W 的集合所构成的集合为 V 对 W 的商空
间，记作 V /W .

在此背景下重述上面的结论，就是 V / ker f 是一个线性空间，而且 V / ker f ' im f .

更进一步的，实际上我们有一个天然的漂亮的方法，来给出这样的一个核：

引理 10.9

若 W 是 V 的一个子空间，则存在线性映射 V → V，使得其在 W 上的点取值均为
0，而在 W 以外的点取值均不为 0.

证明

考虑 V 的直和分解 V =W ⊕W ′. 构造线性映射 f 使得其在 W 上为零映射，在 W ′

上为恒同映射即可. □

因此，任意子空间都是线性映射的一个核，我们就给出了以下定理：

定理 10.15

设 W 为 V 的子空间，则 V /W 是一个线性空间，而且 dimV /W = dimV −dimW .

这是在上面的构造中，V /W ' W ′. 到此为止，本节最核心的结果就已经建成了. 最
后的一个结果将本节的三个核心概念：对偶空间、零化子和商空间串联起来：
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定理 10.16

(V /W )∗ =W 0.

证明

我们已经表明，V /W ' W ′ 并给出了一个同构. 考虑 W ⊕ W ′ = V，则 V ∗ =

W ∗ ⊕ (W ′)∗，其中 (W ′)∗ =W 0. □

最后的一个反思是，对偶空间的意义到底在哪？在最开始，我们已经提到过，线性泛
函就是超平面，超平面与点具备对偶关系. 而这样的对偶关系延伸开去，就是两种对线性
方程组的视角，其中，超平面的交的视角我们将在线性方程组一般理论的讨论中展开，这
里我们给出点的视角. 如果将 (ai1, ai2, · · · , ain) 视作一个点，那么我们的求解任务就是找
一个超平面过 m 个点. 而我们在中学阶段就已经知道，要证明一组点共面是一个比较麻烦
的事情，但是求一组面是否有交点往往来说是比较轻松的. 因此，我们通过对偶空间进行
了一个翻译工作，将求一组点所共的那些面转化成了一些面所交的那些点，进而对问题完
成了简化.

定理 10.17

设 U 是有限维线性空间 V 的子空间，则

dimV /U = dimV − dimU.

这一定理的形式与维数公式或线性映射基本定理完全类似，都是几个线性空间之间的
维数的等式关系，因此我们有理由相信证明思想也会是类似的，即 “设小扩大”：

证明

取 U 的一组基 α1, α2, . . . , αs，将其扩充为 V 的一组基 α1, α2, . . . , αs, αs+1, . . . , αn.
于是我们要证的转化为 dimV /U = n− s，即证明 V /U 的一组基的长度为 n− s.
类似于线性映射基本定理的证明，我们可以依靠直觉猜想. 我们猜想 V /U 的一组基
为 {αs+1 + U,αs+2 + U, . . . , αn + U}. 这是很自然的想法. 我们只需要验证这组基的
两个条件：线性无关和张成性：

1. 线性无关：设 λs+1, λs+2, . . . , λn ∈ F，使得

λs+1(αs+1 + U) + λs+2(αs+2 + U) + · · ·+ λn(αn + U) = U.

特别注意这里的零元是 0+ U = U，实际上，上式等价于

(λs+1αs+1 + λs+2αs+2 + · · ·+ λnαn) + U = U.
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根据仿射子集定义，λs+1αs+1 + λs+2αs+2 + · · ·+ λnαn ∈ U，因此可以被表示
为 U 的基的线性组合，即

λs+1αs+1 + λs+2αs+2 + · · ·+ λnαn = µ1α1 + µ2α2 + · · ·+ µsαs.

于是我们有

λs+1αs+1 + λs+2αs+2 + · · ·+ λnαn − µ1α1 − µ2α2 − · · · − µsαs = 0.

由于 α1, α2, . . . , αn 是 V 的一组基，因此我们有 λs+1 = λs+2 = · · · = λn =

µ1 = µ2 = · · · = µs = 0. 从而 αs+1 + U,αs+2 + U, . . . , αn + U 线性无关；

2. 张成空间：∀α+U ∈ V /U，其中 α ∈ V，我们有 α 可以被 V 的基线性表示为

α = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn.

于是

α+ U = (λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn) + U

= (λ1α1 + U) + (λ2α2 + U) + · · ·+ (λnαn + U)

= λ1(α1 + U) + λ2(α2 + U) + · · ·+ λn(αn + U)

因此 V /U 中任意元素均可被 αs+1 + U,αs+2 + U, . . . , αn + U 线性表示，即
αs+1 + U,αs+2 + U, . . . , αn + U 张成 V /U .

□

由此我们知道了商空间的维数表达式，也在通过证明过程知道了如何得到商空间的一
组基. 推进到这里我们完全有理由相信这一定理与线性映射基本定理有着什么特殊的关联，
这一点待我们讨论完对偶后再来审视.

例 10.4

设 A 是 R 上的 2× 3 矩阵：

A =

(
1 −1 2

1 0 −1

)
.

1. 求齐次线性方程组 AX = 0 的解空间 W 的一组基；

2. 求商空间 R3/W 的维数和一组基.
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解

内容总结
事实上，这一讲是本讲义第一次接触技巧性较强的内容，我们的重点从之前对于定理

的证明以及用例子巩固定理的应用转变为了对于一些技巧性的处理. 我们首先介绍了三类
初等变换（请务必注意正文中强调的几个定义的细节），证明了任意可逆矩阵都可以被表示
成若干初等矩阵的乘积，也基于此引出了第二种求解逆矩阵的方法——初等变换法，这也
是我们未来最常用的方法. 除此之外，我们也联系了线性映射矩阵表示和初等变换，研究
了高斯消元法背后的合理性.

接下来我们介绍了分块矩阵的基本运算性质，比较了分块矩阵和一般矩阵运算的异同
（特别是乘法和转置），介绍了两种分块矩阵求逆的方法：其一直接设出逆矩阵，其二利用
所谓打洞法（分块矩阵初等变换），其中打洞法是一个很重要的技巧，虽然教材列为小字部
分，考试中一般不考察，但拥有这一技巧对我们未来证明很多结论都有很大的帮助. 最后
我们介绍了矩阵方程的求解方法，本质而言介绍了几种基于初等变换的求解方法，读者理
解其内涵即可.

习题

龙生龙，凤生凤，华罗庚的学生会打洞.

——线性代数教学俗语

A 组

1. 设 A 为三阶矩阵，将 A 的第二列加到第一列得到矩阵 B，再对调 B 的 2、3 行得到

单位矩阵. 令 P1 =


1 0 0

1 1 0

0 0 1

 P2 =


1 0 0

0 0 1

0 1 0

，试用 P1 和 P2 表示 A.

2. 设 A 为可逆矩阵，将 A 的第 i 行和第 j 行对调得到矩阵 B，证明矩阵 B 可逆并求
AB−1.

3. 设 A 为三阶可逆矩阵，且 P−1AP =


1 0 0

0 1 0

0 0 2

，其中 P = (α1, α2, α3)，令 Q =

(α1 + α2, α2, α3)，求 Q−1AQ.

4. 求下列矩阵的可逆的条件与逆矩阵：
(
A B

O D

)
,

(
O B

C D

)
.
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B 组

1. 设 U 和 W 是线性空间 V 的子空间. 构造同构映射证明：若 V = U ⊕W，则 U 和
V /W 同构.

2. 实际上，零化子有一个更广泛的版本，考虑 S 为 V 的一个子集，也能如上构造 S0，
尝试证明，这样的构造满足以下性质：

(1) S00 = spanS

(2) S ⊂ T ⇐⇒ T 0 ⊂ S0

(3) 若 U1, U2 为 V 的两个子空间，证明

i. (U1 + U2)
0 = U0

1 ∩ U0
2

ii. (U1 ∩ U2)
0 = U0

1 + U0
2

（提示：反复利用前面两个性质）

(4) 进而得出对于零点集的相应结论

3. 已知 R3 的基 B1 = {α1, α2, α3} 变为基 B2 = {ξ1, ξ2, ξ3} 的变换矩阵为 A = (aij)3×3，
求：

(1) 基 B3 = {α2, α1, α3} 变为基 B2 的变换矩阵；

(2) 基 B4 = {−α1, α2, α3} 变为基 B2 的变换矩阵；

(3) 基 B4 变为基 B5 = {ξ3, ξ2,−ξ1} 的变换矩阵；

(4) 基 B4 变为基 B6 = {ξ1 + ξ2, ξ2 + ξ3, ξ3 + ξ1} 的变换矩阵.

4. 设 P =


1 1 0

0 1 0

0 0 0

，Q =

(
0 0

1 0

)
，定义 R3×2 上映射 σ(A) = PAQ.

(1) 验证 σ 是线性映射；

(2) 求 kerσ 和 imσ；

(3) 求 R3×2 的两组基，使得 σ 关于这两组基的表示矩阵是对角矩阵.

5.

C 组

1. 若 n 阶矩阵 A 的各阶左上角子块矩阵都可逆，则存在 n 阶下三角矩阵 B，使得 BA

为上三角矩阵.
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2. 设 A 是数域 F 上的 n 阶可逆矩阵，把 A 和 A−1 做如下分块：

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, A−1 =

(
B11 B12

B21 B22

)

其中 A11 是 l × k 矩阵，B11 是 k × l 矩阵，l，k 是小于 n 的正整数. 用 W 表示
A12X = 0 的解空间，U 表示 B12Y = 0 的解空间，其中 X 和 Y 为列向量，证明 W

与 U 同构.

3. A 的 Schur 补以及商等式 A/B = (A/C)/(B/C)
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11
行列式

接下来我们将开始介绍大部分线性代数或高等代数教材中开头就会介绍的内容——行
列式. 在本讲义的思路中，我们更多将行列式视为一个帮助我们研究的工具，无论是当前
的主线——线性方程组解的理论还是之后我们要介绍的矩阵标准形的内容. 因此我们会将
这一章只作类似 “工具介绍”的作用，而非其他教材那样从行列式出发引出相关概念，因为
我们研究的核心和出发点是之前的抽象空间和映射.

事实上，我们将在本讲义之后再介绍一次行列式，那时我们将会介绍行列式更丰富的
应用，并表明是否引入行列式可能对于线性代数完整理论的构建而言重要程度是有限的.
但是我们完全无法否认行列式的历史地位，从 17 世纪起行列式就是用于求解线性方程组
的重要的工具，历经数百年也逐渐发展出了许多重要的理论和应用，因此我们仍然需要完
整的章节来讲述行列式的相关内容.

11.1 行列式的定义

很多教材采用 “逆序数” 定义行列式，但是本教材未提及，而且也缺乏直观，因此我们
不在本讲展开描述. 我们会在史海拾遗中结合历史给出相关的定义，当然感兴趣的同学可
以参考丘维声《高等代数》等教材. 本教材使用公理化定义（使用一些规则描述）并讲解了
递归式定义（按行（列）展开）.

249
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11.1.1 公理化定义

定义 11.1 行列式

数域 F 上的一个 n 阶行列式是取值于 F 的 n 个 n 维向量 α1, α2, . . . , αn ∈ Fn 的一
个函数，且 ∀αi, βi ∈ Fn 和 ∀λ ∈ F，满足下列规则：

1. (齐性) D(α1, . . . , λαi, . . . , αn) = λD(α1, . . . , αi, . . . , αn)；

2. (加性，与 1 合称线性性)
D(α1, . . . , αi + βi, . . . , αn) = D(α1, . . . , αi, . . . , αn) +D(α1, . . . , βi, . . . , αn)；

3. (反对称性) D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn) = −D(α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αn)；

4. (规范性) D(e1, e2, . . . , en) = 1.

在公理化定义中，我们将行列式定义为一个满足特定的运算性质的从列向量组合到数
的函数. 事实上，公理化定义从是逆序数定义可以推导出的行列式的运算性质，教材采用
这种定义避开了繁琐的说明.

除此之外，我们不难看出公理化定义可以形象地理解为对 n 维空间中体积的定义，对
几何意义感兴趣的同学可以参考 3b1b《线性代数的本质》系列视频相关内容.

例 11.1

使用定义 11.1 验证下述命题的正确性：

1. 若行列式有一列为零向量，则行列式的值等于 0.

2. 若行列式有两列元素相同，则行列式的值等于 0.

3. 若行列式有两列元素成比例，则行列式的值等于 0.

4. 对行列式做倍加列变换，行列式的值不变.

5. 若 α1, α2, . . . , αn 线性相关，则 D(α1, α2, . . . , αn) = 0.

https://b23.tv/BV1ys411472E
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证明

1. 由于行列式满足定义 11.1 的 1，设行列式第 i 列为零向量，因此

D(α1, . . . , 0, . . . , αn) = D(α1, . . . , 0 · αi, . . . , αn)

= 0 ·D(α1, . . . , αi, . . . , αn)

= 0

2. 由于行列式满足定义 11.1 的 3，设行列式第 i 列和第 j 列元素相同，因此

D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn) = D(α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αn)

= −D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn)

从而 D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn) = 0.

3. 由于行列式满足定义 11.1的 1，设行列式第 i列和第 j列元素成比例，αi = kαj，
因此

D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn) = D(α1, . . . , kαj , . . . , αj , . . . , αn)

= kD(α1, . . . , αj , . . . , αj , . . . , αn)

= 0

其中最后一个等号用到了本例的第二条结论.

4. 事实上，根据定义 11.1 的 2 以及本例第 3 条结论，我们可以得到

D(α1, . . . , αi + kαj , . . . , αj , . . . , αn) = D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn)

+D(α1, . . . , kαj , . . . , αj , . . . , αn)

= D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn) + 0

= D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn).

5. 设 α1, α2, . . . , αn 线性相关，因此存在不全为 0 的数 k1, k2, . . . , kn 使得 k1α1 +

k2α2 + · · ·+ knαn = 0，不妨设 k1 6= 0，因此

α1 = −
k2
k1
α2 −

k3
k1
α3 − · · · −

kn
k1
αn,

因此

D(α1, α2, . . . , αn) = D(−k2
k1
α2 −

k3
k1
α3 − · · · −

kn
k1
αn, α2, . . . , αn)

= −k2
k1
D(α2, α2, . . . , αn)− · · · −

kn
k1
D(αn, α2, . . . , αn)

= 0.

□
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例 11.2

设向量 α1, α2, β1, β2 为三维列向量，又 A = (α1, α2, β1), B = (α1, α2, β2)，且 |A| = 3，
|B| = 2，求 |2A+ 3B|.

解

2A+ 3B = (2α1 + 3α1, 2α2 + 3α2, 2β1 + 3β2) = (5α1, 5α2, 2β1 + 3β2)，因此

|2A+ 3B| = |5α1, 5α2, 2β1 + 3β2|

= 25|α1, α2, 2β1 + 3β2|

= 25(2|α1, α2, β1|+ 3|α1, α2, β2|)

= 25(2|A|+ 3|B|) = 300.

11.1.2 递归式定义

首先我们需要引入余子式和代数余子式的概念：

定义 11.2

在 n 阶行列式 D = |aij |n×n 中，去掉元素 aij 所在的第 i 行和第 j 列的所有元素而
得到的 n− 1 阶行列式称为元素 aij 的余子式，记作 Mij，并把数 Aij = (−1)i+jMij

称为元素 aij 的代数余子式.

注意，虽然余子式和代数余子式在名称中含有式，但实际上他们是一个值. 实际上行
列式也称为 “式”，但这些 “式” 只是形状上有个形式，实际上只是一个值.

例 11.3

根据定义 11.2 计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 3

−1 0 2

1 5 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 每个元素的余子式和代数余子式.
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解

我们只举一个例子，第二行第一列元素 −1 的余子式和代数余子式. 根据定义，它的
余子式是去掉第二行和第一列所有元素剩余的二阶行列式∣∣∣∣∣1 3

5 −2

∣∣∣∣∣ = −17,
因此它的代数余子式是 A21 = (−1)2+1(−17) = 17. 读者可以自行计算其他元素的余
子式和代数余子式.

接下来我们便可以给出递归式定义：

定义 11.3

设 D = |aij |n×n，则

D =
n∑

k=1

akjAkj = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj j = 1, 2, . . . , n (11.1)

D =
n∑

k=1

aikAik = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin i = 1, 2, . . . , n (11.2)

其中 Aij 即为定义 11.2给出的代数余子式，式 11.1称为 D对第 j 列的展开式，式 11.2
称为 D 对第 i 行的展开式. 事实上，这一定义被称为递归式定义的原因是显然的（如果在
程序设计课程中已经学习过递归的概念），它使用 n − 1 阶行列式定义 n 阶行列式，因此
我们对任意 n 阶行列式都可以递归展开到 1 阶，从而得到最终行列式计算结果.

除此之外，我们需要强调的是，这里的递归式定义能称之为定义，必须要使得其与之
前的公理化定义不冲突. 事实上二者等价的证明都是技术性的，教材 175 页定理 5.1 说明
了我们如何从公理化定义推出递归式定义，反过来我们只需要对公理化定义中每个性质利
用公理化定义逐个展开验算即可，我们放在习题中供感兴趣的读者自行验证. 因为都是技
术性的问题，这里不展开叙述，事实上也不是我们核心的内容.

例 11.4

利用定义 11.3 计算例 11.3 中的行列式，可以行列展开均使用并在上述公式中选取
不同 i 和 j 以熟悉定义 11.3，并注意体会递归式定义的含义.
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解

我们选取 i = 2 进行按行展开，由定义 11.2 可知 A21 = 17, A22 = −7, A23 = −9，因
此

D =
3∑

k=1

a2kA2k

= a21A21 + a22A22 + a23A23

= (−1) · 17 + 0 · (−7) + 2 · (−9)

= −35.

同理，我们选取 j = 3进行按列展开，由定义 11.2可知 A13 = −5, A23 = −9, A33 = 1，
因此

D =
3∑

k=1

ak3Ak3

= a13A13 + a23A23 + a33A33

= 3 · (−5) + 2 · (−9) + (−2) · 1

= −35.

读者可以自行计算按其他行列展开的结果.

递归式定义有一个重要的结论如下：

定理 11.1

n 阶行列式 D = |aij |n×n 的某一行（列）元素与另一行（列）相应元素的代数余子
式的乘积之和等于 0，即

n∑
k=1

akjAki = a1jA1i + a2jA2i + · · ·+ anjAni = 0 j 6= i (11.3)

n∑
k=1

ajkAik = aj1Ai1 + aj2Ai2 + · · ·+ ajnAin = 0 j 6= i (11.4)

我们简要说一下定理的证明. 虽然这一定理看着下标满天飞，似乎很难证明，但如果
我们首先将第 j 列元素替换为第 i列元素，然后根据定义 11.3按第 j 列展开求行列式，这
一结果一定是 0，因为此时矩阵第 i 和 j 两列完全相同. 同时我们发现，我们上面展开写
出的式子就是式 11.3（注意此时 aki = akj），由此得证.

到目前为止，读者可能对式 11.1–11.4式繁杂的下标感到陌生，因此安排了?? 11.2–11.4
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希望大家熟悉这些公式.

例 11.5

对例 11.4 中的矩阵验证定理 11.1 的正确性.

解

例如我们选取第一行元素和第二行的代数余子式，由定义 11.2可知 A21 = 17, A22 =

−7, A23 = −9，因此

D =
3∑

k=1

a1kA2k

= a11A21 + a12A22 + a13A23

= 2 · 17 + 1 · (−7) + 3 · (−9)

= 0.

这一节中行列式是按照一行（列）展开的，若按多行（列）展开则需要相应的 Laplace
定理，我们将在下一讲行列式计算进阶中介绍.

11.1.3 行列式的常用性质

设 A,B ∈ Fn×n，k ∈ F，则

1. 一般情况下，|A±B| 6= |A| ± |B|；

2. |kA| = kn|A|；

证明

由定义 11.1 的 1，设 A = (α1, α2, . . . , αn)，则

|kA| = |kα1, kα2, . . . , kαn|

= kn|α1, α2, . . . , αn|

= kn|A|.

□

3. 初等矩阵行列式（注意初等矩阵不分行列，左乘右乘区分初等行列变换）：
|Eij | = −1, |Ei(c)| = c, |Eij(k)| = 1；
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4. 利用 3 中的结论可以得到 |AB| = |A||B|, |Ak| = |A|k；

5. 利用 3 中的结论可以得到 A 可逆 ⇐⇒ |A| 6= 0；

6. 利用 3 中的结论可以得到 |AT| = |A|；

7. 利用 3 中的结论可以得到上、下三角矩阵行列式均为主对角线元素的乘积；

8. 利用 3中的结论（求出初等矩阵逆矩阵行列式）可以得到若 A可逆，则 |A−1| = |A|−1.

证明

由 |AB| = |A||B|，设 B = A−1，则 |E| = |AA−1| = |A||A−1|，因此 |A||A−1| = 1，
从而 |A−1| = |A|−1. □

以上性质都可以基于定义或上述其他性质得到，其中 3-6 条可参考教材 5.3 节，7 可
参考教材 172 页例 3. 这些性质结论希望读者熟悉，实际上推导过程重要性不大，虽然也
并不复杂. 下面介绍的性质需要用到 “打洞法”（分块矩阵初等变换）来证明：

1.
∣∣∣∣∣A O

O B

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A O

C B

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A D

O B

∣∣∣∣∣ = |A||B|,
∣∣∣∣∣O A

B C

∣∣∣∣∣ = (−1)kr|A||B|（其中 A 为 k 阶方

阵，B 为 r 阶方阵）；

证明

证明从略，感兴趣的读者可以参考教材 179 页例 2，实际上我们很多时候只需
要基于这些结论证明进一步的性质. □

2. 当 A 可逆时，有

∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A||D − CA−1B|，当 D 可逆时，有

∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |D||A−
BD−1C|，当 B 可逆时，有

∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = (−1)mn|B||C − DB−1A|，当 C 可逆时，有∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = (−1)mn|C||B −AC−1D|；

证明

由于 (
E O

−CA−1 E

)(
A B

C D

)
=

(
A B

O D − CA−1B

)
,
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两边取行列式，并注意到 ∣∣∣∣∣ E O

−CA−1 E

∣∣∣∣∣ = 1,

因此 ∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A B

O D − CA−1B

∣∣∣∣∣ = |A||D − CA−1B|.

读者会发现，我们在上面的证明中多次使用

∣∣∣∣∣A O

C B

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A D

O B

∣∣∣∣∣ = |A||B| 这一
性质，因此这一性质是相当重要的，需要读者熟悉.
本条的其他结论推导类似于上方，在此不再赘述，感兴趣的读者可以自行推导
（关键在于第三类分块初等矩阵行列式为 1），实际上结论并不是很重要，重要
的是在于领悟使用行列式分块计算性质和打洞法的基本方法. □

3. 设 A,B 分别是 n×m 和 m× n 矩阵，则 |En ±AB| = |Em ±BA|，且
|λEn ±AB| = λn−m|λEm ±BA|, n ⩾ m.

证明

由前述第二条性质直接可得

|En ±AB| =

∣∣∣∣∣En A

∓B Em

∣∣∣∣∣ = |Em ±BA|,

也有

|λEn ±AB| =

∣∣∣∣∣λEn A

∓B Em

∣∣∣∣∣ = λn

∣∣∣∣∣En λ−1A

∓B Em

∣∣∣∣∣ = λn−m

∣∣∣∣∣En A

∓B Em

∣∣∣∣∣
= λn−m|λEm ±BA|.

其中第一行第二个等号来源于前 n 行每行提出一个 λ，第一行第三个等号来源
于后 m 列每列乘以 λ. □

事实上，这里的结果在特征值与特征向量的部分中我们会给出更深入的解释.

还有一部分由这些性质可以推导的其他性质将出现在 C 组习题中供参考. 这部分主要
是技巧性内容，可以选择性完成.
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11.2 行列式的基本运算

本节内容按照往年经验不是考试重点，但是我们要保证教材中涉及的的方法都掌握.
本节我们简要说明教材中提及的基本行列式计算方法，在下一讲行列式计算进阶中我们将
用一整讲详细展开行列式的计算技巧.

首先我们用一个简单的三阶行列式的例子回顾行列式的多种基本计算方法. 这里选取
三阶行列式主要原因也是三阶行列式在未来实际解题中最为常见，这里希望读者比较选择
最适合自己的方法在未来更便捷地使用：

例 11.6

计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 3 1

3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣.

解

1.（公理化定义与性质）参考教材 171 页例 2 的方法，此处展开较为复杂不再赘
述，也不推荐使用这一方法.

2.（公式法，实际上就是逆序数定义）我们知道三阶行列式的计算公式为（直接展

开也很容易验证）D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 −

a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32，因此 D = 1 · 3 · 2 + 2 · 1 · 3 + 3 · 2 · 1− 3 · 3 ·
3− 2 · 2 · 2− 1 · 1 · 1 = −18.

3.（化为上三角形式）参考教材 172 页例 4，具体过程不在此展开.

4.（递归式定义展开）我们对第一行展开，由定义 11.3 可知

D = 1 ·

∣∣∣∣∣3 1

1 2

∣∣∣∣∣− 2 ·

∣∣∣∣∣2 1

3 2

∣∣∣∣∣+ 3 ·

∣∣∣∣∣2 3

3 1

∣∣∣∣∣
= 1 · (6− 1)− 2 · (4− 3) + 3 · (2− 9)

= −18.

接下来我们需要介绍一个非常重要的行列式，我们称之为 Vandermonde 行列式：
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例 11.7

证明：n 阶 Vandermonde 行列式

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn
...

... . . . ...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi)

教材 177–178 页例 2 给出了对上式的详细解释以及证明，这里我们不再赘述. 我们需
要强调的是 Vandermonde 行列式的重要性，事实上，Vandermonde 行列式有着广泛的应
用，在之后不少的习题中我们将使用它. 在此我们证明定理 4.2 的有限维情形作为一个例
子：

例 11.8

设 V1, V2, . . . , Vs 是有限维线性空间 V 的 s 个非平凡子空间，证明：V 中至少存在
一个向量不属于 V1, V2, . . . , Vs 中的任何一个，即 V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs ⊊ V .

证明

设 dimV = n，设 α1, α2, . . . , αn 为 V 的一组基，构造向量组 {βk} 中每个元素满足

βk = α1 + kα2 + · · ·+ kn−1αn, k = 1, 2, 3, . . .

任取上述向量组中的 n 个向量 βk1
, βk2

, . . . , βkn
，其中 k1 < k2 < · · · < kn，则有

(βk1
, βk2

, . . . , βkn
) = (α1, α2, . . . , αn)C

其中

C =


1 1 · · · 1

k1 k2 · · · kn
...

... . . . ...
kn−1
1 kn−1

2 · · · kn−1
n


则 |C| 是一个 Vandermonde 行列式. 由 Vandermonde 行列式的性质可知 |C| 6= 0，
因此 C 可逆. 又由于 α1, α2, . . . , αn 是 V 的一组基，因此 βk1

, βk2
, . . . , βkn

线性无
关，从而向量组 {βk} 中任意 n 个向量均构成 V 的一组基.
由于 V1, V2, . . . , Vs 是 V 的非平凡子空间，因此每个子空间最多包含 {βk} 中 n − 1

个向量，进而 V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs 只包含 {βk} 中有限个向量，所以必然存在一个向量
βj 使得 βj /∈ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vs. □
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除此之外教材上还有一些基于递推的方法的例子，我们将会在下一讲中展开介绍这一
方法以及其它技巧性更强的方法.

11.3 伴随矩阵

伴随矩阵是一个重要的概念，它给出了逆矩阵与原矩阵的关联，并且其性质都比较经
典，很适合于练习.

定义 11.4 伴随矩阵

称矩阵 A∗ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
... . . . ...

A1n A2n · · · Ann

 为 A 的伴随矩阵，其中 Aij 是元素 aij 的代

数余子式.

我们要特别注意伴随矩阵代数余子式的下标与通常矩阵下标不一致，与转置下标一致.
伴随矩阵具有以下几个重要性质，我们将给出大部分性质的证明，部分性质我们放在朝花
夕拾中证明：

例 11.9

证明下列关于 n 阶矩阵 A 的伴随矩阵 A∗ 的性质：

1. AA∗ = A∗A = |A|E，若 A 可逆，则有 A−1 = |A|−1A∗, A∗ =

|A|A−1, (A∗)−1 = (A−1)∗ = |A|−1A.

2. |A∗| = |A|n−1，无论 A 是否可逆.

3. (AB)∗ = B∗A∗, (AT)∗ = (A∗)T, (kA)∗ = kn−1A∗，要求掌握 A 和 B 可逆时
的证明，若不可逆则需要使用第二节习题 C 组中对角占优的推论证明.

4. A 可逆时，(A∗)∗ = |A|n−2A, |(A∗)∗| = |A|(n−1)2（本题结论可以推广到更多重
的伴随矩阵）.

5. 对正整数 k，(Ak)∗ = (A∗)k.

6. r(A∗) =


n r(A) = n

1 r(A) = n− 1

0 r(A) < n− 1

.



11.3 伴随矩阵 261

证明

1. 由式 11.3 和式 11.4，AA∗ 的第 i 行第 j 列元素为

n∑
k=1

aikAkj =

|A| i = j

0 i 6= j

因此 AA∗ = |A|E，同理可证 A∗A = |A|E.

若 A可逆，则 |A| 6= 0，从而由 AA∗ = |A|E 可知 A−1 = |A|−1A∗，A∗ = |A|A−1，
(A∗)−1 = |A|−1A.

而我们知道 (A−1)∗A−1 = |A−1|E = |A|−1E，因此 (A−1)∗ = |A|−1A.

2. 由 AA∗ = |A|E，|AA∗| = |A||A∗| = |A|n，因此 |A∗| = |A|n−1.

3. 只证明 A 和 B 可逆的情况，由 A∗ = |A|A−1 可知，(AB)∗ = |AB|(AB)−1 =

|A||B|B−1A−1 = B∗A∗.

由 (AT)∗ = |AT|(AT)−1 = |A|(A−1)T = (|A|A−1)T = (A∗)T.

由 (kA)∗ = |kA|(kA)−1 = kn|A| · k−1A−1 = kn−1A∗.

4. 由 (A∗)∗ = |A∗|A∗−1，|A∗| = |A|n−1，(A∗)−1 = |A|−1A，可知 (A∗)∗ = |A|n−2A.
由 |(A∗)∗| = ||A|n−2A|n−1 = |A|n(n−2)+1 = |A|(n−1)2 .

5. 由 (Ak)∗ = |Ak|(Ak)−1 = |A|k(A−1)k = (|A|A−1)k = (A∗)k.

6. 证明见例 12.6.

□

在计算行列式时若出现伴随矩阵，我们经常使用例 11.9 中的 1，3 进行计算.

使用伴随矩阵求逆矩阵是一种矩阵求逆的方式，我们通过一个简单的例子复习：

例 11.10

判断矩阵


1 2 3

2 1 2

1 3 3

 是否可逆. 若可逆，利用伴随矩阵求其逆矩阵.

解

见教材 182 页例 1.
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11.4 Cramer 法则

从历史角度来开，引入行列式是用于求解线性方程组的. 瑞士数学家克莱姆（Cramer）
于 1750 年在他的《线性代数分析导言》中发表了这一方法. 事实上莱布尼兹〔1693〕，以
及麦克劳林〔1748〕亦研究了这一法则，但他们的记法不如克莱姆清晰. 接下来我们介绍
这一充满历史底蕴的定理：

定理 11.2 Cramer 法则

对线性方程组 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0

(11.5)


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(11.6)

令 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，称为系数行列式.

令 D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 · · · a1n

b2 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
bn an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, . . . , Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · b1

a21 a22 · · · b2
...

... . . . ...
an1 an2 · · · bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

1. 方程组 11.5 只有零解 ⇐⇒ D 6= 0，有非零解（无穷多解） ⇐⇒ D = 0，即
r(A) < n；

2. 方程组 11.6 有唯一解 ⇐⇒ D 6= 0，此时 xi =
Di

D
(i = 1, 2, . . . , n)，当 D = 0

时，方程组 11.6 要么无解，要么有无穷多解.
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证明

我们不区分齐次与非齐次方程组进行证明，实际上齐次的结论只是下面证明的特例.
事实上，对于任意线性方程组 AX = b，其中 b 可以是零向量，若 D = |A| 6= 0，则
A 可逆，因此方程组有解

X = A−1b =
1

|A|
A∗b =

1

D
A∗b,

即 
x1

x2
...
xn

 =
1

D


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
... . . . ...

A1n A2n · · · Ann




b1

b2
...
bn

 ,

于是 xi =
1

D
(b1A1i + b2A2i + · · ·+ bnAni) =

Di

D
(i = 1, 2, . . . , n)（根据定义 11.3）.

事实上此时解唯一，因为可逆矩阵 A应当是可逆线性映射 σ 关于某组基的表示矩阵.
对于可逆映射而言，首先必须是单射，因此 σ(a) = b 只能有唯一解，因此 AX = b

只能有唯一解.
反之，若方程组 AX = b只有唯一解，说明方阵 A对应的线性映射 σ 是单射，并且因
为 A是方阵，因此 σ 出发空间与到达空间维数相同，由定理 5.10可知 σ 是双射，因
此 A可逆，从而 |A| 6= 0. 综上可以证明方程组 AX = b有唯一解 ⇐⇒ D = |A| 6= 0.
剩下的无解、无穷解的结论就很显然了. 若 AX = b 无解或有无穷解，反证法，若
D 6= 0，则 A 可逆，从而 AX = b 有唯一解，矛盾，故 D = 0. 反之，若 D = 0，则
A 不可逆，反证法，若 AX = b 有唯一解，A 可逆，矛盾，故 AX = b 无解或有无
穷解（完全就是前面 AX = b 有唯一解 ⇐⇒ D = |A| 6= 0 的推论）. □

我们可以用 Cramer 法则求解线性方程组，但要注意只有方程个数与未知数个数相等
时才能使用，并且需要系数行列式不为 0.

例 11.11

求解方程组


x1 + x2 + x3 = 1

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0

a21x1 + a22x2 + a23x3 = 0

，其中 a1, a2, a3 两两不等.
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解

a1, a2, a3 两两不等时，我们有

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a1 a2 a3

a21 a22 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2 − a1)(a3 − a1)(a3 − a2) 6= 0,

根据 Cramer 法则，方程组有唯一解，且

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 a2 a3

0 a22 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a3 − a2)a2a3,

D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a1 0 a3

a21 0 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a1 − a3)a1a3,

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a1 a2 0

a21 a22 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2 − a1)a1a2,

因此
x1 =

D1

D
=

a2a3
(a2 − a1)(a3 − a1)

,

x2 =
D2

D
=

a1a3
(a1 − a2)(a3 − a2)

,

x3 =
D3

D
=

a1a2
(a1 − a3)(a2 − a3)

.

事实上，Cramer 法则在定理内容中已经给我们提供了关于线性方程组解的理论的重
要结论——它实现了我们第一讲中提到的方程组解的情况的更一般化的讨论，即不需要化
为简化阶梯矩阵就可以利用更为一般化的结论判断方程组解的情况，我们将在朝花夕拾中
进行更完整的讨论.

11.5 行列式的秩

11.5.1 行列式的秩

首先我们需要给出矩阵的子式、主子式的定义，然后给出相关的顺序主子式的定义.
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定义 11.5

矩阵 A = (aij)n×n的任意 k行（i1 < i2 < · · · < ik 行）和任意 k列（j1 < j2 < · · · < jk

列）的交点上的 k2 个元素排成的行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1j1 ai1j2 · · · ai1jk

ai2j1 ai2j2 · · · ai2jk
...

... . . . ...
aikj1 aikj2 · · · aikjk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
称为矩阵 A 的一个 k 阶子式，若子式等于 0 则称 k 阶零子式，否则称非零子式.
当 A 为方阵且 it = jt (t = 1, 2, . . . , k)（即选取相同行列）时，称为 A 的 k 阶主子
式. 若 it = jt = t (t = 1, 2, . . . , k)，称为 A 的 k 阶顺序主子式（取前 k 行 k 列的左
上角主子式）.

例 11.12

写出矩阵


1 5 −2
2 3 4

−1 −3 0

 的所有一阶、二阶子式、主子式和顺序主子式.

解

1. 一阶子式：根据子式定义，任意 1 行 1 列交点组成的 1 个元素就是一阶子式，
即所有的元素本身都是一阶子式；

2. 二阶子式：根据子式定义，任意 2 行 2 列交点组成的 4 个元素排成的行列式就
是二阶子式，即∣∣∣∣∣1 5

2 3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣1 −2
2 4

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣5 −2
3 4

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 1 5

−1 −3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 1 −2
−1 0

∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣ 5 −2
−3 0

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 2 3

−1 −3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 2 4

−1 0

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 3 4

−3 0

∣∣∣∣∣ ;
3. 主子式：根据主子式定义，要求取的行列号相同，故一阶主子式就是 1行 1列、

2 行 2 列、3 行 3 列的元素，二阶主子式就是选取 1、2/1、3/2、3 行与列构成
的子式，即 ∣∣∣∣∣1 5

2 3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 1 −2
−1 0

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 3 4

−3 0

∣∣∣∣∣ ;
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三阶主子式就是矩阵本身对应的行列式，不再赘述.

4. 顺序主子式根据定义，一阶就是第一行第一列的元素，二阶就是前两行前两节
元素构成的子式，三阶就是本身的行列式.

接下来我们给出行列式的秩的定义.

定义 11.6

矩阵 A 的非零子式的最高阶数 r 称为 A 的行列式秩.

即矩阵 A 的行列式秩为 r 的含义为 A 至少有一个 r 阶子式不为 0，但所有 r + 1 阶
子式均为 0. 事实上，我们可以通过如下定理统一矩阵的秩和行列式秩：

定理 11.3

矩阵 A 的秩 r(A) = r ⇐⇒ A 的行列式的秩为 r.

我们可以得到上一个专题中矩阵的秩的等价定义. 这一定理的证明见教材 183 页，事
实上是很简单的. 我们可以这么理解，最高非零子式的阶数实际上就是矩阵行、列向量极
大线性无关组的长度（更多行、列向量就会使得子式等于 0，此时必不满秩），那么这一定
理就很显然了.

定义 11.7

矩阵 A 的非零子式的最高阶数 r 称为矩阵 A 的秩，记为 r(A).

需要注意的是，前面定义的子式、行列式秩等都是对矩阵定义的，原因是行列式虽名
为 “式” 但实际上只是一个数，只有矩阵有形可以定义上述概念.

例 11.13

利用定义求矩阵


1 1 −1 3

1 2 1 1

2 3 0 4

 的行列式秩.
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解

记该矩阵为 A，由于 A 为 3 行 4 列矩阵，因此 r(A) ⩽ 3. 又我们可以发现其三阶子
式 ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 3

1 1 1

2 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −4 6= 0,

故 r(A) ⩾ 3，因此 r(A) = 3.

11.5.2 关于秩的总结

本学期我们一共学习了四个秩的概念：向量组的秩，线性映射的秩，矩阵的秩和行列
式的秩. 事实上，我们在很多地方都讨论了它们的统一性：

1. 在矩阵的秩的定义以及三秩的统一中体现了向量组的秩（行秩、列秩的定义基于向量
组的秩）和线性映射的秩（矩阵的秩的定义基于线性映射的秩）与矩阵的秩的统一；

2. 在定理 11.3 中统一了矩阵的秩和行列式的秩.

虽然线性映射的秩、矩阵的秩、行列式的秩的定义各不相同，但本质都在于向量组的秩（回
顾线性映射的秩的定义，矩阵行秩、列秩的定义，乃至定理 11.3 的证明）. 这给我们的启
示是上述提到的概念都可以互相转化考虑. 例如考虑可逆时，我们可以考虑行、列向量是
否线性无关/矩阵对应的线性映射是否可逆/行列式是否为 0 等. 虽然说起来很简单，但是
实际做题的时候很多同学还是容易思维局限，因此我们需要将这些概念的统一性放在重要
的位置.

例 11.14

求多项式 f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2 a3

1 a1 + x a2 a3

1 a1 a2 + x+ 1 a3

1 a1 a2 a3 + x+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的所有零点.

解

事实上，本题可以直接首先展开求出四阶行列式的值然后解方程 f(x) = 0 即可，但
我们这里使用更为本质的方法. f(x) = 0 实际上就是行列式等于零，即此时 x 使得
行列式中两列（或两行）线性相关了. 事实上，我们很容易发现 x = 0 时，第一列与
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第二列成比例，故此时 f(x) = 0 成立. 同理，x = −1 和 x = −2 也是 f(x) = 0 的
解.
事实上，我们知道这一行列式展开后是一个次数最高为 3 的多项式，因此 0,−1,−2
就是 f(x) 的所有零点.

内容总结
在这一讲中我们引入了一个重要的工具——行列式. 我们不同于一般教材的逆序数定

义（我们将会在史海拾遗中从历史角度介绍这一定义），首先给出了公理化的定义，并且发
现行列式事实上就是在描述 n 维空间中物体的体积. 接下来我们也介绍了递归式定义（即
按一行一列展开），并讨论了行列式的一些性质和基本运算（进阶问题我们将在下一讲讨
论），介绍了常用的范德蒙行列式. 接下来我们也介绍了伴随矩阵及其大量性质，在性质的
证明中希望读者体会这类证明的一般想法. 我们也介绍了 Cramer 法则，它是最开始研究
线性方程组理论的一个核心结果，因此在讨论线性方程组一般理论的朝花夕拾一讲中我们
还会再遇见它的身影. 最后我们讨论了行列式的秩，这也是我们最后一个 “秩” 的定义，我
们讨论了向量组、线性映射、矩阵、行列式的秩的统一性，这也是我们这一学期学习的秩
的概念的一个总结，也希望读者能在练习中更深刻体会它们的关联.

事实上，我们很难说服读者行列式以什么样的方式引入是最为合适的，或许在史海拾
遗的历史讲述中我们可能才能窥见行列式诞生的奥秘，那是最为自然的描述，但需要过多
的准备以至于可能令人厌烦. 但至少公理化定义是非常简单的，并且有一定的几何背景，由
此也直接可以得出行列式大量的优良性质，例如矩阵可逆等价于行列式等于零——这一性
质在将来关于线性方程组、特征多项式等的讨论中是核心的.

习题
A 组

1. 递归式定义推导公理化定义.

2. 设 α1, α2, α3 为三维列向量，令 A = (α1, α2, α3)，且 |A| = 2，求 |α1 +α2 +α3, α1 +

3α2 + 9α3, α1 + 4α2 + 16α3|.

3. 求证以下命题：

(1) 奇数阶反对称矩阵不可逆；

(2) 若 A 是 n 阶可逆对称矩阵，B 是 n 阶反对称矩阵，则当 n 为奇数时，齐次线
性方程组 (AB)X = O 有非零解.

4. 设 A、B 分别为 m、n阶可逆矩阵，且 |A| = a，|B| = b，求

(
A O

O B

)∗

和

(
O A

B O

)∗

.
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5. 证明：

(1) 若 A 为幂等矩阵，则 A∗ 也为幂等矩阵；A 为幂零矩阵，则 A∗ 也为幂零矩阵；

(2) 若 A 为对称矩阵，则 A∗ 也为对称矩阵；A 为反对称矩阵，则 A∗ 为偶数阶时也
为反对称矩阵，奇数阶时为对称矩阵.

6. 证明：上（下）三角矩阵的伴随矩阵是上（下）三角矩阵（对角矩阵为特例）.

7. 设 A 为 n 阶方阵，证明：若 |A| = 0，则 A 中任意两行（列）对应元素的代数余子
式成比例.

8. 设向量 α1, α2, α3 线性无关，讨论向量 α1−α2− 2α3, 2α1 +α2−α3, 3α1 +α2 +2α3

的线性相关性.

9. 设W = span(α1, α2)是R4的一个子空间，其中 α1 = (1, 2, 1,−1)T，α2 = (1, 4,−1,−1)T，
试将 α1, α2 扩充为 R4 的基.

B 组

1. 设 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 4 1

2 3 1 4

0 −7 8 3

5 3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，求

(1) A21 +A22 +A23 +A24；

(2) A31 +A33；

(3) M41 +M42 +M43 +M44.

2. 求参数 a, b 的值，使得

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x y z

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −5
x y z

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2,

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 b

x y z

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a 都成立，并求

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z

1 −1 5

u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣.
3. 设 A,B 为三阶矩阵，且 |A| = 3, |B| = 2，且 |A−1 +B| = 2，求 |A+B−1|.

4. 设 A 为 n 阶正交矩阵，即 AAT = ATA = E，且 |A| < 0，证明：|E +A| = 0.
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5. 已知齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...

an−1,1x1 + an−1,2x2 + · · ·+ an−1,nxn = 0

设 Mj (j = 1, 2, . . . , n) 表示 A = (aij)n−1×n 划掉第 j 列所得的 n− 1 阶子式，证明：

(1) (M1,−M2, . . . , (−1)n−1Mn) 是方程组的一个解；

(2) 若 r(A) = n− 1，则方程组的解全是 (M1,−M2, . . . , (−1)n−1Mn) 的倍数.

6. 设 A,B 均为 n 阶矩阵，且 |A| = 2, |B| = 1，求 |2A∗B∗ −A−1B−1|.

7. 若 n 阶非零矩阵 A 满足 AT = A∗，证明：

(1) |A| > 0；

(2) |A| = 1（补充：若 A 第一行元素相等，求第一行元素的值）；

(3) A 为正交矩阵，即 AAT = ATA；

(4) n > 2 且为奇数时，|E −A| = 0.

8. 已知 A 是一个秩为 n − 1 的 n (n ⩾ 2) 阶方阵，且已知某个元素 aij 的代数余子式
Aij 6= 0，求方程组 AX = 0 的基础解系.

9. 设 D = |aij |n×n，Aij 是 aij 的代数余子式. 求证：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 A12 · · · A1,n−1

A21 A22 · · · A2,n−1

...
... . . . ...

An−1,1 An−1,2 · · · An−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= annD

n−2.

10. 设 a1, a2, . . . , an 为互不相等的实数，b1, b2, . . . , bn 为任意给定的实数. 证明：存在唯
一的 n− 1 次多项式，满足 f(ai) = bi, i = 1, 2, . . . , n.

11. 证明：n 维向量组 α1, α2, . . . , αn 线性无关的充要条件是∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αT
1 α1 αT

1 α2 · · · αT
1 αn

αT
2 α1 αT

2 α2 · · · αT
2 αn

...
... . . . ...

αT
nα1 αT

nα2 · · · αT
nαn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.
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12. 设 a1, . . . , an 为 n 个 n 维向量，证明：向量组 a1, . . . , an 线性无关的充要条件是任一
个 n 维向量都可以由其线性表示（不使用线性空间维数的方式完成）.

13. 设 s× n (s ⩽ n) 矩阵为 
1 a a2 · · · an−1

1 a2 a4 · · · a2(n−1)

...
...

... . . . ...
1 as a2s · · · as(n−1)


且 ar 6= 1 (0 < r < n)，求 A 的秩和它的列向量组的一个极大线性无关组.

14. 设 A,B,C,D ∈ Fn×n，定义变换 T : Fn×n → Fn×n 为

T (X) = AXB + CX +XD

证明：

(1) T 为 Fn×n 上的线性变换；

(2) 当 C = D = 0 时，T 可逆的充要条件是 |AB| 6= 0.

15. 设 A 为 n 阶矩阵，且 r(A) < n，又 A11 6= 0，证明：存在常数 k，使得 (A∗)2 = kA∗.

16. 设 V 是一个 n 维实线性空间，证明：存在 V 中的一个由可列无穷多个向量组成的向
量组 {αi | i ∈ Z+}，使得其中任意 n 个向量组成的向量组都是 V 的一组基.

17. 回顾例 2.3 中数列极限的例子，证明：以 0 为极限的实数数列全体构成的线性空间是
无限维线性空间.

C 组

1. 设 A,B,C,D 均为 n 阶方阵，|A| 6= 0 且 AC = CA. 证明：∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB|.
2. 设 A 为 n 阶可逆矩阵，α, β 为 n 维列向量，证明：

|A+ αβT| = |A|(1 + βTA−1α).

3. 设 A,B 均为 n 阶方阵，证明：∣∣∣∣∣A B

B A

∣∣∣∣∣ = |A+B||A−B|.
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4. 设 A,B,C,D 均为 n 阶方阵，且 r

(
A B

C D

)
= n，证明：

∣∣∣∣∣|A| |B||C| |D|

∣∣∣∣∣ = 0.

5. 求
(
A C

O B

)∗

，并求当 A 可逆时的

(
A B

C D

)∗

.

6. 下面三个小问探讨伴随矩阵的反问题，即对任意给定的 n 阶方阵 B，是否存在 n 阶
方阵 A 使得 A∗ = B.

(1) 证明：若 n = 2，则存在唯一的 2 阶方阵 A 使得 A∗ = B；

(2) 证明：若 n > 2，则存在 n阶方阵 A使得 A∗ = B 的充要条件为 r(B) ∈ {0, 1, n}，
并且

i. r(B) = n 时，A = n−1
√
|B|B−1；

ii. r(B) = 1时，A = Q−1

(
0 O

O Xn−1

)
P−1，且 |Xn−1| = |PQ|，B = P

(
1 O

O O

)
Q；

(3) 设 A =


1 1 1

1 1 1

1 1 1

，求矩阵 B 使得 B∗ = A.

11.6 化三角形法

例 11.15

计算行列式 Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an

1 a1 + b1 a2 · · · an

1 a1 a2 + b2 · · · an
...

...
... . . . ...

1 a1 a2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解析：观察行列式的特点，主对角线下方的元素与第 1 行元素对应相同，故用第 1 行
的 −1 倍加到下面各行便可使主对角线下方的元素全部变为 0，即化为上三角形.
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解

将该行列式第 1 行的 −1 倍分别加到第 2, 3, . . . , n+ 1 行上去，可得

Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 . . . an

b1

b2
. . .

bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

bi

11.7 连加法

例 11.16

计算行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 −m x2 · · · xn

x1 x2 −m · · · xn
...

... . . . ...
x1 x2 · · · xn −m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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解

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

xi −m x2 · · · xn

n∑
i=1

xi −m x2 −m · · · xn

...
... . . . ...

n∑
i=1

xi −m x2 · · · xn −m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(
n∑

i=1

xi −m

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x2 · · · xn

1 x2 −m · · · xn
...

... . . . ...
1 x2 · · · xn −m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
n∑

i=1

xi −m

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x2 · · · xn

−m
. . .

−m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−m)n−1

(
n∑

i=1

xi −m

)

11.8 滚动消去法

当行列式每两行的值比较接近时，可采用让邻行中的某一行减或者加上另一行的若干
倍, 这种方法叫滚动消去法.

例 11.17

计算行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n

2 1 2 · · · n− 2 n− 1

3 2 1 · · · n− 3 n− 2
...

...
... . . . ...

...
n− 1 n− 2 n− 3 · · · 1 2

n n− 1 n− 2 · · · 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ⩾ 2.
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解

从最后一行开始每行减去上一行

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n

1 −1 −1 · · · −1 −1
1 1 −1 · · · −1 −1
...

...
... . . . ...

...
1 1 1 · · · −1 −1
1 1 1 · · · 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n

2 0 0 · · · 0 −2
2 2 0 · · · 0 −2
...

...
... . . . ...

...
2 2 2 · · · 0 −2
1 1 1 · · · 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n+ 1

2 0 0 · · · 0 0

2 2 0 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
2 2 2 · · · 0 0

1 1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n+ 1

1 0 0 · · · 0 0

1 1 0 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
1 1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1(n+ 1)2n−2

11.9 降阶法

将高阶行列式化为低阶行列式再求解.

例 11.18

解行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1

x
. . .
. . . −1

x −1
a0 a1 · · · an−2 an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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解

按最后一行展开，得

Dn =
n−1∑
i=0

(−1)n+i+1ai

∣∣∣∣∣A O

O B

∣∣∣∣∣ =
n−1∑
i=0

(−1)n+i+1ai|A||B|

=

n−1∑
i=0

(−1)n+i+1ai(x
i)
(
(−1)n−1−i

)
=

n−1∑
i=0

aix
i

其中 A ∈Mi(R), B ∈Mn−1−i(R)，

A =



x −1

x
. . .
. . . −1

x −1
x


, B =



−1
x −1

x
. . .
. . . −1

x −1



例 11.19

解行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ a a a · · · a

b γ β β · · · β

b β γ β · · · β
...

...
...

... . . . ...
b β β β · · · γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

解

从第 n行到第 3行，每行都减去上一行；再从第 3列到第 n列，每列都加到第 2列，
得
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Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ a a a · · · a

b γ β β · · · β

0 β − γ γ − β 0 · · · 0

0 0 β − γ γ − β · · · 0
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 0 · · · γ − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ (n− 1)a a a · · · a

b γ + (n− 2)β β β · · · β

0 0 γ − β 0 · · · 0

0 0 β − γ γ − β · · · 0
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 0 · · · γ − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣λ (n− 1)a

b γ + (n− 2)β

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ − β 0 · · · 0

β − γ γ − β · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · γ − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λγ + λ(n− 2)β − (n− 1)ab)(γ − β)n−2

11.10 升阶法

升阶法就是把 n 阶行列式增加一行一列变成 n+ 1 阶行列式，再通过性质化简算出结
果，这种计算行列式的方法叫做升阶法或加边法. 升阶法的最大特点就是要找每行或每列
相同的因子, 那么升阶之后, 就可以利用行列式的性质把绝大多数元素化为 0，这样就达到
简化计算的效果.
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例 11.20

解行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 · · · 1 1

1 0 1 · · · 1 1

1 1 0 · · · 1 1
...

...
... . . . ...

...
1 1 1 · · · 0 1

1 1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解

使行列式 D 变成 n+ 1 阶行列式, 即

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1

0 0 1 · · · 1 1

0 1 0 · · · 1 1
...

...
... . . . ...

...
0 1 1 · · · 0 1

0 1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
再将第一行的 −1 倍加到其他各行, 得:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

−1 −1
... . . .
−1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
从第二列开始, 每列乘以 −1 加到第一列, 得:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−(n− 1) 1 · · · 1

−1
. . .

−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1(n− 1)
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11.11 数归/递推法

例 11.21

计算行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosβ 1

1 2 cosβ . . .

1
. . . 1
. . . 2 cosβ 1

1 2 cosβ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解

D1 = cosβ

D2 =

∣∣∣∣∣cosβ 1

1 2 cosβ

∣∣∣∣∣ = 2 cos2 β − 1 = cos 2β

猜想 Dn = cosnβ. 数学归纳证明：
假设当 n = k 时，结论成立，即 Dk = cos kβ. 现证当 n = k + 1 时，结论也成立.
n = k + 1 时，

Dk+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosβ 1

1 2 cosβ . . .

1
. . . 1
. . . 2 cosβ 1

1 2 cosβ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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将 Dk+1 按最后一行展开, 得

Dk+1 = (−1)k+1+k+1 · 2 cosβ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosβ 1

1 2 cosβ . . .

1
. . . 1
. . . 2 cosβ 1

1 2 cosβ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)k+1+k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosβ 1 0 · · · 0

1 2 cosβ 1 · · · 0

0 1 2 cosβ · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 cosβDk −Dk−1

而 Dk = cos kβ, Dk−1 = cos(k− 1)β = cos(kβ − β) = cos kβ cosβ + sin kβ sinβ. 所
以有

Dk+1 = 2 cosβDk −Dk−1

= 2 cosβ cos kβ − cos kβ cosβ − sin kβ sinβ

= cos kβ cosβ − sin kβ sinβ

= cos(k + 1)β

则证得 Dn = cosnβ, n ∈ N.

下面介绍常系数线性递推数列，为了方便，只介绍二阶情况. 如果 Dn 满足关系式

aDn + bDn−1 + cDn−2 = 0

解特征方程
ar2 + br + c = 0

会有三种根的情况.

1. ∆ > 0, 有两个不等的实根 r1, r2，则有

Dn = C1r
n
1 + C2r

n
2

2. ∆ = 0, 有重实根 r，则有
Dn = (C1 + nC2)r

n
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3. ∆ < 0, 有共轭复根 r = cosβ ± i sinβ，则有

Dn = C1 cosnβ + C2 sinnβ

以上式子中的 C1, C2 均为任意常数，可以令 n = 1, 2 获得.

所以其实例 11.21 也可以使用递推式求得答案（留作习题证明略）. 不过一般遇到的
还是特征根为实数的情况比较多，给出一道练习例题：

例 11.22

计算行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

9 5

4 9
. . .

4
. . . 5
. . . 9 5

4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解

按第一列展开, 得
Dn = 9Dn−1 − 20Dn−2

即 Dn − 9Dn−1 + 20Dn−2 = 0.
作特征方程

x2 − 9x+ 20 = 0

解得 x1 = 4, x2 = 5. 则
Dn = A · 4n +B · 5n

当 n = 1 时, 9 = 4A+ 5B；
当 n = 2 时，61 = 16A+ 25B.
解得 A = −4, B = 5，所以

Dn = 5n+1 − 4n+1



282 第 11 讲 行列式

11.12 硬拆法

例 11.23

计算行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− a1 a2

−1 1− a2
. . .

−1 . . . an−1

. . . 1− an−1 an

−1 1− an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解

把第一列的元素看成两项的和进行拆列, 得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− a1 a2

−1 1− a2
. . .

0 + 0 −1 . . . an−1

0 + 0
. . . 1− an−1 an

0 + 0 −1 1− an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a2

−1 1− a2
. . .

−1 . . . an−1

. . . 1− an−1 an

−1 1− an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a1 a2

1− a2
. . .

−1 . . . an−1

. . . 1− an−1 an

−1 1− an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
上面第一个行列式的值为 1（从第 1 行开始，每一行依次加到下一行），所以

Dn = 1− a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− a2 a3

−1 1− a3
. . .

−1 . . . an−1

. . . 1− an−1 an

−1 1− an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1− a1Dn−1·
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这个式子对任何 n ⩾ 2 都成立, 因此有

Dn = 1− a1Dn−1

= 1− a1(1− a2Dn−2)

= · · ·

= 1− a1 + a1a2 + · · ·+ (−1)na1a2 · · · an

= 1 +
n∑

i=1

(−1)i
i∏

j=1

aj

11.13 箭形行列式

例 11.24

计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 1 · · · 1

1 a2

1 a3
... . . .
1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，其中 ai 6= 0 (i = 1, 2, . . . , n).

解

原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 −
n∑

i=2

1

ai
1 1 · · · 1

0 a2

0 a3
... . . .
0 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
n∑

i=2

1

ai

)(
n∏

j=2

aj

)
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11.14 Vandermonde 行列式

例 11.25

求行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x21 x22 · · · x2n
...

... . . . ...
xn−2
1 xn−2

2 · · · xn−2
n

xn1 xn2 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解

考虑构造一个 n+ 1 阶的 Vandermonde 行列式.

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1

x1 x2 · · · xn x

x21 x22 · · · x2n x2

...
... . . . ...

...
xn−2
1 xn−2

2 · · · xn−2
n xn−2

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n xn−1

xn1 xn2 · · · xnn xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将 f(x) 按第 n+ 1 列展开, 得

f(x) = A1,n+1 +A2,n+1x+ · · ·+An,n+1x
n−1 +An+1,n+1x

n

其中 xn−1 的系数为
An,n+1 = (−1)n+(n+1)Dn = −Dn

又根据 Vandermonde 行列式的结果知

f(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)
∏

1⩽j<i⩽n

(xi − xj)

由上式可求得 xn−1 的系数为

−(x1 + x2 + · · ·+ xn)
∏

1⩽j<i⩽n

(xi − xj)

故有
Dn = (x1 + x2 + · · ·+ xn)

∏
1⩽j<i⩽n

(xi − xj)
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11.15 ∗ 利用 |Em − AB| = |En − BA|

例 11.26

求行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 2a1 3a1 · · · na1

a2 a2 3a2 · · · na2

a3 2a3 2a3 · · · na3
...

...
... . . . ...

an 2an 3an · · · (n− 1)an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解

原式 =
n∏

i=1

ai

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 2 3 · · · n

1 1 3 · · · n

1 2 2 · · · n
...

...
... . . . ...

1 2 3 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
注意到 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 2 3 · · · n

1 1 3 · · · n

1 2 2 · · · n
...

...
... . . . ...

1 2 3 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(−1)


En −



1 2 3 · · · n

1 2 3 · · · n

1 2 3 · · · n
...

...
... . . . ...

1 2 3 · · · n





∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
En −



1

1

1
...
1


(
1 2 3 · · · n

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

而∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
En −



1

1

1
...
1


(
1 2 3 · · · n

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1−

(
1 2 3 · · · n

)


1

1

1
...
1


= −n

2 + n− 2

2
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所以原式 = (−1)n+1n
2 + n− 2

2

n∏
i=1

ai.

11.16 Laplace 定理

我们在定义 11.3 中讲述了行列式一行（一列）展开的方式，这里我们讲解一个更加一
般的展开方式：即按照 k 行（k 列）展开.

为了描述这一定理，我们需要首先将单个元素的余子式和代数余子式的概念推广到子
式的余子式和代数余子式. 为此，我们先给出一个定义：

定义 11.8

n 阶行列式 |A| 中任意取定 k 行、k 列 (1 ⩽ k < n)，记为 i1, . . . , ik 行，j1, . . . , jk
列，位于这些行和列的交叉处的 k2 个元素所构成的 k 阶子式称为 |A| 的一个 k 阶

子式，这一 k 阶子式记为 A

(
i1 · · · ik

j1 · · · jk

)
.

划去子式所在的取定的 k 行、k 列，剩下的元素所构成的 n − k 阶行列式称为这个
k 阶子式的余子式，记为

A

(
i′1 · · · i′n−k

j′1 · · · j′n−k

)
,

其中 {i′1, . . . , i′n−k} = {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik}，{j′1, . . . , j′n−k} = {1, . . . , n} \
{j1, . . . , jk}，且 i′1 < · · · < i′n−k，j′1 < · · · < j′n−k. 它前面乘以 (−1)(i1+···+ik)+(j1+···+jk)

所得的数称为这个 k 阶子式的代数余子式.

事实上上面关于子式的定义与上一讲给出的完全一致，只是多了一个记号，而子式的
余子式实际上也只是单个元素余子式到多行多列的自然扩展. 举个简单的例子，对于 3 阶

行列式 |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣，取定第 1,3行，第 1,2列，那么这个 2阶子式为 A

(
1 3

1 2

)
=

∣∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣，它的余子式为 A

(
2

3

)
=
∣∣∣a23∣∣∣，代数余子式为 (−1)(1+3)+(1+2)a23 = −a23.

定理 11.4

在 n 阶行列式 |A| 中，取定 k 行：第 i1, i2, . . . , ik 行（1 ⩽ i1 < i2 < · · · < ik ⩽ n，
且 1 ⩽ k < n），则这 k 行元素形成的所有 k 阶子式与它们自己的代数余子式的乘积
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之和等于 |A|，即

|A| =
∑

1⩽j1<j2<···<jk⩽n

A

(
i1 · · · ik

j1 · · · jk

)
· (−1)(i1+···+ik)+(j1+···+jk)A

(
i′1 · · · i′n−k

j′1 · · · j′n−k

)
.

(11.7)
若取定 k 列：第 j1, j2, . . . , jk 列（1 ⩽ j1 < j2 < · · · < jk ⩽ n，且 1 ⩽ k < n），则这
k 列元素形成的所有 k 阶子式与它们自己的代数余子式的乘积之和等于 |A|.

下面的证明需要利用一些行列式逆序数定义的知识，感兴趣的读者可以参考史海拾遗
一讲的描述，当然也可以略过这里的证明.

证明

我们只证明前一半按行展开的情况，后一半按列展开的情况可以类似证明. 事实上，
|A| 是 n! 项的代数和（事实上直接用按一行（一列）展开的定义结合数学归纳法很
容易得到），而式 11.7 右边求和符号包含 Ck

n 项，然后 k 阶子式展开有 k! 项，n− k
阶代数余子式有 (n − k)! 项，所以 Ck

n · k! · (n − k)! = n!，所以式 11.7 等号左右项
数相同.
事实上，我们不难发现式 11.7 等号右端 n! 项是互不相同的（不是计算结果一定互
不相同，是参与计算的行列式元素不同），又式 11.7 等号左右项数相同，故我们只需
证明等号右侧每一项都是 |A| 展开中的一项即可.
在式 11.7 右侧任取一项：

(−1)τ(µ1···µk)ai1µ1
· · · aikµk

(−1)(i1+···+ik)+(j1+···+jk)(−1)τ(ν1···νn−k)ai′1ν1
· · · ai′n−kν

′
n−k

,

其中 µ1, . . . , µk 为 j1, . . . , jk 的一个排列，ν1, . . . , νn−k 为 j′1, . . . , j
′
n−k 的一个排列，

τ 代表置换的符号（在朝花夕拾一讲中有介绍）.
而在式 11.7 左侧有如下一项：

(−1)τ(i1···iki
′
1···i

′
n−k)+τ(µ1···µkν1···νn−k)ai1µ1

· · · aikµk
ai′1ν1

· · · ai′n−kν
′
n−k

,

并且我们有

(−1)τ(i1···iki
′
1···i

′
n−k)+τ(µ1···µkν1···νn−k)

= (−1)
k∑

r=1
ir− k(1+k)

2
(−1)

τ(µ1···µk)+τ(ν1···νn−k)+
k∑

r=1
jr+

k(1+k)
2

= (−1)τ(µ1···µk)+τ(ν1···νn−k)(−1)(i1+···+ik)+(j1+···+jk).

因此式 11.7 右侧任意一项都可以在左侧找到对应，证毕. □
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我们用一个简单的例子来应用这一定理：

例 11.27

设 A 为 n 阶方阵，B 为 m 阶方阵，C 为 m× n 矩阵，证明：∣∣∣∣∣A O

C B

∣∣∣∣∣ = |A| · |B|.
证明

将

∣∣∣∣∣A O

C B

∣∣∣∣∣ 按前 n 行展开，得到的所有可能 n 阶子式只有 A 不为 0（其它子式都有

全零列），且其代数余子式为

(−1)(1+2+···+k)+(1+2+···+k)|B| = |B|,

由 Laplace 定理，原式 = |A| · |B|. □

因此这里给出了比教材 179 页例 4 更为简洁的证明方法，当前前提在于利用了一个证
明起来更为复杂的定理.

内容总结
希望以上的技巧不需要在考试中用到.

习题

我总是尽我的精力和才能来摆脱那种繁重而单调的计算.

——约翰·纳皮尔

A 组

1. Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 · · · n− 1 n

x 1 2 3 · · · n− 2 n− 1

x x 1 2 · · · n− 3 n− 2

x x x 1 · · · n− 4 n− 3
...

...
...

... . . . ...
...

x x x x · · · 1 2

x x x x · · · x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
（提示：考虑滚动消去法）.
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2. Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1

a2 b2

a3
. . .
. . . bn−1

bn an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

3. Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab

1 a+ b
. . .

1
. . . ab
. . . a+ b ab

1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4. 用递推法解例 11.21.

5.（P188 第 4 题）解行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 (a+ 1)2 (a+ 2)2 (a+ 3)2

b2 (b+ 1)2 (b+ 2)2 (b+ 3)2

c2 (c+ 1)2 (c+ 2)2 (c+ 3)2

d2 (d+ 1)2 (d+ 2)2 (d+ 3)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

6. (P189 第 6 题）设

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1) 用递推公式计算行列式 D；

(2) 硬拆 D 为 2n 个行列式，计算出结果.

7.（P189 第 5 题 (2)）解行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + a2 a2 + a3 · · · an−1 + an an + a1

a21 + a22 a22 + a23 · · · a2n−1 + a2n a2n + a21
...

... . . . ...
...

an1 + an2 an2 + an3 · · · ann−1 + ann ann + an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

8.（P188 第 1 题 (5)–(8)）解行列式

(1) D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2) D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ 2 −1 −1 −1
−1 λ+ 2 −1 −1
−1 −1 λ+ 2 −1
−1 −1 −1 λ+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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(3) D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
12 22 32 42

22 32 42 52

32 42 52 62

42 52 62 72

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4) D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 0 0

1 3 2 0

0 1 3 2

0 0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
9.（P190 第 9 题）解行列式

(1) D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 · · · 2 2

2 2 · · · 2 2
...

... . . . ...
...

2 2 · · · n− 1 2

2 2 · · · 2 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
；

(2) ∗ D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 · · · n− 1 n

2 3 · · · n 1

3 4 · · · 1 2
...

... . . . ...
...

n 1 · · · n− 2 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

10.（P190 第 10 题 (2)）证明

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a c c · · · c

b a c · · · c

b b a · · · c
...

...
... . . . ...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
b(a− c)n − c(a− b)n

b− c
，其中 b 6= c, 等

式左端是 n 阶行列式.

B 组

1. 解行列式

(1) D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ax+ by ay + bz az + bx

ay + bz az + bx ax+ by

az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2) D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 + 1 xy xz

xy y2 + 1 yz

xz yz z2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
2. ∗计算行列式 |2E−αT

1 β1−αT
2 β2|，其中 α1 = (a1, a2, . . . , an), β1 = (b1, b2, . . . , bn), α2 =

(c1, c2, . . . , cn), β2 = (d1, d2, . . . , dn).（提示：利用 |λEm −AB| = λm−n|λEn −BA|）

3. 已知 n 阶矩阵 A 满足
AAT = E, |A| = −1

求证：|E +A| = 0.
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12
朝花夕拾

我为这一讲取了一个很有诗意的名字，用以说明这一节我们重在对往日所学知识的回
忆. 我们一路走来为了能进入这一讲做了太多准备工作，包括一开始难以理解的抽象空间
和映射，以及后面具象但充满技巧性的矩阵与行列式. 但 “吹尽狂沙始到金”，这一讲希望
读者跟随我们的脚步，回忆起这一路上学习的核心概念和定理，为我们线性方程组一般理
论的讨论画下一个完美的句点.

在解的一般理论中，我们将首先讨论有无解以及有解时唯一解和无穷解对应的情况，然
后分别讨论齐次与非齐次线性方程组解的结构分别具有什么特征. 除此之外，我们也将利
用一般理论讨论一些秩有关的等式和不等式，也将讨论线性方程组中一些特殊的题型. 愿
读者在每一个定理的证明和每一个例题的解答中，都能进一步体会之前所学的知识，加深
理解，有所感悟.

12.1 线性方程组解的一般理论

12.1.1 线性方程组解的一般理论

定理 12.1 线性方程组有解的充要条件

线性方程组有解的充分必要条件是其系数矩阵与增广矩阵有相同的秩.

定理的证明非常简单，这里简要介绍思路：将方程组视为 x1β1+x2β2+ · · ·+xnβn = b

（βi 就是系数矩阵的第 i 列），则有解的条件为 b 可以被 β1, . . . , βn 线性表示，这等价于向
量组 (β1, . . . , βn) 与 (β1, . . . , βn, b) 等价，故定理成立.

293
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定理 12.2

当方程组有解时（注意这个前提），以下定理成立：

1. 如果它的系数矩阵 A 的秩等于未知量的数目 n，则方程组有唯一解；

2. 如果 A 的秩小于 n，则方程组有无穷多个解.

实际上，当系数矩阵为方阵时，这一定理就是Cramer 法则结论的一部分，我们不再赘
述其证明. 实际上，通过上面两个定理我们首先了解了线性方程组有无解的一般准则，然
后讨论了有解前提下唯一解、无穷解对应于什么情况. 事实上，有关线性方程组解的情况
的讨论至此文意已尽. 无论是理论层面或是解决题目的方面，这两个定理都为我们提供了
足量的信息.

例 12.1

设 n 阶矩阵 A 的行列式 |A| 6= 0，记 A 的前 n − 1 列形成的矩阵为 A1，A 的第 n

列为 b，问：线性方程组 A1X = b 是否有解？

解

无解；|A| 6= 0 可知 r(A) = n，r(A1) = n− 1，因此系数矩阵 A1 的秩小于增广矩阵
A 的秩 n，故无解.

12.1.2 齐次线性方程组解的一般理论

接下来我们将分别针对齐次和非齐次线性方程组的情况展开关于解的结构性质的讨
论. 回顾例 2.6 中的讨论，对于齐次线性方程组 AX = 0，我们有：

定理 12.3

齐次线性方程组 AX = 0 的解空间为 Rn 的子空间.

这一结论告诉我们，齐次线性方程组解构成线性空间，这是一个重要的结构性结论. 在
确认其为线性空间后，我们来研究该线性空间的基本性质. 首先是由此引出的关于基础解
系的概念. 基础解系即为齐次线性方程组解空间的一组基，且这组基的每一个线性组合都
是该方程组的解、然后我们来研究这一空间的维数：
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定理 12.4

矩阵 A ∈Mm×n(F)，若 r(A) = r，则该齐次线性方程组解空间维数为 n− r.

事实上，本定理可以改写为类似于维数公式的形式，即

r(A) + dimN(A) = n. (12.1)

其中 N(A) 表示 AX = 0 的解空间，区别在于维数公式中 A 应当替换为线性映射 σ.

我们令 A 是线性映射 σ 在出发空间和到达空间基下的矩阵表示，根据矩阵的秩的定
义，r(A) = r(σ)；又根据式 7.2 的讨论，kerσ 和 N(A) 之间是坐标的一一对应关系，因此
dimN(A) = dimkerσ. 因此我们有式 12.1 也成立，证毕.

我们可以用定理 12.4 解决很多问题，下面是一个最简单的例子：

例 12.2

若 n 元齐次线性方程组 AX = 0 的解都是 BX = 0 的解. 证明：r(B) ⩽ r(A).

证明

由定理 12.4，r(A) = n−dimN(A)，r(B) = n−dimN(B)，由于 AX = 0的解都是
BX = 0的解，即 N(A) ⊂ N(B)，因此 dimN(A) ⩽ dimN(B)，故 r(B) ⩽ r(A). □

实际上在前面的讨论中，无论是定理 12.1 的结论，都与列向量组成的线性空间有关，
仿佛从未出现过行向量有关的定理. 事实上，我们将在未来讨论了内积空间正交性后展开
对行向量空间的讨论，现在囿于概念上的缺乏无法叙述相关定理.

12.1.3 非齐次线性方程组解的一般理论

回顾例 2.6 中的讨论我们发现，非齐次线性方程组的解不构成线性空间，但我们可以
尝试将其与齐次线性方程组解空间联系起来研究. 对于非齐次线性方程组

x1β1 + x2β2 + · · ·+ xnβn = b (12.2)

我们将 n 元齐次线性方程组

x1β1 + x2β2 + · · ·+ xnβn = 0 (12.3)

称为其导出组，则我们有：
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定理 12.5

如果 n 元非齐次线性方程组有解，则它的解集 U = {γ0 + η | η ∈W}.

其中 γ0 为式 12.2 的一个解（称为特解），W 为式 12.3 的解空间（式 12.3 的解称为
通解）. 更具体地，设非齐次线性方程组 AX = b 有特解 X0，方程 AX = 0 的基础解系为
X1, . . . , Xn，则这一定理告诉我们 AX = b 的任何一个解都可以写为

X = X0 + k1X1 + k2X2 + · · ·+ knXn,

的形式. 事实上，对于这种通解 + 特解的结构，如果读者在此之前学习了商空间一节，那
么我们就会发现 U 实际上就是 W 的一个仿射子集. 当然如果没有学习相关概念，我们可
以想象一个三元非齐次线性方程 ax+ by + cz = d 和齐次线性方程 ax+ by + cz = 0. 非齐
次线性方程的解显然对应一个不过原点的平面，而齐次则过原点. 我们便可以认为是齐次
线性方程解平面沿着特解对应的向量平移到非齐次线性方程的解平面，这便是这一结论的
几何解释. 同时我们可以得到下述结论：

1. n 元非齐次线性方程组 12.2 的两个解的差是它的导出组 12.3 的一个解；

2. n 元非齐次线性方程组 12.2 的一个解与它的导出组 12.3 的一个解之和仍是非齐次线
性方程组 12.2 的一个解.

证明

事实上，12.2 可以写为 AX = 0.

1. 设 γ1, γ2 分别是非齐次线性方程组 12.2 的两个解，则

A(γ1 − γ2) = b− b = 0.

2. 设 γ1 是非齐次线性方程组 12.2 的一个解，η1 是齐次线性方程组 12.3 的一个
解，则

A(γ1 + η1) = b+ 0 = b.

□

实际上根据上述几何描述形象理解这两个结论也不困难. 下面我们将通过一些例子进
一步探讨非齐次线性方程组解的结构问题：
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例 12.3

若 X0 是非齐次线性方程组 AX = b 的一个特解，X1, . . . , Xp 是 AX = 0 的基础解
系，证明：

1. X0, X1, X2, . . . , Xp 线性无关；

2. X0, X0 +X1, X0 +X2, . . . , X0 +Xp 线性无关；

3. AX = b 的任一个解 X 可表示为

X = k0X0 + k1(X0 +X1) + k2(X0 +X2) + · · ·+ kp(X0 +Xp),

其中 k0 + k1 + k2 + · · ·+ kp = 1.

证明

1. 设 k0X0 + k1X1 + k2X2 + · · ·+ kpXp = 0，则

A(k0X0 + k1X1 + k2X2 + · · ·+ kpXp) = 0.

因为 X1, . . . , Xp 是 AX = 0 的基础解系，所以 AXi = 0，i = 1, 2, . . . , p，故
k0AX0 = k0b = 0，由于 b 6= 0，因此 k0 = 0. 因此

k1X1 + k2X2 + · · ·+ kpXp = 0,

因为 X1, . . . , Xp 是 AX = 0 的基础解系，所以它们线性无关，故 k1 = k2 =

· · · = kp = 0，故 k0 = k1 = k2 = · · · = kp = 0，故 X0, X1, X2, . . . , Xp 线性无
关.

2. 设 k0X0 + k1(X0 +X1) + k2(X0 +X2) + · · ·+ kp(X0 +Xp) = 0，则

(k0 + k1 + k2 + · · ·+ kp)X0 + k1X1 + k2X2 + · · ·+ kpXp = 0.

由上一问知，X0, X1, X2, . . . , Xp 线性无关，故

k0 + k1 + k2 + · · ·+ kp = 0

k1 = k2 = · · · = kp = 0

因此 k0 = k1 = k2 = · · · = kp = 0，故 X0, X0 +X1, X0 +X2, . . . , X0 +Xp 线
性无关.

3. 设 X 是 AX = b 的任一个解，则由定理 12.5 可知，X 可以被表示为

X = X0 + k1X1 + k2X2 + · · ·+ kpXp

= (1− k1 − k2 − · · · − kp)X0 + k1(X0 +X1) + k2(X0 +X2) + · · ·+ kp(X0 +Xp)

令 k0 = 1− k1 − k2 − · · · − kp，则 k0 + k1 + k2 + · · ·+ kp = 1，命题得证.
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□

本例说明了非齐次线性方程组的特解事实上与对应的齐次线性方程组的基础解系也是
线性无关的. 事实上本例的结论和解决思路都是非常重要，请读者务必掌握.

例 12.4

设 A 为 s × n 矩阵，且 r(A) = r，证明：非齐次线性方程组 AX = b 至多存在
n− r + 1 个线性无关的解向量.

证明

当 AX = b 无解时有 0 个解向量，我们知道 r ⩽ n，因此 n− r + 1 ⩾ 1，故命题成
立.
当 AX = b有解时，设 X0 是非齐次线性方程组 AX = b的一个特解，根据定理 12.4
知，AX = 0 的解空间维数为 n− r，故设 X1, . . . , Xn−r 是 AX = 0 的基础解系，则
由例 12.3知，X0, X0+X1, X0+X2, . . . , X0+Xn−r 线性无关，并且它们都是 AX = b

的解，因此非齐次线性方程组 AX = b 存在 n− r + 1 个线性无关的解向量.
下面要说明 AX = b 任意 n − r + 2 个解向量必定线性相关. 利用反证法，设
η1, η2, . . . , ηn−r+2 是 AX = b 的 n − r + 2 个线性无关解向量，则 η2 − η1, η3 −
η1, . . . , ηn−r+2 − η1 均为 AX = 0 的解向量. 设

k1(η2 − η1) + k2(η3 − η1) + · · ·+ kn−r+1(ηn−r+2 − η1) = 0,

即
k1η2 + k2η3 + · · ·+ kn−r+1ηn−r+2 − (k1 + k2 + · · ·+ kn−r+1)η1 = 0,

因为 η1, η2, . . . , ηn−r+2 线性无关，所以

k1 = k2 = · · · = kn−r+1 = 0,

即 η2−η1, η3−η1, . . . , ηn−r+2−η1 线性无关，因此 AX = 0的解向量至少有 n−r+1

个线性无关，这与 AX = 0 的解空间维数为 n− r 矛盾，故假设不成立，命题得证.
□

12.2 理论应用

本节我们将综合线性方程组解的一般理论和之前所学的知识讨论一些秩的等式/不等
式问题. 我们首先来看四个最为经典的问题：
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例 12.5

利用线性方程组解的一般理论，证明以下命题：

1. 设 A,B 分别是 m× n 和 n× s 矩阵，则 r(AB) ⩽ min{r(A), r(B)}；

2. 设 A,B 分别是 m× n 和 n× s 矩阵，且 AB = O，证明：r(A) + r(B) ⩽ n；

3. 设 A 是 m× n 实矩阵，证明：r(ATA) = r(A)；

4. A2 = A ⇐⇒ r(A) + r(E −A) = n.

证明

1. 因为 BX = 0 可以导出 ABX = 0，因此 N(B) ⊂ N(AB)，因此 dimN(B) ⩽
dimN(AB)，因此 r(AB) = n− dimN(AB) ⩽ n− dimN(B) = r(B)

又由 r(AB) = r((AB)T) = r(BTAT) ⩽ r(AT) = r(A)（最后一个小于等于理由
同上面证明 r(AB) ⩽ r(B)），因此 r(AB) ⩽ min{r(A), r(B)}.

2. 将 B 按列分块为 (B1, B2, . . . , Bs)，则 AB = (AB1, AB2, . . . , ABs) = O，因此
ABi = 0，i = 1, 2, . . . , s，因此每个 Bi 都是齐次线性方程组 AX = 0 的解，因
此 B 的列向量张成的空间包含于 AX = 0 的解空间，因此 r(B) ⩽ n − r(A)，
即 r(A) + r(B) ⩽ n.

3. 由前证 r(AB) ⩽ min{r(A), r(B)}，可知 r(AAT) ⩽ r(A)，因此只需证明
r(AAT) ⩾ r(A)，即只需证 N(AAT) ⊂ N(A).

设 AATX = 0，因此 XT(AAT)X = 0，即 (ATX)T(ATX) = 0. 由于 ATX ∈
Rn，我们设 ATX = (a1, a2, . . . , an)

T，则 (ATX)T(ATX) = a21+a
2
2+· · ·+a2n = 0

可得 a1 = a2 = · · · = an = 0，即 ATX = 0，因此 X ∈ N(A)，因此 N(AAT) ⊂
N(A)，得证.

4. 对于 A2 = A，考虑分块矩阵

(
A O

O A− E

)
，对其进行如下分块矩阵初等变换：

(
A O

O A− E

)
→

(
A E −A
O A− E

)
→

(
A E

O A− E

)
→

(
O E

−A(A− E) A− E

)

→

(
O E

−A(A− E) O

)
.

事实上第一次变换是第二行乘以 −E 加到第一行，第二次变换是第一列加到
第二列，第三次变换是第二列乘以 −A 加到第一列，第四次变换是第一行乘以
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E−A 加到第二行，注意每一步都是分块矩阵初等变换，因此不改变矩阵的秩，
因此有

r(

(
A O

O A− E

)
) = r(

(
O E

−A(A− E) O

)
).

即 r(A) + r(A − E) = n + r(−A(A − E))，故 r(A) + r(A − E) = n 等价于
r(−A(A− E)) = 0，即 −A(A− E) = O，即 A2 = A，得证.

事实上，如果我们只需要证明 A2 = A =⇒ r(A)+r(E−A) = n，我们可以用如
下方法：由 A2 = A可知 A(A−E) = O，由本例第二问知 r(A)+r(A−E) ⩽ n，又
根据秩不等式 r(A)+r(B) ⩾ r(A+B)，因此 r(A)+r(E−A) ⩾ r(A+(E−A)) =
r(E) = n. 综上可知，r(A) + r(E −A) = n.

□

实际上，我们解决此类问题，很多时候等式都需要拆为小于等于和大于等于同时成立
进行证明，经常利用维数公式变形的齐次线性方程组解的一般理论，将问题转化为对像与
核空间的研究，然后利用包含关系（复杂的题目可能涉及子空间交与和的维数公式）以及
已知的简单秩不等式进行证明. 可能部分题目较为困难，但至少请掌握上面例题中的情况.

例 12.6

设 A∗ 为矩阵 A 的伴随矩阵，证明：

r(A∗) =


n r(A) = n

1 r(A) = n− 1

0 r(A) < n− 1

.

证明

1. 当 r(A) = n 时，A 可逆，因此 A∗ = |A|A−1，因此 r(A∗) = r(|A|A−1) =

r(A−1) = n.

2. 当 r(A) = n − 1 时，|A| = 0，因此 AA∗ = |A|E = O，即 A∗ 的列向量都是
方程 AX = 0 的解，故 A∗ 列向量张成的空间包含于 AX = 0 的解空间，因此
r(A∗) ⩽ n− r(A) = 1.

而 r(A) = n− 1 表明 A 中存在非零的 n− 1 阶子式，因此存在 A 的代数余子
式 Aij 不为 0，因此 A∗ 不为 0，因此 r(A∗) ⩾ 1，因此 r(A∗) = 1.

3. 当 r(A) < n− 1 时，A 的任意一个 n− 1 阶子式都等于 0，即任意一个代数余
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子式 Aij 都等于 0，因此 A∗ = O，因此 r(A∗) = 0.

□

12.3 线性方程组拓展题型

本节我们将介绍与线性方程组有关的一些题型，可能与高中数学讨论 “题型” 的学习
风格有些类似. 需要注意的是，除了含参问题外，其余问题我们都将分别从齐次和非齐次
两个方面进行讨论，给出问题的一般解法. 但实际上这里给出的解法并非能直接套用到所
有的题目中，在习题中我们会遇到更多特别的题目. 因此更重要的应当是理解解题思路，而
不是死记硬背解题方法.

12.3.1 含参数的线性方程组问题

此类问题一般考察对于含参数的线性方程组，参数取值如何时有解/无解/有唯一解等.
本质而言，定理 12.1 完全可以解决这一问题.

事实上，利用定理 12.2 在有解情况下只需计算行列式判断非常方便，但判断无解需要
利用定理 12.1，其中线性相关性的判断通常仍然需要我们对系数矩阵进行高斯消元法. 我
们来看一个简单的例子：

例 12.7

当 k 取何值时，方程组： 
x1 + x2 + kx3 = 4

−x1 + kx2 + x3 = k2

x1 − x2 + 2x3 = −4

有唯一解、无解、有无穷多解？在有解的情况下，求出方程组的全部解.

解

对于有无解的区别，我们一般都考虑直接使用高斯消元法. 由高斯消元法有（省略中
间步骤直接得到阶梯矩阵）：

1 1 k 4

−1 k 1 k2

1 −1 2 −4

→

1 1 k 4

0 2 k − 2 8

0 0
(k + 1)(4− k)

2
k(k − 4)

 .
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1. 当 k = −1 时，增广矩阵秩为 3，系数矩阵秩为 2（或者说最后一行出现矛盾方
程），无解；

2. 当 k = 4 时，增广矩阵和系数矩阵秩均为 2，方程有无穷多解，解得同解为
k1(−3,−1, 1)T + (0, 4, 0)T(k1 ∈ R)；

3. 当 k 6= −1, 4 时，增广矩阵和系数矩阵秩均为 3，方程有唯一解，解为

(
k2 + 2k

k + 1
,
k2 + 2k + 4

k + 1
,− 2k

k + 1
)T.

事实上，本题方程个数与未知数个数相等，因此可以运用Cramer 法则解决. 首先求
解系数矩阵 A 的行列式为

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 k

−1 k 1

1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (k + 1)(4− k),

由 Cramer 法则，当 |A| 6= 0 时，方程组有唯一解，当 |A| = 0 时，方程组无解或有
无穷多解，其余关于有无解的讨论与上面一致.

12.3.2 线性方程组同解问题

两个线性方程组同解实际上有两种情况：

1. 两线性方程组都无解（注意齐次没有这种情况，因为一定有零解）；

2. 两线性方程组都有解且有相同的解集.

下面的定理给出了两线性方程组同解的充要条件. 实际上，这两个定理的证明很值得
作为练习综合运用所学知识：

定理 12.6

n 元齐次线性方程组 Am1×nX = 0 与 Bm2×nX = 0 同解的充要条件是 r

(
A

B

)
=

r(A) = r(B).
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证明

1. 必要性：事实上
(
A

B

)
X = 0 ⇐⇒ AX = 0, BX = 0，因此由 AX = 0, BX = 0

同解可知，

(
A

B

)
X = 0 ⇐⇒ AX = 0，因此 r

(
A

B

)
= r(A)，同理可证

r

(
A

B

)
= r(B)，因此 r

(
A

B

)
= r(A) = r(B).

2. 充分性：事实上
(
A

B

)
X = 0 的解一定是 AX = 0 的解，设这两个方程的解空

间依次为 U1, U2，因此 U1 是 U2 的子空间. 而 r

(
A

B

)
= r(A) 表明 U1 = U2，

即

(
A

B

)
X = 0 和 AX = 0 同解. 同理可知

(
A

B

)
X = 0 和 BX = 0 同解，因

此 A,B 同解.

□

定理 12.7

n 元非齐次线性方程组 Am1×nX = b 与 Bm2×nX = d 同解的充要条件是

1. r(A) 6= r(A, b) 且 r(B) 6= r(B,d)；或

2. r
(
A b

B d

)
= r

(
A

B

)
= r(A) = r(A, b) = r(B) = r(B,d).

证明

事实上两个条件分别对应于两方程均有解和均无解的情况，无解情况显然正确，下
面讨论有解情况：

1. 必要性：事实上
(
A b

B d

)
X = 0 ⇐⇒ AX = b, BX = d，因此由 AX =

b, BX = d 同解可知，

(
A b

B d

)
X = 0 ⇐⇒ AX = b，因此 r

(
A b

B d

)
=

r(A, b)，同理可证 r

(
A b

B d

)
= r(B,d)，因此 r

(
A b

B d

)
= r(A, b) = r(B,d)，
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由于此时对应有解情况，故 r

(
A b

B d

)
= r(A, b) = r(B,d) = r(A) = r(B).

2. 充分性：事实上
(
A b

B d

)
X = 0 的解一定是 AX = b 的解，设这两个方程的

解集合（此时非齐次线性方程组不是子空间）分别为 S1, S2，因此 S1 是 S2 的

子集. 且由例 12.4 可知，S1 的秩为 n− r

(
A

B

)
+ 1，S2 的秩为 n− r(A) + 1，

因此 S1 = S2，即

(
A b

B d

)
X = 0 和 AX = b 同解. 同理可知

(
A b

B d

)
X = 0

和 BX = d 同解，得证.

□

事实上，在了解上述定理证明后我们会发现这些条件都是非常自然的. 我们来看一个
例子来运用上述定理：

例 12.8

已知方程组 
x1 + 2x2 + 3x3 = 0

2x1 + 3x2 + 5x3 = 0

x1 + x2 + ax3 = 0x1 + bx2 + cx3 = 0

2x1 + b2x2 + (c+ 1)x3 = 0

同解，求 a, b, c 的值.

解

设第一个方程系数矩阵为 A，第二个方程系数矩阵为 B，则

(
A

B

)
=



1 2 3

2 3 5

1 1 a

1 b c

2 b2 c+ 1


→



1 0 1

0 1 1

0 0 a− 2

0 0 c− b− 1

0 0 c− b2 − 1


,
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因此由同解条件 r

(
A

B

)
= r(A) = r(B) 可知必有 r

(
A

B

)
= r(A) = r(B) = 2（因为

r(B) ⩽ 2，r

(
A

B

)
⩾ 2）.

从而有 a−2 = c−b−1 = c−b2−1 = 0. 因此 a = 2, b = 0, c = 1或 a = 2, b = 1, c = 2.
当 a = 2, b = 0, c = 1 时，r(B) = 1 6= r(A) = 2，舍去. 故 a = 2, b = 1, c = 2.

12.3.3 线性方程组公共解问题

公共解即为两线性方程组解集的交集，我们从齐次和非齐次讨论有公共解的条件：

定理 12.8

对于 n 元齐次线性方程组 (1) Am1×nX = 0 与 (2) Bm2×nX = 0 有

1. (1) 与 (2) 有非零公共解的充要条件是 r

(
A

B

)
< n；

2. 设 η1, η2, . . . , ηs (s = n− r(B)) 是 (2) 的基础解系，则 (1) 与 (2) 有非零公共
解的充要条件是 Aη1, Aη2, . . . , Aηs 线性相关；

3. 设 γ1, γ2, . . . , γt (t = n−r(A))是 (1)的基础解系，η1, η2, . . . , ηs (s = n−r(B))

是 (2) 的基础解系，则 (1) 与 (2) 有非零公共解的充要条件是

γ1, γ2, . . . , γt, η1, η2, . . . , ηs

线性相关.

证明

1. 必要性：设 X0 是两方程组的非零公共解，即 AX0 = 0 且 BX0 = 0，因此 X0

是

(
A

B

)
X = 0的解，即线性方程组

(
A

B

)
X = 0有非零解，因此 r

(
A

B

)
⩽ n.

充分性：由 r

(
A

B

)
⩽ n 可知线性方程组

(
A

B

)
X = 0 有非零解，设为 X0，因

此有 AX0 = 0 且 BX0 = 0，即 X0 是两方程组的非零公共解，得证.

2. 必要性：设 X0 是两方程组的非零公共解，则 X0 可由 η1, η2, . . . , ηs 线性表示，
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即
X0 = k1η1 + k2η2 + · · ·+ ksηs,

其中 k1, k2, . . . , ks 不全为 0，因此 AX0 = A(k1η1+k2η2+ · · ·+ksηs) = k1Aη1+

k2Aη2 + · · ·+ ksAηs = 0，由于 k1, k2, . . . , ks 不全为 0，因此 Aη1, Aη2, . . . , Aηs

线性相关.

充分性：由 Aη1, Aη2, . . . , Aηs 线性相关知，存在不全为 0的 k1, k2, . . . , ks 使得

k1Aη1 + k2Aη2 + · · ·+ ksAηs = 0,

因此 A(k1η1 + k2η2 + · · · + ksηs) = 0，因此 X0 = k1η1 + k2η2 + · · · + ksηs 是
AX = 0的非零解（非零的原因在于如果 X0 为零向量，那么因为 η1, η2, . . . , ηs

线性无关，则 k1, k2, . . . , ks 均为 0，矛盾）.

又 X0 是 BX = 0 的解（因为表示为了 BX = 0 基础解系的线性组合），因此
X0 是两方程组的非零公共解，得证.

3. 必要性：设 X0 是两方程组的非零公共解，则 X0 可由 γ1, γ2, . . . , γt 和
η1, η2, . . . , ηs 线性表示，即

X0 = k1γ1 + k2γ2 + · · ·+ ktγt

= l1η1 + l2η2 + · · ·+ lsηs

其中 k1, k2, . . . , kt, l1, l2, . . . , ls 不全为 0，因此

k1γ1 + k2γ2 + · · ·+ ktγt − l1η1 − l2η2 − · · · − lsηs = 0,

因此 γ1, γ2, . . . , γt, η1, η2, . . . , ηs 线性相关.

充分性：由 γ1, γ2, . . . , γt, η1, η2, . . . , ηs 线性相关知，存在不全为 0 的

k1, k2, . . . , kt, l1, l2, . . . , ls

使得
k1γ1 + k2γ2 + · · ·+ ktγt + l1η1 + l2η2 + · · ·+ lsηs = 0,

令 X0 = k1γ1 + k2γ2 + · · · + ktγt = −(l1η1 + l2η2 + · · · + lsηs)，因此 X0 是
AX = 0 和 BX = 0 的非零公共解（非零的原因在于如果 X0 为零向量，那么
因为 γ1, γ2, . . . , γt, η1, η2, . . . , ηs 线性无关，则 k1, k2, . . . , kt, l1, l2, . . . , ls 均为 0，
矛盾）.

□
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定理 12.9

对于 n 元非齐次线性方程组 (1) Am1×nX = b 与 (2) Bm2×nX = d，若 (1) 与 (2) 都
有解，则

1. (1) 与 (2) 有公共解的充要条件是 r

(
A

B

)
= r

(
A b

B d

)
；

2. 若 r(B) = s，且 η1, η2, . . . , ηn−s+1 是 (2) 的 n− s+1 个线性无关的解，则 (1)
与 (2) 有公共解的充要条件是 b 是 Aη1, Aη2, . . . , Aηn−s+1 的凸组合，即存在数
k1, k2, . . . , kn−s+1 使得

b = k1Aη1 + k2Aη2 + · · ·+ kn−s+1Aηn−s+1,

其中 k1 + k2 + · · ·+ kn−s+1 = 1；

3. 若 r(A) = t，r(B) = s，γ1, γ2, . . . , γn−t+1 是 (1) 的 n− t+ 1 个线性无关的解，
η1, η2, . . . , ηn−s+1 是 (2) 的 n− s+ 1 个线性无关的解，则 (1) 与 (2) 有公共解
的充要条件是存在数 k1, k2, . . . , kn−t+1 和 l1, l2, . . . , ln−s+1 使得

k1γ1 + k2γ2 + · · ·+ kn−t+1γn−t+1 − l1η1 − l2η2 − · · · − ln−s+1ηn−s+1 = 0

其中 k1 + k2 + · · ·+ kn−t+1 = 1，l1 + l2 + · · ·+ ln−s+1 = 1.

证明

1. 必要性：设 X0 是两方程组的公共解，即 AX0 = b 且 BX0 = d，因此 X0

是

(
A

B

)
X =

(
b

d

)
的解，因此这一方程系数矩阵和增广矩阵的秩相等，故

r

(
A

B

)
= r

(
A b

B d

)
.

充分性：由 r

(
A

B

)
= r

(
A b

B d

)
可知，方程

(
A

B

)
X =

(
b

d

)
有解（根据定

理 12.1），记为 X0，则 (
A

B

)
X0 =

(
b

d

)
,

因此 AX0 = b 且 BX0 = d，即 X0 是两方程组的公共解，得证.

2. 首先说明，η2 − η1, η3 − η1, . . . , ηn−s+1 − η1 是 BX = 0 的基础解系. 事实上，
由于 η1, η2, . . . , ηn−s+1 线性无关，因此 η2− η1, η3− η1, . . . , ηn−s+1− η1 线性无
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关，否则存在不全为 0 的 k2, k3, . . . , kn−s+1 使得

k2(η2 − η1) + k3(η3 − η1) + · · ·+ kn−s+1(ηn−s+1 − η1) = 0,

即 k2η2 + k3η3 + · · · + kn−s+1ηn−s+1 = (k2 + k3 + · · · + kn−s+1)η1，因此
η1, η2, . . . , ηn−s+1 线性相关，矛盾. 因此 η2 − η1, η3 − η1, . . . , ηn−s+1 − η1 是
BX = 0 的基础解系.

必要性：设 X0 是两方程组的公共解，则 X0 可表示为

X0 = η1 + k2(η2 − η1) + k3(η3 − η1) + · · ·+ kn−s+1(ηn−s+1 − η1),

因此

AX0 = Aη1 + k2(η2 − η1) + k3(η3 − η1) + · · ·+ kn−s+1(ηn−s+1 − η1))

= Aη1 + k2A(η2 − η1) + k3A(η3 − η1) + · · ·+ kn−s+1A(ηn−s+1 − η1)

= (1− k2 − k3 − · · · − kn−s+1)Aη1 + k2Aη2 + k3Aη3 + · · ·+ kn−s+1Aηn−s+1

= b.

令 k1 = 1 − k2 − k3 − · · · − kn−s+1，则 b 是 Aη1, Aη2, . . . , Aηn−s+1 的凸组合，
即存在数 k1, k2, . . . , kn−s+1 使得

b = k1Aη1 + k2Aη2 + · · ·+ kn−s+1Aηn−s+1,

其中 k1 + k2 + · · ·+ kn−s+1 = 1.

充分性：由存在数 k1, k2, . . . , kn−s+1 使得

b = k1Aη1 + k2Aη2 + · · ·+ kn−s+1Aηn−s+1,

其中 k1 + k2 + · · ·+ kn−s+1 = 1 可知

k1 = 1− k2 − k3 − · · · − kn−s+1,

故有

b = (1− k2 − k3 − · · · − kn−s+1)Aη1 + k2Aη2 + k3Aη3 + · · ·+ kn−s+1Aηn−s+1

= A(η1 + k2(η2 − η1) + k3(η3 − η1) + · · ·+ kn−s+1(ηn−s+1 − η1))

令 X0 = η1+k2(η2−η1)+k3(η3−η1)+ · · ·+kn−s+1(ηn−s+1−η1)，则 AX0 = b，
且

BX0 = B(η1 + k2(η2 − η1) + k3(η3 − η1) + · · ·+ kn−s+1(ηn−s+1 − η1))

= Bη1 + k2B(η2 − η1) + k3B(η3 − η1) + · · ·+ kn−s+1B(ηn−s+1 − η1)

= d,

因此 X0 是两方程组的公共解，证毕.
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3. 同 2 的证明知，γ2 − γ1, γ3 − γ1, . . . , γn−t+1 − γ1 是 AX = 0 的基础解系，
η2 − η1, η3 − η1, . . . , ηn−s+1 − η1 是 BX = 0 的基础解系.

必要性：设 X0 是两方程组的公共解，则 X0 可表示为

X0 = γ1 + k2(γ2 − γ1) + k3(γ3 − γ1) + · · ·+ kn−t+1(γn−t+1 − γ1)

= η1 + l2(η2 − η1) + l3(η3 − η1) + · · ·+ ln−s+1(ηn−s+1 − η1),

因此

γ1 + k2(γ2 − γ1) + k3(γ3 − γ1) + · · ·+ kn−t+1(γn−t+1 − γ1)− η1 − l2(η2 − η1)

−l3(η3 − η1)− · · · − ln−s+1(ηn−s+1 − η1) = 0,

即

(1− k2 − k3 − · · · − kn−t+1)γ1 + k2γ2 + k3γ3 + · · ·+ kn−t+1γn−t+1

−(1− l2 − l3 − · · · − ln−s+1)η1 − l2η2 − l3η3 − · · · − ln−s+1ηn−s+1 = 0,

令 k1 = 1− k2 − k3 − · · · − kn−t+1，l1 = 1− l2 − l3 − · · · − ln−s+1，则

k1γ1+k2γ2+k3γ3+· · ·+kn−t+1γn−t+1−l1η1−l2η2−l3η3−· · ·−ln−s+1ηn−s+1 = 0,

其中 k1 + k2 + · · ·+ kn−t+1 = 1，l1 + l2 + · · ·+ ln−s+1 = 1，得证.

充分性：由 k1 + k2 + · · ·+ kn−t+1 = 1，l1 + l2 + · · ·+ ln−s+1 = 1 可知

k1 = 1− k2 − k3 − · · · − kn−t+1, l1 = 1− l2 − l3 − · · · − ln−s+1,

因此

0 = k1γ1 + k2γ2 + k3γ3 + · · ·+ kn−t+1γn−t+1

− l1η1 − l2η2 − l3η3 − · · · − ln−s+1ηn−s+1

= (1− k2 − k3 − · · · − kn−t+1)γ1 + k2γ2 + k3γ3 + · · ·+ kn−t+1γn−t+1

− (1− l2 − l3 − · · · − ln−s+1)η1 − l2η2 − l3η3 − · · · − ln−s+1ηn−s+1

= γ1 + k2(γ2 − γ1) + k3(γ3 − γ1) + · · ·+ kn−t+1(γn−t+1 − γ1)

− η1 − l2(η2 − η1)− l3(η3 − η1)− · · · − ln−s+1(ηn−s+1 − η1).

令 X0 = γ1+k2(γ2−γ1)+k3(γ3−γ1)+ · · ·+kn−t+1(γn−t+1−γ1) = η1+ l2(η2−
η1) + l3(η3 − η1) + · · ·+ ln−s+1(ηn−s+1 − η1)，则 AX0 = b 且 BX0 = d，因此
X0 是两方程组的公共解，证毕.

□



310 第 12 讲 朝花夕拾

这两个定理看起来非常长，实则无需特别去记忆，只需要通过证明理解其含义即可，有
时候做题甚至可以直接暴力解方程然后比较两方程组的解也能完成求解. 下面我们看一个
简单的例子：

例 12.9

设四元齐次线性方程组 (1) 为2x1 + 3x2 − x3 = 0

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0

已知另一个四元齐次线性方程组 (2) 的基础解系为

α1 = (2,−1, a+ 2, 1)T, α2 = (−1, 2, 4, a+ 8)T

1. 求方程组 (1) 的一个基础解系；

2. 当 a 为何值时，方程组 (1) 和 (2) 有非零公共解，并求出非零公共解.

解

1. 直接给出结论：方程组 (1) 的一个基础解系为

β1 = (5,−3, 1, 0)T, β2 = (−3, 2, 0, 1)T.

2. 根据前述定理，两方程由非零公共解当且仅当 α1, α2, β1, β2 线性相关，事实上
我们可以将这 β1, β2, α1, α2 按列排成矩阵

A =


5 −3 2 −1
−3 2 −1 2

1 0 a+ 2 4

0 1 1 a+ 8

 ,

事实上，要求两方程组公共解事实上就是求两个子空间 W1 = span(β1, β2) 和
W2 = span(α1, α2) 的交集. 回顾我们在之前所学习的知识，我们可以利用求解
极大线性无关组的思想，首先对 A 进行初等行变换得到阶梯矩阵

1 0 a+ 2 4

0 1 1 a+ 8

0 0 3a+ 3 −2a− 2

0 0 −5a− 5 3a+ 3

 ,
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使得 α1, α2, β1, β2 线性相关，则必有 r(A) < 4，即 |A| = 0，由此解得 a = −1.
此时阶梯矩阵为 

1 0 1 4

0 1 1 7

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,

不难看出 β1, β2 是向量组 β1, β2, α1, α2 的极大线性无关组，因此 α1, α2 可以完
全由 β1, β2 线性表示，故 W1 ∩W2 =W span(α1, α2)，即公共解为 α1, α2 的线
性组合，即

k1α1 + k2α2 = (2k1 − k2,−k1 + 2k2, 2k1 + 4k2, k1 + k2)
T,

其中 k1, k2 为任意常数.

12.3.4 线性方程组反问题

此类问题即已知方程组的解，要给出原方程组. 我们仍按齐次与非齐次分开的思路讨
论此类问题的一般解法. 这里我们之间通过例子来讲解方法：

例 12.10

已知 n 维列向量组 α1, . . . , αs 线性无关，求一齐次线性方程组以 α1, . . . , αs 为基础
解系.

解

设所求的齐次线性方程组为 AX = 0，令 B = (α1, . . . , αs)，则 B 为 n × s 矩阵且
AB = O，于是 BTAT = O，解线性方程组 BTX = 0，得到其基础解系为

β1, β2, . . . , βn−s,

令 AT = (β1, β2, . . . , βn−s) 即可，因为此时 BTAT = O，故 AB = O.

例 12.11

设向量组 α1, . . . , αs 线性无关，求一非齐次线性方程组 AX = b，使其解集以
α1, . . . , αs 为极大线性无关组.
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解

根据定理 12.9，α2 − α1, . . . , αs − α1 是 AX = 0 的基础解系，因此根据齐次线性方
程组反问题的解法可以得到 A，然后令 b = Aα1 即可符合题意.

下面我们来看一个具体的例子来运用上面介绍的方法：

例 12.12

已知 α1 = (1, 2,−1, 0, 4)T, α2 = (−1, 3, 2, 4, 1)T, α3 = (2, 9,−1, 4, 13)T，且有 W =

span(α1, α2, α3).

1. 求以 W 为解空间的一个齐次线性方程组；

2. 求以 W ′ = {η + α | α ∈ W} 为解集的一个非齐次线性方程组，其中 η =

(1, 2, 1, 2, 1)T.

解

首先我们通过求解极大线性无关组的方法可以得到，α1, α2, α3 的极大线性无关组是
α1, α2. 然后我们基于此根据前面两个例题介绍的方法，我们有如下求解过程：

1. 设所求的齐次线性方程组为 AX = 0，令 B = (α1, α2)，解线性方程组 BTX =

0，得到其基础解系为

β1 = (7,−1, 5, 0, 0)T, β2 = (8,−4, 0, 5, 0)T, β3 = (−2,−1, 0, 0, 1)T,

令 AT = (β1, β2, β3) 即可，即

A =


7 −1 5 0 0

8 −4 0 5 0

−2 −1 0 0 1

 .

故所求的线性方程组为


7x1 − x2 + 5x3 = 0

8x1 − 4x2 + 5x4 = 0

−2x1 − x2 + x5 = 0

.

2. 这一问可以利用前面例子中给出的方法，具体步骤不在此赘述（注意因为 η 不
在 W 中，因此 W ′ 中可以有三个线性无关向量，不可想当然认为只有 α2−α1

是 AX = 0（设 A为本题要求的方程组的系数矩阵）的解）. 我们这里给出更简
单的方法，读者只需回顾根据定理 12.5即可发现奥秘. 事实上，将 x1 = 1, x2 =
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2, x3 = 1, x4 = 2, x5 = 1 代入有 7x1 − x2 + 5x3 = 10，8x1 − 4x2 + 5x4 = 10，

−2x1−x2 +x5 = −3，因此 η 就是方程组


7x1 − x2 + 5x3 = 10

8x1 − 4x2 + 5x4 = 10

−2x1 − x2 + x5 = −3

的一个特

解，从而根据定理 12.5 可以知道上述方程组符合题意.

事实上，这里求出的线性方程组不一定唯一，但我们会发现解出的不同线性方程组的
系数矩阵之间都可以通过初等行变换相互转化，即这些线性方程组是等价的.

内容总结
在这一讲中我们综合了之前所学的知识，结束了关于线性方程组一般理论的讨论. 我

们首先在讨论了线性方程组有解的充要条件，然后讨论了有解前提下唯一解和无穷解的条
件，事实上我们几乎所有关于有解、无解、唯一解的讨论至此意已尽.

接下来我们进一步讨论了齐次与非齐次线性方程组解的结构. 齐次线性方程组的解空
间非常基本，因为它构成了线性空间，它的维数我们也利用线性映射基本定理得出. 而非
齐次线性方程组的所有解则是齐次线性方程组解空间的平移（实际上就是所谓仿射子集），
我们也在各条性质以及例子中看到了其与对应的齐次线性方程组的解的关联，以及解的线
性相关性等.

除此之外，我们利用上面讨论的定理和性质，结合之前所学的一些秩不等式讨论了线
性方程组理论的一些应用，这一节中的内容非常重要，请务必掌握. 最后我们也讨论了四
个与线性方程组有关的问题，在题型一般解法的讨论中给出了一些定理的证明，希望读者
能在证明中体会本节需要各位熟练运用和理解的证明方法.

至此，线性方程组的一般理论意已尽，事实上这代表着代数的一个分支的研究基本结
束. 但还有很多任务等着我们，让我们先休息一下，走入下一讲史海拾遗对历史的介绍，在
闪耀着无数数学家智慧光芒的故事里，开启我们对未竟工作的探索.

习题

即使我说二二得四，三三见九，也没有一字不错. 这些既然都错，则绅士口头的二二
得七，三三见千等等，自然就不错了.

——鲁迅，《朝花夕拾》

A 组

1. 证明以下关于线性方程组解的理论的基本定理：

第一组（齐次线性方程组解空间的一般理论）
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(1) 设矩阵 A ∈Mm×n(F)，若 r(A) = r，则齐次线性方程组 AX = 0的解空间 N(A)

是 Fn 的一个 n− r 维子空间.

(2) 设 A 为 m× n 矩阵，则

i. 齐次线性方程组 AX = 0 只有零解等价于 r(A) = n；

ii. 齐次线性方程组 AX = 0 有非零解（无穷解）等价于 r(A) < n.

(3) 设 A 为 n 阶矩阵，则

i. 齐次线性方程组 AX = 0 只有零解等价于 |A| 6= 0；

ii. 齐次线性方程组 AX = 0 有非零解（无穷解）等价于 |A| = 0.

第二组（非齐次线性方程组解空间的一般理论）

(4) 对于非齐次线性方程组 AX = b，下列命题等价：

i. AX = b 有解；

ii. b ∈ R(A)，即 b 可被 A 的列向量组线性表示；

iii. r(A, b) = r(A)，即增广矩阵的秩等于系数矩阵的秩.

第三组（线性方程组解的结构的一般理论）

(5) 设 X1, X2, . . . , Xs 为齐次线性方程组 AX = 0的一组解，则 k1X1+k2X2+ · · ·+
ksXs 也为齐次线性方程组 AX = 0 的解，其中 k1, k2, . . . , ks 为任意常数.

(6) 设 η0 为非齐次线性方程组 AX = b 的一个解，X1, X2, . . . , Xs 为齐次线性方程
组 AX = 0 的一组解，则 k1X1 + k2X2 + · · · + ksXs + η0 也为非齐次线性方程
组 AX = b 的解.

(7) 设 η1, η2 为非齐次线性方程组 AX = b 的两个解，则 η2 − η1 为齐次线性方程组
AX = 0 的解.

(8) 设X1, X2, . . . , Xs为非齐次线性方程组 AX = b的一组解，则 k1X1+k2X2+· · ·+
ksXs 也为非齐次线性方程组 AX = b的解的充分必要条件是 k1+k2+ · · ·+ks =
1.

(9) 设X1, X2, . . . , Xs为非齐次线性方程组 AX = b的一组解，则 k1X1+k2X2+· · ·+
ksXs 为齐次线性方程组 AX = 0 的解的充分必要条件是 k1 + k2 + · · ·+ ks = 0.
判断以下关于线性方程组解的理论的说法是否正确并说明理由：

第四组（一些经典的判断题）

(10) 方程组 AX = b 有唯一解等价于方程组 AX = 0 只有零解.

(11) 设 A 是 m × n 矩阵，B 是 n × s 矩阵，若 AB = O，则 B 的列向量为方程组
AX = 0 的解.
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(12) 设 A 是 n 阶非零矩阵，则存在非零矩阵 B，使得 AB = O 等价于 r(A) < n.

(13) 方程组 AX = 0 的解为 BX = 0 的解，则 r(A) ⩾ r(B).

(14) 方程组 AX = 0 与 BX = 0 为同解方程组等价于 r(A) = r(B).

2. 设 A 为四阶矩阵，r(A) < 4，且 A21 6= 0，求方程组 AX = 0 的通解.

3. 设 A = (α1, α2, α3, α4) 为四阶矩阵，方程组 AX = 0 的通解为 X = k(1, 0,−4, 0)T，
求 A∗X = 0 的基础解系.

4. 设 A 为 n 阶实矩阵，W = {β ∈ Rn | αTAβ = 0, ∀α ∈ Rn}，证明：

(1) dimW + r(A) = n；

(2) W 为 Rn 的子空间.

5. 已知 4 级方阵 A = (α1, α2, α3, α4) 的列向量 α1, α2, α4 线性无关，且 α1 = 2α2 − α3，
若 β = α1 − α2 + 3α4，求方程组 AX = β 的通解.

6. 设四元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为 3，已知 η1, η2, η3 是它的三个解向量，且
η1 = (2, 3, 4, 5)T, η2 + η3 = (1, 2, 3, 4)T，求该方程组的通解.

7. 设 β1, β2, β3是 n元非齐次线性方程组 AX = b的三个线性无关的解，且 r(A) = n−2，
求：

(1) 导出组 AX = 0 的一个基础解系；

(2) AX = 2b 的一般解.

8. 已知 A 是一个 s× n 矩阵，证明：线性方程组 AX = b 对任意列向量 bs×1 都有解的
充要条件是 A 行满秩.

9. 设 A,B 分别是 m× n 和 n× s 矩阵，且 r(B) = n，证明：若 AB = O，则 A = O.

10. 设 A ∈ Fm×n, B ∈ F(n−m)×n (m < n)，V1, V2 分别为齐次线性方程组 AX = 0 和

BX = 0 的解空间，证明：Fn = V1 ⊕ V2 的解的充要条件是

(
A

B

)
X = 0 只有零解.

11. 齐次线性方程组 

x2 + ax3 + bx4 = 0

−x1 + cx3 + dx4 = 0

ax1 + cx2 − ex4 = 0

bx1 + dx2 + ex3 = 0

的一般解以 x3, x4 作为自由未知量.

(1) 求 a, b, c, d, e 满足的的条件；
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(2) 求齐次线性方程组的基础解系.

B 组

1. 设 A 为方阵，证明：A2 = E ⇐⇒ r(A+ E) + r(A− E) = n.

2. 设 A 为 m× n 矩阵，r(A) = m，B 是 m 阶可逆矩阵，已知 A 的行空间 R(AT) 是
方程组 CX = 0 的解空间，证明：BA 的行向量也是 CX = 0 的一个基础解系.

3. 设 A 是 n 阶矩阵，且 A11 6= 0，证明：方程组 AX = b（b 为非零向量）有无穷多解
的充要条件为 A∗b = 0.

4. 若 n 阶矩阵 A 的各行、各列元素之和都为 0，证明：|A| 的所有元素的代数余子式都
相等.

5. 已知 α1, α2, . . . , αs 是齐次线性方程组 AX = 0 的一组基础解系，向量组

β1 = t1α1 + t2α2, β2 = t1α2 + t2α3, . . . , βs−1 = t1αs−1 + t2αs

试问当实数 t1, t2 满足何条件时，AX = 0 有基础解系包含向量 β1, β2, . . . , βs−1，并
写出该基础解系中的其余向量.

6.（注：本题一般形式在教材第六章补充题 1）已知线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1,2nx2n = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2,2nx2n = 0

...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ an,2nx2n = 0

的一个基础解系为 (b11, b12, . . . , b1,2n)
T, (b21, b22, . . . , b2,2n)

T, (bn1, bn2, . . . , bn,2n)
T，求

解线性方程组 

b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1,2nx2n = 0

b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2,2nx2n = 0

...

bn1x1 + bn2x2 + · · ·+ bn,2nx2n = 0

.

7. 设 A,B ∈ Fn×n，且 r(A) = r, r(B) = s, r

(
A

B

)
= k.

(1) 证明：满足 AX = O 的 n 阶方阵 X 全体构成 Fn×n 的子空间，并求其维数；

(2) 令满足 AX = O 的 n 阶方阵 X 全体构成的子空间为 V1，满足 BX = O 的 n

阶方阵 X 全体构成的子空间为 V2，求 V1 + V2 的维数.
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8. 设 A 是元素全为 1 的 n 阶方阵.

(1) 求行列式 |aE + bA|，其中 a, b 为实常数；

(2) 已知 1 < r(aE + bA) < n，试确定 a, b 满足的条件，并求下列线性子空间的维
数：

W = {x | (aE + bA)x = 0, x ∈ R}.

9. 已知线性方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

的系数矩阵与 

a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

... . . . ...
...

an1 an2 · · · ann bn

b1 b2 · · · bn 0


秩相等，求证：上述线性方程组有解.

10. 设 A = (aij)m×n，b 和 X 为 m 元列向量，Y 为 n 元列向量，证明：

(1) 若 AY = b 有解，则 ATX = 0 的任一组解都满足 bTX = 0；

(2) 方程组 AY = b 有解的充要条件是方程组

(
AT

bT

)
X =

(
0

1

)
无解（其中 0 是 n

元零向量）.

11. 判断：设 A 是复数域上 m× n 阶矩阵，则矩阵秩 r
(
ATA

)
= r(A).

12. 证明：对于m×n实矩阵 A，方程 ATAX = ATb总是有解，且 A为方阵时，ATAX = 0

和 AX = 0 同解. 当 r(A) = n 时求其解，并证明 A(ATA)−1AT 是幂等的对称矩阵.

13. 设 A,B,C 为 n 阶实方阵，且 BAAT = CAAT，证明：BA = CA.

14. 设 A 为数域 F 上的 n 阶方阵，又设线性空间 Fn 的两个子空间为 W1 = {X ∈ Fn |
AX = 0}，W2 = {X ∈ Fn | (A− E)X = 0}. 证明：A2 = A ⇐⇒ Fn =W1 ⊕W2.

15. n 阶方阵 A,B 满足 AB = BA，证明：r(AB) + r(A+B) ⩽ r(A) + r(B).

16. 请按序证明以下结论：
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(1) A,B 分别是 s ×m,m × n 矩阵，则 ABX = 0 与 BX = 0 同解的充要条件是
r(AB) = r(B)；

(2) A,B 分别是 s×m,m× n 矩阵，且 r(AB) = r(B)，则对任意的 n× t 矩阵都有
r(ABC) = r(BC)；

(3) 设 A 是 n 阶方阵，则存在正整数 k 使得 r(Ak) = r(Ak+1) = r(Ak+2) = · · ·，且
对任意正整数 m，有 r(An) = r(An+m).

17. 如果齐次线性方程组

x1 + x2 + bx3 − x4 + x5 = 0

2x1 + 3x2 + x3 + x4 − 2x5 = 0

x2 + ax3 + 3x4 − 4x5 = 0

−3x1 − 3x2 − 3bx3 + bx4 + (a+ 2)x5 = 0

的解空间是 3 维的，试求 a, b 的值与解空间的基. 解空间可能为 2 维吗？

18. 设 W1,W2 分别为 n 元齐次线性方程组 AX = 0 和 BX = 0 的解空间，试构造两个
n 元齐次线性方程组，使它们的解空间分别为 W1 ∩W2 和 W1 +W2.

19. 已知方程组


x1 + x2 + ax3 + x4 = 1

−x1 + x2 − x3 + bx4 = 2

2x1 + x2 + x3 + x4 = c

与


x1 + x4 = −1

x2 − 2x4 = d

x3 + x4 = e

同解，求 a, b, c, d, e.

20. 设有两个非齐次线性方程组 (1) 和 (2)，它们的通解分别是 X = γ + t1η1 + t2η2 =

δ + k1ξ1 + k2ξ2. 其中 γ = (5,−3, 0, 0)T, η1 = (−6, 5, 1, 0)T, η2 = (−5, 4, 0, 1)T, δ =

(−11, 3, 0, 0)T, ξ1 = (8,−1, 1, 0)T, ξ2 = (10,−2, 0, 1)T，求这两个方程组的公共解.

21. 若方程组


x1 + x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 + ax3 = 0

x1 + 4x2 + a2x3 = 0

与 x1 + 2x2 + x3 = a− 1 有公共解，求 a 的值及

所有公共解.

C 组

1. 用方程组的理论证明：一个 n 次多项式不可能有多于 n 个不同的根.

2. 相容（即有解）的线性方程组 AX = b 在怎样的条件下，其解中第 k 个未知量 xk 都
是同一个值？你给的条件是否是充分必要的？

3. 已知 A 是 n 阶对称矩阵，β 为 n 元非零列向量，B =

(
A β

βT 0

)
，证明：
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(1) 若 r(A) = n，则 B 可逆的充要条件是 βTA−1β 6= 0；

(2) 若 r(A) = r，则 r(B) = r 的充要条件是方程组

AX = β

βTX = 0
有解；

(3) 若 r(A) = n− 1，则 B 可逆的充要条件是 AX = β 无解.

4. 讨论 b1, b2, . . . , bn (n ⩾ 2) 满足什么条件时，下列方程组

x1 + x2 = b1

x2 + x3 = b2

...

xn−1 + xn = bn−1

xn + x1 = bn

有解，并求解.

5. 已知 A 是 s× n 矩阵，B 是 m× n 矩阵，X,a, b 分别是 n, s,m 元列向量，证明：

(1) 齐次线性方程组 AX = 0 和 BX = 0 同解的充要条件是 A 与 B 行向量等价
（列向量不一定）；

(2) 齐次线性方程组 AX = 0 和 BX = 0 解空间分别为 V1, V2，证明：V1 ⊆ V2 的充
要条件是存在 m× s 矩阵 C 使得 B = CA；

(3) 线性方程组 AX = a 的解都是 BX = b 的解的充要条件是增广矩阵 (B, b) 的每
个行向量都可以被 (A,a) 的行向量线性表示；

(4) 线性方程组 AX = a 与 BX = b 同解的充要条件是 (A,a) 与 (B, b) 行向量等
价.

6.（对角占优）设 A = (aij)n×n 是一个 n 级矩阵，证明：

(1) 若 A 为复矩阵，且 |aii| >
∑
j ̸=i

|aij |，那么 |A| 6= 0；

(2) 若 A 为实矩阵，且 aii >
∑
j ̸=i

|aij |，那么 |A| > 0；

(3)（推论）存在充分大的实数 M，使得 t > M 时，tE +A 可逆.
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13
史海拾遗

通过前面十余讲的讨论，我们已经将线性代数的一个核心问题——有关线性方程组的
解的一般理论完成，其意已尽. “历史是一面镜子，它照亮现实，也照亮未来. ” 我们很有
必要抓住这一时机来完整讨论有关于线性代数的历史，循着历代数学家的脚步重新审视所
学的内容，再次感受其中逻辑的自然与顺畅. 很多时候，知道一件事情为什么、怎么来的
更为可贵. 另一方面，我们也将在史海中搜寻整个数学大厦中与线性代数紧密相连的部分，
开始我们后一阶段更多 “未竟之美” 的讨论.

提示：本讲中可能出现大量未学习的内容，事实上很多是后续会学习的，也有部分是
非常前沿的介绍. 读者可以留个印象，日后再回过头来看，一定会感觉无比亲切.

13.1 起点：初等代数

13.1.1 初等代数简介

代数的英语为 algebra ，源于阿拉伯语单字 “al-jabr”（本义为 “重聚”），出自《代数
学》（阿拉伯语：al-Kitāb al-muḫtaṣar fī ḥisāb al-ğabr wa-l-muqābala）这本书的书名上，
意指移项和合并同类项之计算的摘要，其为波斯回教数学家花拉子米于 820 年所著.

事实上，初见代数一词我们脑海中便会浮现出小学、初中阶段老师反复强调的 “用字
母表示数” 的思想，“一元一次方程”、“合并同类项”、“因式分解” 等熟悉的词汇也会出现
在眼前. 事实也是如此，初等代数的由来正是用字母表示数后，得到了一系列方程和多项
式的有趣问题.

亚历山大港的丢番图（Dióphantos ho Alexandreús，公元 200–284），是罗马时代的数
学家. 大部分有关丢番图生平的信息来源于 5 世纪时希腊人梅特罗多勒斯（Metrodorus）
在其文集中收录的一篇具有数学谜题性质的《丢番图墓志铭》：

323
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坟中安葬着丢番图.

多么令人惊讶，它忠实地记录了所经历的道路.

上帝给予的童年占六分之一，

又过十二分之一，两颊长胡，

再过七分之一，点燃起结婚的蜡烛.

五年之后天赐贵子，

可怜迟到的宁馨儿，享年仅及其父之半，便进入冰冷的墓.

悲伤只有用数论的研究去弥补，

又过四年，他也走完了人生的旅途.

据此列一元一次方程可知，丢番图享寿 84 岁，于 33 岁时成婚，38 岁时生子，80 岁时丧
子. 丢番图作著的丛书《算术》（Arithmetica）处理求解代数方程组的问题，其中有不少已
经遗失，但他的研究在数论中占有重要地位，如丢番图方程、丢番图几何、丢番图逼近等
都是数学里的重要领域. 我们简要展开丢番图方程的讨论：

定义 13.1

形如
a1x

b1
1 + a2x

b2
2 + · · ·+ anx

bn
n = c, ai, bi, c ∈ Z (i = 1, 2, . . . , n)

的方程称为丢番图方程（或不定方程）.

简而言之，丢番图方程就是未知数只能使用整数的整数系数多项式等式，虽然定义看
起来十分简单，学过初等数论的同学应当有些熟悉（事实上在之后的讨论中我们可以看到
初等代数与初等数论之间是紧密联系的），但可以说这一方程在数学史上留下了浓墨重彩
的一笔. 后来当法国数学家费马研究《算术》一书时，对其中某个方程颇感兴趣并认为其
无解，说他对此 “已找到一个绝妙的证明”，但却没有记录下来，直到三个世纪后才出现完
整的证明. 我们这里简要介绍这一定理，即费马大定理：

定理 13.1

丢番图方程 xn + yn − zn = 0 在 n > 2 时无正整数解.

自费马提出猜想的三百余年以来，无数数学家为证明费马大定理而费尽心血，直至
1995 年，英国数学家安德鲁·怀尔斯（Andrew Wiles）最终给出了证明. 这一证明使用
了代数数论、代数几何等大量现代数学工具. 如果读者有兴趣自行搜索费马大定理证明的
历史，我们可以看到对这一看似简单定理的证明的不懈追求推动了现代数学的发展，可谓
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是意义重大. 或许在数学史中这些中间过程不过是短短的一行文字描述，但这就是人类探
索真理的历程的缩影.

或许阅读这一讲义的很多同学都来源于计算机相关专业，我们这里还可以简要介绍丢
番图方程与理论计算机的关联. 1900 年，希尔伯特提出丢番图问题的可解答性为他在巴黎
的国际数学家大会演说中所提出的 23 个重要数学问题的第十题. 这个问题是对于任意多
个未知数的整系数不定方程，要求给出一个可行的算法，使得借助于它通过有限次运算，可
以判定该方程有无整数解.

第十问题的解决是众人集体的智慧结晶. 其中美国数学家马丁·戴维斯（Martin Davis）、
希拉里·普特南（Hilary Putnam）和朱莉娅·罗宾逊（Julia Robinson）做出了突出的贡
献. 而最终的结果，是由俄国数学家尤里·马季亚谢维奇（Yuri Matiyasevich）于 1970 年
所完成的：不可能存在一个算法能够判定任何丢番图方程是否有解. 这一问题涉及到 “可
计算性” 的问题，相关的讨论读者在学习计算理论后将有进一步的了解. 想必读者听闻过
罗素悖论或理发师悖论，或者是图灵停机问题，这些都与可计算性密不可分. 实际上，“可
计算性” 与人类逻辑与知识的边界密切相关——这显然是个异常宏大的主题，留待后人不
断探索.

13.1.2 西方初等代数发展史简述

我们回到对于初等代数历史的讨论——刚刚我们显然有些跳脱了，但这些讨论对于了
解数学之美也是必要的. 在古代西方，还有几个重要的时间节点值得提及：

1. 公元前 1800 年左右，旧巴比伦斯特拉斯堡泥板书中记述其寻找著二次椭圆方程的解
法；

2. 公元前 1600 年左右，普林顿 322 号泥板书中记述了以巴比伦楔形文字写成的勾股数
列表；

3. 公元前 800 年左右，印度数学家包德哈亚那在其著作《包德哈尔那绳法经》中以代数
方法找到了勾股数，给出了一些二次方程的几何解法，且找出了两组丢番图方程组的
正整数解；

4. 公元前 300 年左右，在《几何原本》的第二卷里，欧几里德给出了有正实数根之二次
方程的解法，使用尺规作图的几何方法；

5. 公元前 100 年左右，写于古印度的巴赫沙里手稿中使用了以字母和其他符号写成的
代数标记法，且包含有三次与四次方程，多达五个未知量的线性方程之代数解，二次
方程的一般代数公式，以及不定二次方程与方程组的解法.

此为丢番图之前的初等代数发展重要节点，蕴含着古人朴素的智慧. 丢番图之后，499
年，印度数学家阿耶波多在其所著之阿耶波多书里以和现代相同的方法求得了线性方程的
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自然数解，描述不定线性方程的一般整数解，给出不定线性方程组的整数解，而描述了微
分方程；628 年，印度数学家婆罗摩笈多在其所著之梵天斯普塔释哈塔中，介绍了用来解
不定二次方程的宇宙方法，且给出了解线性方程和二次方程的规则. 他发现二次方程有两
个根，包括负数和无理数根.

此后便迎来一个更为重要的时间节点. 820 年，代数（algebra）一词出现，其描述于
波斯数学家花拉子米所著之完成和平衡计算法概要中对于线性方程与二次方程系统性的求
解方法. 花拉子米常被认为是 “代数之父”，其大多数的成果简化后会被收录在书籍之中，
且成为现在代数所用的许多方法之一. 990 年左右，波斯阿尔卡拉吉在其所著之 al-Fakhri
中更进一步地以扩展花拉子米的方法论来发展代数，加入了未知数的整数次方及整数开方.
他将代数的几何运算以现代的算术运算代替，定义了单项式并给出了任两个单项式相乘的
规则.

此后，初等代数的发展逐步向着现代符号体系与研究方法发展，逐渐演化为了两个方
向的问题的讨论：

1. 未知数更多的一次方程组的解；

2. 未知数次数更高的高次方程的解.

前者与我们的主角：线性代数相关，而后者则引发了另一个学科——抽象代数的开端.
初等代数学逐步解决了 2、3、4 次方程求解问题，这些方程的解都可用系数的四则运算与
根式运算给出，即可用根式解这些方程，此时初等代数也因此而达到顶峰. 但当时的数学
家们继续探索 5次与 5次以上方程的解也试图用根式解出这些方程，经过 200余年却无重
要进展，直到 19 世纪抽象代数的发展才有了转机，后续我们也将介绍这其中的故事.

13.1.3 中国初等代数发展史简述

在本节的最后，我们将视角转向东方，总结古代中国人在初等代数学中作出的贡献. 相
信读者都十分熟悉这一问题：

今有雉兔同笼，上有三十五头，下有九十四足，问雉兔各几何？

这是《孙子算经》（不晚于 473 年）中提出的著名的鸡兔同笼问题. 在《孙子算经》中
还提出了读者在初等数论中就已十分熟悉的 “中国剩余定理”，直至现代的密码学研究也无
法离开这一重要定理.

实际上，早在《孙子算经》出现前 500 年左右（公元前 100 年左右），中国古代数学名
著《九章算术》中便处理了代数方程的问题. 其中的 “方程章” 是世界上最早的系统研究代
数方程的专门论著. 它在世界数学历史上最早创立了多元一次方程组的筹式表示方法，以
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及它的多种求解方法. 《九章算术》把这些线性方程组的解法称为 “方程术”，其实质相当
于现今的高斯消元法（早于高斯约 1900 年）.

除去线性方程组的贡献，在高次方程方面，中国古代也有相当丰富的成果. 625 年左
右，中国数学家王孝通在《缉古算经》中找出了三次方程的数值解；1247年，南宋数学家秦
九韶在《数书九章》中用秦九韶算法解一元高次方程. 1248年，金朝数学家李冶的《测圆海
镜》利用天元术将大量几何问题化为一元多项式方程，是一部几何代数化的代表作. 1300
年左右，中国数学家朱世杰处理了多项式代数，发明四元术解答了多达四个未知数的多项
式方程组，发明非线性多元方程的消元法，将相关多项式进行乘法、加法和减法运算，逐
步消元，将多元非线性方程组化为单个未知数的高次多项式方程；并以数值解出了 288 个
四次、五次、六次、七次、八次、九次、十次、十一次、十二次和十四次多项式方程.

13.2 演化：线性代数的产生与发展

如前所述，初等代数经过数个世纪的发展逐渐演化为了两个大的方向：未知数更多的
一次方程组和未知数次数更高的高次方程. 在这两个方向上的发展，使得代数学发展到高
等代数的阶段，上面两个方向简而言之就是现在大家熟悉的线性方程组理论（线性代数）和
多项式理论（以致后来的抽象代数）. 本节我们主要讨论前者，后者我们将在下一节中讨
论.

13.2.1 行列式与 Cramer 法则的引入

在这一部分，我们首先将重点介绍线性方程组理论的开山鼻祖——莱布尼茨. 莱布尼
茨（Gottfried Wilhelm Leibniz，1646–1716），德国自然科学家、数学家、物理学家、历史
学家和哲学家，和牛顿同为微积分的创建人. 他博览群书，涉猎百科，对丰富人类的科学
知识宝库做出了不可磨灭的贡献，行列式与线性方程组理论是他留给人类的财富中很小但
很重要的一部分.

莱布尼茨的第一个大的贡献便是引入了新符号. 莱布尼兹首先创立了采用两个记号的
双标码记法，他在方程中使用系数 10，11，12；20，21，22；30，31，32，因为两个数字
各有所指，所以相当于现代数学中方程系数符号的下标，即相当于 a10, a11, . . . 的下标. 莱
布尼兹在 1693 年给洛必达的一封信中给出了一个方程组：

10 + 11x+ 12y = 0

20 + 21x+ 22y = 0

30 + 31x+ 32y = 0

事实上，这一方程组有两个未知量和三个方程，当常数项不全为 0 时，这是一个非齐
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次线性方程组. 然后莱布尼茨首先对第一行和第二行消去变量 y，有

10 · 22 + 11 · 22x− 12 · 20− 12 · 21x = 0,

然后对第一行和第三行消去变量 y，有

10 · 32 + 11 · 32x− 12 · 30− 12 · 31x = 0,

对上述两式消去 x，有

10 · 21 · 32 + 11 · 22 · 30 + 12 · 20 · 31− 12 · 21 · 30− 11 · 20 · 32− 10 · 22 · 31 = 0,

事实上，这一式与现在我们所熟知的行列式形式∣∣∣∣∣∣∣∣
10 11 12

20 21 22

30 31 32

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

完全一致. 回顾线性方程组有解的条件，即 (10, 20, 30)T 可以由 (11, 21, 31)T, (12, 22, 32)T

线性表示，因此上面行列式等于 0 是方程组有解的必要条件，即莱布尼茨通过消元法解出
了现在线性方程组有解的一个必要条件.

进一步地，莱布尼茨用记号 1 · 2 · 3 · 4表示现在的四阶行列式. 莱布尼兹说式 1 · 2 · 3 · 4
由 4! = 24 项组成，这些项可以由其中某一项指数的所有置换而得到. 这里为了叙述的完
整性，我们先给出置换的相关定义：

定义 13.2 置换

一个集合 S 的置换是一个从 S 到 S 的双射 p : S → S.

例 13.1

设 S = {1, 2, 3}，定义 p(1) = 2, p(2) = 3, p(3) = 1 是 S 的一个置换，因为它是从 S

到 S 的双射. 我们通常将其记为 p1 =

(
1 2 3

2 3 1

)
，上面一行是按顺序排列的 S 的

元素，下一行是按置换后的顺序排列的 S 的元素.

同理 p2 =

(
1 2 3

1 3 2

)
，p3 =

(
1 2 3

1 2 3

)
都是 S 的置换.

由此我们发现，对于有限集合 S 而言，其上的置换就是集合中元素多次对换位置，这
里所谓的对换就是将两个元素交换. 当一个置换可以表示成连续偶数个对换时，称其为偶
置换，否则称其为奇置换. 例如，p1 是偶置换，因为我们要先交换 1,2 得到 2,1,3 然后交换
1,3 得到结果. 同理，p2 是奇置换，p3 是偶置换.
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莱布尼茨在文章中表示，由 11，22，33，44 的第二位数通过偶置换得到的那些项有
相同的符号（取正号），其余取相反的符号（负号）. 本质上，莱布尼兹知道现代一个行列
式的一个组合定义，区别仅在于根据奇偶置换所确定的符号规则被逆序数代替，并且柯西
也将这一低阶行列式的情形扩展为了一般的 n 阶情形，我们将在介绍柯西时给出相关的结
论，届时我们也将进一步完善上面对于奇偶置换的讨论.

除此之外，基于这一 “行列式” 的定义此莱布尼茨也给出了最原始的 Cramer 法则，因
此可以称为这一方向理论的鼻祖. 然而，莱布尼茨的很多工作都是后来（1850年左右）才被
人们发现的，所以他的方法对后来其他数学家提出的规则几乎没有影响. 事实上，同时代的
日本数学家关孝和在其著作《解伏元题法》中也提出了行列式的概念与算法. 而在 Cramer
法则上，麦克劳林和 Cramer 的工作更早被人们认识到.

麦克劳林（Maclaurin，1698–1746）是 18 世纪英国最具有影响的数学家之一. 他自幼
聪慧勤奋，11 岁便步入大学校门，17 岁就以有关引力研究的论文获硕士学位，19 岁受聘
为阿伯丁马里沙尔学院数学教授，21 岁当选为英国皇家学会会员. 麦克劳林最为读者熟知
的贡献想必是麦克劳林级数展开式，实际上他还有几何学等方面其他贡献. 线性代数方面，
在他 1748 年的遗著《代数论著》（A Treatise of Algebra）中，麦克劳林最先开创了用行列
式的方法来求解含 2 个、3 个和 4 个未知量的联立线性方程组. 遗憾的是，麦克劳林没能
进一步给出一个明确的法则来确定符号. 虽然，书中的记法不太好，符号变化的规则又比
较模糊，但它确实就是我们今天所使用的 Cramer 法则.

事实上，现在我们所熟知的 Cramer法则是由瑞士数学家加布里埃尔·克莱姆（Gabriel
Cramer，1704–1752）在 1750年的著作《线性代数分析导言》（Introduction à l’analyse des
lignes courbes algébriques）中给出的. 为了确定经过 5个点的一般二次曲线的系数，他引入
了这一著名的法则，并且因其符号上更为简洁明了的优越性而被人们所接受. 事实上，克
莱姆最著名的工作是在 1750 年发表关于代数曲线方面的权威之作. 他最早证明一个第 n

度的曲线是由 n(n+ 3)/2 个点来决定的.

13.2.2 线性方程组与行列式的进一步研究

在前人工作的基础上，关于线性方程组以及行列式的理论有了更快的发展. 裴蜀（E.
Bézout，1730–1783），法国数学家. 曾在海军学校和皇家炮兵学校任教，主要从事代数方
程理论的研究并取得一系列的成果. 1764 年，裴蜀发表论文提出了行列式中项的构成规则
和符号的形成规则. 他给出了行列式的一个循环构造规律，同时用不同于莱布尼兹、克莱
姆的方法，给出了项的构成规则和符号确定规则. 他所作的成就对后来行列式理论的奠基
和发展起着非常重要的作用. 同时，裴蜀在该文中证明了含 n 个未知量的 n 个齐次线性方
程组有非零解的条件是其 “结式”（系数行列式）等于零，跳出了前人对于求解方程组计算
问题的讨论，转向对一般理论的讨论.

在行列式的发展史上，第一个对行列式理论做出连贯的逻辑的阐述，即把行列式理论
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与线性方程组求解相分离的人，是法国数学家范德蒙 (A-T. Vandermonde，1735–1796)——
他不仅把行列式应用于解线性方程组，而且对行列式理论本身进行了开创性研究. 范德蒙
自幼在父亲的指导下学习音乐，但对数学有浓厚的兴趣，后来终于成为法兰西科学院院士.
他给出了用二阶子式和它们的余子式来展开行列式的法则，这跳出了前人从线性方程组角
度研究行列式的范畴，因此就对行列式本身这一点来说，他是这门理论的奠基人. 当然，范
德蒙还有一个读者十分熟知的工作，便是计算了范德蒙行列式，这一行列式对于后续的研
究有非常重要的地位.

除此之外，范德蒙的工作也得到了进一步的推广. 1772 年，拉普拉斯在一篇论文中证
明了范德蒙提出的一些规则，并推广了他的展开行列式的方法，便有了大家熟知的按多行
（多列）展开的拉普拉斯定理. 1779 年，裴蜀（正是前面所介绍的，实际上这里介绍的数学
家很多都有工作的交织）发表了一篇《代数方程的一般理论》的文章，这篇论文给出了解
决非齐次线性方程组的方法，这个方法是他在克莱姆、范德蒙和拉普拉斯行列式理论基础
上的总结. 除此之外，裴蜀在论文中还有其他很多关于行列式理论的发现：他改进了拉普
拉斯展开式的另一个改进形式；得出了行列式的两行或两列相同则结果为零的结论；并结
合线性方程的消元法得出了著名的 “裴蜀定理” 等.

接下来对行列式理论做了可谓 “大一统” 工作的是著名数学家柯西——是的，又是他，
一个和欧拉、高斯一样无处不在的数学家. 1812 年，柯西率先使用了双下标的方式表示方
程组系数（即 a11 这样的有两个数字组成的下标），有趣的是柯西当年还没有使用双竖线的
方式表示行列式，而是采用 S(±a11a22 · · · ann) 的形式. 现在为人熟知的双竖线的表示形式
是后文将要介绍的矩阵论创始人凯莱在 1841年率先使用的. 事实上，柯西给出了与现代行
列式定义几乎完全一致的版本. 为了展开叙述柯西的理论，我们在此进一步讨论有关于置
换的概念. 我们来看一个简单的置换

p =

(
1 2 3 4 5

2 1 4 5 3

)
,

我们可以将得到上述置换的过程分为两步. 第一步我们对 1 和 2 进行置换，得到

p1 =

(
1 2 3 4 5

2 1 3 4 5

)
,

然后我们对 3,4,5 进行置换，但保持上一步中已经改变的 1 和 2 不变，这一过程可以写为

p2 =

(
1 2 3 4 5

1 2 4 5 3

)
.

就可以得到 p. 事实上这接续的两步和映射的复合运算含义完全一致. 回忆 h = g ◦ f，
h(x) = g(f(x)) 是先对 x 作用 f 然后作用 g，这里实际上也是对 1, 2, 3, 4, 5 先做了 p1 的
置换然后做了 p2 的置换，即 p = p1 ◦ p2，写成乘法形式即为(

1 2 3 4 5

2 1 4 5 3

)
=

(
1 2 3 4 5

1 2 4 5 3

)(
1 2 3 4 5

2 1 3 4 5

)
.
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实际上，上面的置换 p1 相当于将 1 变为了 2，然后 2 又变回了 1，这构成了一个长度为 2
的循环. p2 相当于将 3 变为了 4,4 变为了 5，然后 5 又变回了 3，因此构成了一个长度为
3 的循环. 因此上式也可以改写为

p = (3, 4, 5)(1, 2)

其中 (3, 4, 5) 就表示从 3 到 4，4 到 5，然后 5 到 3 的循环（事实上 (4, 5, 3), (5, 3, 4) 同理
表示同一个循环），(1, 2) 也是同理. 事实上，因为 3, 4, 5 和 1, 2 之间没有元素是重复的，
因此可以称它们是不相交的. 事实上我们有如下定理，我们不加证明地直接给出：

定理 13.2

S 上的任意置换 p 都可以表示为长度 ⩾ 2 且不相交的循环的乘积，且这一分解式在
不考虑循环顺序（即上面所说的 (3, 4, 5) 和 (4, 5, 3) 实则表示一个循环）下是唯一确
定的.

事实上，我们在前面讲的对换（即两个元素交换顺序）就是长度为 2 的循环. 关于对
换，我们也有一个重要的结论：

定理 13.3

S 上的任意置换 p 都可以表示为对换的乘积.

实际上这一结论是很直观的，1, 2, . . . , n 的任意置换实际上都可以通过两两交换顺序
得到. 最愚蠢的方式就是反过来思考如何从任意置换反推到 1, 2, . . . , n，然后全部顺序调换
即可. 反推的方式就是首先找到 1的位置，然后一直向左对换到最左端，然后开始找 2，对
换到第二个位置，以此类推，因此这一结论是显然正确的. 但接下来的证明将会从另一个
角度给出更为丰富的结果：

证明

□

事实上在介绍莱布尼茨的工作时我们就介绍了莱布尼茨利用奇数或偶数次对换作为依
据确定行列式定义中每一个排列的乘积前的符号，这里我们给出严谨的关于符号的说明：

定理 13.4 置换的符号

设 p 是 S 上的一个置换，将 p 分解为对换的乘积：

p = p1 · · · pk,
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则称
τ(p) = (−1)k

为 p 的符号（亦称符号差或奇偶性），它由置换 p 唯一确定且不依赖于对换分解的方
法. 此外任取 q, r 也为 S 上的置换，则有

τ(qr) = τ(q)τ(r).

证明

□

基于这一定理，我们可以有如下合理的定义：

定义 13.3

若 τ(p) = 1，则称 p 为 S 上的偶置换；若 τ(p) = −1，则称 p 为 S 上的奇置换.

事实上我们在之前也定义了奇置换和偶置换，即从顺序排列的数列经过奇数还是偶数
次对换可以得到最终的置换出发进行定义. 两个定义实际上是统一的，统一性由下面这一
定理保证：

定理 13.5

设 S 上的置换 p 分解为长为 l1, l2, . . . , lm 的互不相交的循环的乘积，则

τ(p) = (−1)
m∑

k=1

(lk−1)
.

因为对换是长度为 2 的循环，事实上每一个 li− 1 都等于 1. 如果上述定理成立，那么
奇数次的对换将会使得置换符号为 −1，因为 −1 的奇数次方，偶置换则会得到符号为 −1
的偶数次方，即为 1，因此两个定义统一.

证明

事实上，根据定理 13.4，我们有

τ(p) = τ(p1) · · · τ(pm),

根据定理 13.3 的证明我们知道，pi 可以被写为 li − 1 个对换的乘积，因此我们有
τ(pi) = (−1)lk−1，因此有

τ(p) = (−1)
m∑

k=1

(lk−1)
.
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□

接下来我们就要看如何将上述置换的分解与符号的理论用于计算行列式. 柯西从 n 个
数 a1, . . . , an 出发，作乘积 a1 · · · an，然后类似于范德蒙行列式，作所有不同元之间的差的
积

∏
1⩽i⩽j⩽n

(aj − ai)，得到乘积

a1 · · · an
∏

1⩽i⩽j⩽n

(aj − ai) (13.1)

柯西对这个乘积中各项所含的幂改写成第二个下标，例如把 a32 改写为 a23，把这样改写后
得到的表达式定义为一个行列式，记作 S(±a11a22 · · · ann).

我们以 n = 3 为例展示上面的过程. 根据柯西描述的算法，乘积为

a1a2a3(a2 − a1)(a3 − a1)(a3 − a2)

=a1a
2
2a

3
3 − a21a2a33 + a31a2a

2
3 − a1a32a23 + a21a

3
2a3 − a31a22a3

≜a11a22a33 − a12a21a33 + a13a21a32 − a11a23a32 + a12a23a31 − a13a22a31.

事实上这与今天我们熟悉的三阶行列式计算公式完全一致，事实上 n 阶都是一致的.
柯西天才地用一个很简短的抽象公式将前人找到的规律描述了出来，同时也发明了双下标
的表示，将行列式可以写成 n× n 的矩形方阵形式，并且沿用至今.

事实上，由式 13.1 展开得到的式子中的项不难看出都可以写成如下形式：∏
a1p(1) . . . anp(n)

其中 p 是集合 S = {1, 2, . . . , n} 上的一个置换，因为乘积前面的 a1 · · · an 会保证每一个数
都出现，而后面的乘积由排列组合的知识可知只有 a1, . . . , an 的次数分别为 0, 1, . . . , n− 1

的一个置换才会留下来且前面的系数为 1或 −1. 接下来便有一个问题，即前面的系数究竟

是 1 还是 −1. 柯西使用的方法与前面介绍的几乎完全一致！他就是通过计算 (−1)
m∑

k=1

(lk−1)

这一方式判断的，其中 lk 是上述置换 p 进行循环分解后各项的长度. 基于此，我们有行列
式定义如下：

定义 13.4

n 阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
p∈Sn

τ(p)
n∏

i=1

aip(i),
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其中 Sn 是集合 S = {1, 2, . . . , n} 上置换的全体，τ(p) 是置换 p 的符号.

在很多教科书上，这一定义也被称为逆序数定义，这是因为置换的符号实际上也可以
视为所谓 “逆序对” 个数的体现. 那么何为逆序对呢？其实一对数就是 (ai, aj)，其中 i < j，
当 ai > aj 时，我们称这一对数为逆序对. 例如，对于置换

p =

(
1 2 3

3 1 2

)
,

(3, 1) 和 (3, 2) 都是逆序对，因为 3 在 1 前面但比 1 大，3 在 2 前面但比 2 大. 而数对
(1, 2) 则是顺序对，因为 1 在 2 前面且比 2 小，这与原先 1, 2, 3 的排列顺序是统一的.

基于逆序对的定义我们可以有奇置换和偶置换的另一个定义：

定义 13.5

我们称逆序数为奇数的置换为奇置换，逆序数为偶数的置换为偶置换.

显然我们也必须要求这一定义和前面的定义是一致的，事实上我们有如下定理：

定理 13.6

任意置换 p 的逆序数的奇偶性与其可以被分解为对换乘积的个数的奇偶性相同.

证明

□

由这一定理以及定理 13.5 我们知道逆序数为奇数时，置换符号为 −1，逆序数为偶数
时，置换符号为 1，因此这一定义与前面的定义是一致的.

由此我们可以看出，行列式的逆序数定义实际上最开始来源于莱布尼茨、克莱姆等人
最朴素的从低阶出发的探索，它们找到了一些规律，这些规律由天才数学家柯西进行抽象
总结，得到具有普适性的方法，变成了上面沿用至今的严格定义. 而后人又结合置换、逆
序数等理论进行重新叙述，再嵌套一层抽象，最终上面完整的叙述逻辑. 在这里我们看到
一个很抽象甚至初看没有什么道理的定义是如何自然演化而来的，实际上是数学理论螺旋
式进步以及多个理论（可能对应很多条数学发展支线）在教育家们的手中进行合理排列后
所呈现的状态.

更进一步地，1815年，柯西发表了一篇关于行列式理论的基础性文章. 在这篇文章中它
不仅用这个名字代替了几个旧的术语，也在文章中给出了系统的一般行列式乘法定理，证
明了新组的行列式是原来两个组的行列式的乘积. 在这篇论文中，柯西第一次论述了包括
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一个给定的矩阵的伴随矩阵的思想，以及通过展开任何行或者列来计算行列式的步骤，完
善了范德蒙和拉普拉斯的工作，给出了严谨的证明. 在柯西的行列式的工作中，还涉及到
对称矩阵以及相似变换等问题. 在柯西 1826 年的《微积分在几何中的应用教程》中，讨论
了后续学习中将要介绍的一些二次型理论，以及实对称矩阵特征值均为实数（后续会讲解）
等重要结论. 除此之外，柯西在相似行列式的研究中，证明了大家熟知的相似变换有相同
的特征值的结论. 由此可见，柯西这一数学天才对于后世的影响是无比深远的，从记号层
面的革新，到行列式展开、行列式乘法等理论的大一统，以及现在大家熟知的结论的证明，
都能看出柯西贡献的突出与伟大.

继柯西之后在行列式理论方面最高产的人就是德国数学家雅可比（C. Jacobi，1804–
1851），他引进了函数行列式，即 “Jacobi 行列式”（读者学习多元微积分时会十分熟悉这
一名词），指出函数行列式在多重积分的变量替换中的作用，给出了函数行列式的导数公
式. 雅可比的著名论文《论行列式的形成和性质》标志着行列式系统理论的建成. 事实上，
行列式在数学分析、几何学、线性方程组理论、二次型理论等多方面的应用，促使行列式
理论自身在 19 世纪也得到了很大发展. 整个 19 世纪都有行列式的新结果. 除了一般行列
式的大量定理之外，还有许多有关特殊行列式的其他定理都相继得到.

最后笔者要在此说明一点. 我们在讲义中介绍了行列式最常见的三种定义方式. 事实
上，按照历史的发展脉络，的确是现在看来最不直观的逆序数定义的思想首先出现的.《大
学数学：代数与几何》中给出的公理化定义有很强的几何直观性，也与列向量组的线性相
关性等有很直接的关联，但实际上几何直观源于后来拉格朗日发现行列式和以其列向量构
成的四面体的体积之间的关系，是远在莱布尼茨的思想出现之后才讨论的. 而关于行列式
展开的定义根据上面的讨论也知道，是范德蒙、拉普拉斯和柯西接力提出并给出严谨证明
才得到的.

事实上，笔者在编写讲义的时候就发现，无论从哪个定义出发定义行列式都是显得 “毫
无道理”的，因为完全缺乏引入，这不像之前研究线性空间那般自然（因为我们发现了方程
组行向量间的线性相关性影响了解的唯一性，并且线性空间也有高中学习的平面向量的直
观作为基础），行列式的定义直接丢出来会显得非常笨拙而且没有道理，但我们研究其性质
会发现它和可逆、矩阵的秩甚至以后的特征值理论有很强的关联，行列式仿佛成为了一个
无头但有尾的理论，这可能也是为什么《线性代数应该这样学》完全抛弃了行列式来讲述
线性代数——因为这非常难引入且不是必要的. 但笔者还是希望保留行列式这一具有重要
历史地位的理论，并且它对于之后的很多研究都有重要意义，所以笔者选择在史海拾遗中
从历史的角度提供一种 “直观”——它来源于数学家最开始对一些问题的研究. 因此我们详
细地描述了莱布尼茨如何从消元法解线性方程组得到类似于现代行列式的定义的过程. 尽
管这是低维的情况，但接下来在讲述柯西的工作时，n 维的情况在逻辑上就像是自然的推
广了（我们相信在历史中也是如此，前人对于线性方程组解的形式（如 Cramer 法则）和
行列式的研究都构成了柯西研究的出发点，在此基础上柯西做了更进一步的抽象得到了现
在的行列式定义，后人又结合了置换等概念将这一理论进一步形式化），这样我们也勉强算
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是梳理出了一个有引入的能更让初学者接受的行列式理论：至少我们从线性方程组的解的
讨论起步——于是根据朝花夕拾的知识我们知道行列式一定和线性相关、矩阵的秩等概念
有很强的关联，得到一些简单的结论，然后不断抽象直至今天呈现在读者面前的令人摸不
着头脑的理论，虽然非常冗长，但相信能让读者接受这一概念的引入也是比较自然的.

数学不是魔术，不是从无到有的魔法，其发展历程必然是螺旋式上升的过程，很多不
直观的概念可能只是因为历经数百年很多数学家不断改进而使人很难看出当年原本自然的
想法源于何处. 希望读者读完本讲后再看教材时，能体会到每一个概念、每一个定理背后
的历史厚重感，它们都是历代数学家在前人肩膀上不断总结、创新而来的，这些想法或是
沉稳的推进，也可能是天才的智慧. 也许在未来很多年以后的教材上，有一个全新的概念
或者结论，它可能只是短短的一行描述，但那也许凝结着现在正阅读着这段文字的你未来
很多年研究的心血——这也许就是一种价值的实现.

13.2.3 矩阵理论的发展

随着线性方程组和行列式理论的建立和发展，在行列式基础之上的矩阵理论发展非常
迅速. “矩阵” 这个词是由西尔维斯特首先使用的，他是为了将数字的矩形阵列区别于行列
式而发明了这个术语. 而实际上，矩阵这个课题在诞生之前就已经发展的很好了. 从行列
式的大量工作中明显的表现出来，不管行列式的值是否与问题有关，方阵本身都可以研究
和使用，矩阵的许多基本性质也是在行列式的发展中建立起来的. 在逻辑上，矩阵的概念
应先于行列式的概念，然而在历史上次序正好相反.

虽然矩阵一词是西尔维斯特率先发明的，但英国数学家凯莱（A. Cayley，1821–1895）
一般被公认为是矩阵论的创立者，因为在西尔维斯特创用矩阵术语以前，凯莱对于矩阵的
有关概念及其性质就有所研究. 1843 年，凯莱即己研究三阶以上的高阶矩阵的行列式理论
（On the theory of determinants），L. Gegenbauer、M-Lecat、L. H. Rice 等在这个领域
又进行了扩展. 1846 年，凯莱定义了转置矩阵以及对称矩阵，与现代的定义完全一致. 在
1855–1858 年间，凯莱在矩阵方面做了许多开创性的工作. 1855 年，凯莱注意到在线性方
程组中使用矩阵是非常方便的，因而引进矩阵以简化记号，这就有了现在我们使用的阶梯
矩阵等术语以及 AX = b 的记号.

1858 年，凯莱发表了重要文章《矩阵论的研究报告》（A memoir on the theory of
matrices）. 在该研究报告中，凯莱系统地阐述了矩阵的理论体系，如矩阵概念的引入、相
关概念和运算的定义，使得矩阵从零散的知识发展为系统完善的理论体系. 凯莱定义了矩
阵加法和数乘运算，并且从变换的复合引入了矩阵乘法的运算法则，也给出了一些特殊矩
阵例如零矩阵、单位矩阵等，同时也说明了两个矩阵相乘不符合交换律，但也着重强调了
矩阵乘法是可结合的. 除此之外，凯莱也引入了逆矩阵的概念. 凯莱在文章中采用单个的
符号表示矩阵，证明了矩阵 A 可逆时，方程 AX = b 的解可以写为 X = A−1b，并且也给
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出了矩阵可逆时

A−1 =
1

|A|
A∗.

凯莱还利用一般的代数运算和矩阵运算的相似性得出了矩阵的一些结论. 例如当行列式为
零时矩阵不可逆，零矩阵不可逆，两个非零矩阵乘积可以为零矩阵等结论. 除此之外，凯
莱在文章中采用单个的符号表示矩阵，推出了方阵的特征多项式的形式，并说明了特征多
项式的根就是特征值的重要结论. 除此之外，凯莱也证明了我们后面要详细介绍的 “哈密
顿-凯莱” 定理的一部分，这被称为 “矩阵理论中最著名的理论之一”.

凯莱第一个把矩阵作为独立的概念提出来，并作为独立的理论加以研究. 可以说，《矩
阵论的研究报告》的公开发表，标志着矩阵理论作为一个独立数学分支的诞生. 但我们之
前也提到，矩阵一词是西尔维斯特在研究方程的个数与未知量的个数不相同的线性方程组
时最先使用的. 因此我们也很有必要接着介绍凯莱的挚友——西尔维斯特在矩阵理论方面
的成果.

詹姆斯·约瑟夫·西尔维斯特（James Joseph Sylvester，1814–1897），1829年进入设在
利物浦的皇家学会的学校学习，他学习努力，成绩突出，曾因解决了美国抽彩承包人提出
的一个排列问题而得到 500 美元的数学奖金.1846 年西尔维斯特进入内殿 (Inner Temple)
法学协会，并于 1850年取得律师资格. 在这期间他和同时进入林肯法律学会的凯莱建立起
了深厚的友谊. 他们在从事法律业务的间隙，经常在一起交流数学研究的成果. 西尔维斯
特一生致力于纯数学的研究，他和凯莱、哈密顿等人一起开创了自牛顿以来英国纯粹数学
的繁荣局面. 西尔维斯特的成就主要在代数方面，在代数方程论、数论等诸领域都有重要
的贡献. 西尔维斯特一生创造过许多数学名词，流传至今的如矩阵、判别式等都是他首先
使用的.

1850 年，西尔维斯特在研究方程的个数与未知量的个数不相同的线性方程组时，由于
无法使用行列式（因为行列式要求行列数相同），所以引入了矩阵一词来表由 m 行 n 列元
素组成的矩形阵列，西尔维斯特也引入了对角矩阵、数量矩阵等概念.1879年弗罗伯纽斯给
出矩阵的秩的概念后，1884 年，西尔维斯特给出了零性的概念和零性律：他把矩阵的阶数
与秩的差叫做矩阵的零性，并说明了两个（而且可以推广为任意有限数目）矩阵乘积的零
性不能比任意因子的零性小，也不能比组成这一乘积的因子的零性之和大. 西尔维斯特的
这一零性律现在应当叙述为：

r(A) + r(B)− n ⩽ r(AB) ⩽ min{r(A), r(B)},

这是矩阵理论中关于矩阵乘积的秩的一个重要定理. 除此之外，西尔维斯特和凯莱也就矩
阵方程

A1XB1 + · · ·+AkXBk = C

和

AX −XB = O,
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这里篇幅有限我们不再展开叙述. 事实上，在之后的二次型理论中，我们还会学习到所谓
的西尔维斯特惯性定理，这也是非常核心的理论.

在矩阵论发展史上，弗罗贝尼乌斯（G. Frobenius, 1849–1917）的贡献是不可磨灭的.
1870 年左右，群论成为数学研究的主流之一，弗罗贝尼乌斯在柏林时就受到库默尔和克罗
内克的影响，对抽象群理论产生兴趣并从事这方面的研究，发表了多篇有价值的论文. 1892
年，他重返柏林大学任数学教授. 1893 年当选为柏林普鲁士科学院院士. 弗罗贝尼乌斯的
主要数学贡献在群论方面，在行列式、矩阵、双线性型以及代数结构方面也有出色的工作.
矩阵论方面，1878 年，弗罗贝尼乌斯引进了西尔维斯特 λ 矩阵的行列式因子、不变因子和
初等因子等概念（在一般的高等代数教材中都会由此引入讨论若当标准形），给出了正交矩
阵、相似矩阵、合同矩阵等概念（与现在的定义是完全一致的），指出了各种不同类型的矩
阵的关系. 1894 年，他又对 1878 年的不变因子和初等因子理论做了更深入的工作，进一
步整理了维尔斯特拉斯不变因子和初等因子的理论. 1879 年，弗罗贝尼乌斯引进了矩阵的
秩的概念：矩阵的秩就是矩阵中非零子式的最大阶数. 他也引进了行列式秩的定义：如果
一个行列式的所有 r + 1 阶子式为 0，但至少有一个 r 阶子式不为零，那么就称 r 为行列
式的秩.

在上述三位数学家的工作下，矩阵论中的一个核心问题：矩阵约化与分解不断地有了
新的突破. 我们将在后续章节用大量的篇幅介绍这一主题——因此这里也许可以算是承上
启下的一节. 1854 年，约当研究了矩阵化为标准型的问题. 1892 年，梅茨勒（H. Metzler）
引进了矩阵的超越函数概念并将其写成矩阵的幂级数的形式. 傅立叶、西尔和庞加莱的著
作中还讨论了无限阶矩阵问题，这主要是适用方程发展的需要而开始的. 事实上，矩阵由最
初作为一种工具经过两个多世纪的发展，现在已成为独立的一门数学分支——矩阵论. 而
矩阵论又可分为矩阵方程论、矩阵分解论和广义逆矩阵论等矩阵的现代理论. 矩阵及其理
论现已广泛地应用于现代科技的各个领域，相信很多工科读者在将来的学习中将会大量运
用这一方面的结果.

13.2.4 线性代数的应用：解析几何的发展

线性代数的发展与解析几何的发展有着密切的联系，应该说二者间在数学发展史上来
看是互相促进的关系. 一方面，从希腊时代到 1600 年几何统治着数学，代数居于附庸的地
位. 而解析几何为确立代数在数学界的地位铺平了道路. 1600 年以后，代数才从几何统治
的桎梏下解放出来，成为一门独立的基础数学科目，占据了它在数学中应有的地位. 另一
方面，我们接下来也将会展开很多用线性代数知识解决几何问题的实例.
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13.2.5 线性空间与线性映射的角度

前面的讨论我们一直讨论的是线性方程组与行列式关联的历史，本讲义中最重视的线
性空间和线性映射理论被搁置了. 这一节我们将重点放在这一部分，供

物理学的发展带动了向量理论及向量空间的发展，而向量理论和向量空间的发展也打
开了新的数学前景. 当今数学意义上的向量及向量空间的概念内容丰富，形式多样.

向量空间第一个具体定义的是由皮亚诺 (G. Peano，1858–1932) 在 1888 年的《几何
计算》中给出，但是影响并不广泛. 直到 1918 年外尔（Hermann Weyl，1885–1955）的工
作，使得人们重新认识到了皮亚诺公理化定义的重要性. 大约在 1920 年左右，分析学家巴
拿赫、哈恩和维纳等对皮亚诺的向量空间做了进一步的研究，并引起了广泛的影响，随之
而产生了如赋范向量空间、希尔伯特空间等等.

13.3 推广：线性代数之后的线性和代数

13.3.1 泛函分析

13.3.2 抽象代数

本小节我们接着前面初等代数发展为高等代数的两个方向之二，继续讨论有关于高次
方程与多项式理论的历史.

13.4 进阶：本世纪的线性代数

在这一节中，我们就几个专题探讨线性代数中的一些概念在上世纪末到本世纪的过程
中的发展，主要探讨矩阵论而非线性空间理论的部分. 这是因为矩阵论的发展相对而言比
较接地气，大部分从结果上看非常简捷明快. 本节提及的很多结论，在证明中都有众多数
学分支如草蛇灰线穿行其中. 但是，一个初步的展现未必需要完整的表述，省略一些证明
也不妨碍读者领略现代矩阵论研究的风采. 至于从线性代数真正意义上 “生发开去” 的东
西，我们将留在下一节讨论.

13.4.1 正定性：从数到矩阵，以及本世纪的矩阵论

二次型在这份讲义当中尚未被置于中心地位. 往早期讲，它的研究缘起于费马大定理，
而往晚近讲，二次型的代数理论研究几近一个完全的分支. 我们在此抛开 Witt 理论之类
的东西不谈，暂且只就谈正定性及其与矩阵论的关系，对于二次空间（quadratic space）的
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研究，及二次型与二次互反律（quadratic reciprocity law）的关系等等主题，读者自可参
考志村五郎（Goro Shimura）的书《二次型的算术》（Arithmetic of Quadratic Forms）.

首先考虑这个问题：如何判断一个多项式是非负的？从初中开始，我们就知道有配方
法：如果能把一个多项式拆成一堆非负项的和，那么它当然就是非负的，这个方法在二次
型正定性的讨论中也被多次用到. 很自然的，下面这个问题就被提出了：

是不是任意一个非负多项式都能被拆成一系列多项式的平方和？

答案是否定的. 一个典型的反例在 Motzkin 1967 年出版的一本关于代数-几何不等式
的书中给出：

P (x, y, z) = x6 + y4z2 + y2z4 − 3x2y2z2

希尔伯特第十七问题就是这个问题的一个推广：

是不是任意一个非负多项式都能被拆成一系列有理函数的平方和？

这样的推广终归是成立了，它的证明由 E. Artin在 1927年给出，C. N. Delzell在 1984
年甚至给出了一个算法以构造这样的平方和. 但是，故事到这里还没有结束，把 “数” 推广
到 “矩阵”，有趣的事情发生了：

定理 13.7 Helton, 2002

对称的矩阵多项式是半正定的，当且仅当它能被拆成一组矩阵多项式的平方和.

当然，我们需要澄清一些概念：

定义 13.6

一个 n 元的矩阵单项式是一个形如 am1m2 · · ·mk 的连乘积，其中 a ∈ R，mi 为矩
阵变元 xj (j ⩽ n) 或其转置. 一个 n 元的矩阵多项式是有限个 n 元矩阵单项式的
和.

定义 13.7

一个 n 元的矩阵多项式 Q 的值域 imQ 被定义为

∞⋃
m=1

{Q(A1, A2, . . . , An) | Ai ∈Mm(R)}

即在代入任意 n 个 m 阶方阵之后所能得到的结果.
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定义 13.8

称一个矩阵多项式 Q 是对称的，如果所有 imQ 中的矩阵都是对称的；称它是半正
定的，如果所有 imQ 中的矩阵都是半正定的.

定义 13.9

所谓矩阵多项式的平方和，指的是如下形式的有限和：

P (x1, x2, . . . , xn) =
k∑

i=1

hi(x1, x2, . . . , xn)h
T
i (x1, x2, . . . , xn)

其中 hi 均为 n 元矩阵多项式. 显然，这个平方和一定是半正定的.

定理 13.7 的证明已经超出了这份讲义所能探讨的范畴. 其原论文足有二十页，证明过
程可谓相当详尽，有兴趣的读者可自行查阅.

下面我们再给出一个将数推广到矩阵的相关问题，它在某种意义上也与正定性有关，
而且也是本世纪的成果. 最小二乘法在本讲义前面很早的地方就有介绍，同样将其推广到
矩阵，就要求我们推广距离的概念：

定义 13.10

考虑 n 阶正定矩阵 A,B，定义它们之间的迹度量距离（trace metric distance）为：

δ(A,B) =

√√√√ n∑
i=1

log2 λi(A−1B)

其中 λi(M) 表示矩阵 M 的第 i 个特征值.

定义 13.11

k 个矩阵 A1, A2, . . . , Ak 的 Karcher 均值（Karcher mean）指的是正定矩阵 X，使
得 X 到所有 Ai 的迹度量距离的平方和最小，将其记作 σ(A1, A2, . . . , Ak)

这个概念由 Karcher 在 1973 年先引入到任意度量空间中，这里呈现的是 Moakher 在
2005 年将其引入到矩阵中的版本. 在 2006 年，Bhatia 和 Holbrook 合作的论文呈现了它
的一系列性质，并给出了一个猜想. 这个猜想是对下面这个简单事实的推广：
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引理 13.1

考虑 x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn ∈ R，且 ∀i ⩽ n, xi ⩽ yi. 记 x, y 分别为使得

n∑
i=1

(x− xi)2,
n∑

i=1

(y − yi)2

取得极小值的 x 和 y，则 x ⩽ y.

很显然，对吧？他们猜测，Karcher 均值也有这种美好的单调性，不过，首先要在正定
矩阵上引进序关系：

定义 13.12

如果 B −A 正定，则 A ⩽ B.

定理 13.8 Bhatia-Holbrook, 2006, Lawson-Lim, 2011

考虑 A1, A2, . . . , An, B1, B2, . . . , Bn 为 m 阶正定矩阵，如果 ∀i ⩽ n, Ai ⩽ Bi，则

σ(A1, A2, . . . , An) ⩽ σ(B1, B2, . . . , Bn)

等等，为什么是定理？正如我们已经暗示的，这个结果由 Lawson和 Lim在 2011年成
功证明了，其证明用到了 Loewner-Heinz 全局非正曲率度量空间（Loewner-Heinz globally
nonpositively curved metric spaces）的一些性质，事实上这就是正定矩阵集合全体的复杂
性带来的.

提及特征值，我们不妨再看看另外一个不那么幸运的结果，它是一个被证伪的猜想.

定义 13.13

称一个方阵 A的谱半径（spectral radius）为其特征值的绝对值的最大者，记为 ρ(A).

这个定义是非常有用的，如果我们注意到以下两个定理：

定理 13.9

对于可对角化的矩阵 U，以下式子成立：

‖Uv‖ ⩽ ρ(U)‖v‖

这是谱定理的一个直接推论. 注意，如果 U 不是可对角化的，那么这个式子不成立，
读者可以自行尝试构造反例，应当不难.
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定理 13.10

ρ(A1A2 · · ·Ak) ⩽ ρ(A1)ρ(A2) · · · ρ(Ak)

这是 Gelfand 公式的一个直接推论. 也就是说，如果我们限制了所有矩阵 Ai 都是可
对角化的（例如在许多物理过程中），可以通过谱半径的乘积来估计乘积的谱半径的上界，
这对于很多连续进行线性变换的系统的估计都是非常关键的. 而且，下面这个定义也一样
重要：

定义 13.14 广义谱半径

设 Σ 为有限个 m 阶方阵的集合，称其广义谱半径（generalized spectral radius）为

ρ(Σ) = lim
k→∞

ρk(Σ)

其中
ρk(Σ) = max{ρ(A1A2 · · ·Ak) | Ai ∈ Σ, i ⩽ k}

lim 意指上极限，即最大的聚点.

这个定义的物理意义可以类似地理解：当我们有一大堆可能的线性变换的时候，进行
趋近于无穷次的随机选取变换，最终结果的范数最大值很可能落在哪里. 当然，很容易看
出来，对于任意的 k，都有 ρk(Σ) ⩽ ρ(Σ). 这个倒霉猜想由 Lagarias 和 Wang 在 1995 年
提出，被称为有限性猜想：

对于任意 Σ，存在 k 使得 ρk(Σ) = ρ(Σ).

也就是说，广义谱范数可以在有限步内抵达. 但不幸的是，这个猜想在七年后被 Bousch
和 Mairesse 证伪了，证伪的方法事实上是直接构造了一个 Σ 的例子. 但是，他们的构造在
此如要呈现将花费过多的笔墨，因为他们完全是从迭代函数系统（iterative function system）
出发完成构造的，要用到关于 Lyapunov 指数的一些知识. 当然，对于读完这份讲义的读
者，这些内容并不会太困难，不妨找来他们的论文一探究竟.

顺便一提，证明对于绝对值最小的特征值来说类似的猜想不成立特别简单，构造的例
子如下，读者不妨自行思考一下为什么.[

2 0

0 1/2

]
,

[
1/3 0

0 3

]
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13.4.2 线性方程组的解：快一点，再快一点！

这一节讨论的主要是如何求解一个线性方程组

Ax = b

当然，读者会说，高斯消元法嘛，第一讲就已经讲过了，如果 A可逆那就是 x = A−1b

呗. 也不算错，那如果 A 干脆不是一个方阵呢？确切的解自然不存在，最小二乘解也由
Penrose-Moore 逆给出：

定义 13.15

考虑 m× n 矩阵 A，它的 Penrose-Moore 逆为一个 n×m 矩阵 A† 满足以下条件：

1. AA†A = A

2. A†AA† = A†

3. A†A 和 AA† 都是对称（或者厄米）的

这样的矩阵存在且唯一.

当然，不难写出近似的精度的定义：

定义 13.16

称 x̃ 是 Ax = b 的一个精度为 ε 的近似解，如果：

‖x̃−A†b‖A ⩽ ε‖A†b‖A

其中
‖x‖A =

√
xTAx

称为由 A 诱导的范数.

这是对于一般的矩阵的结果. 通常情况下，我们只要处理实对称矩阵，甚至还能伴随
一个更强的条件：

定义 13.17

称矩阵 (aij) 是弱主对角占优的，如果

aii ⩾
∑
j ̸=i

|aij |
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对于任意 i 成立.

实对称的主对角占优矩阵对应的线性方程组求解当然可以使用直接求逆的方法，但是
由于在处理图论问题以及求解一些椭圆型偏微分方程时，它往往以非常大的规模出现，所
以哪怕是非线性时间的算法，也显得比较缓慢了，而到达近线性的突破到现在还不到十年：

定理 13.11 Spielman-Teng, 2014

存在一个在任意精度 ε 下求解实对称的主对角占优矩阵 A 对应的方程组 Ax = b 的
随机算法，其时间复杂度为

O(m logc n log(1/ε))

其中 m 为 A 中的非零元个数，c 为一常数.

我们无意在此详述这个算法如何运作. 事实上，稍有图论基础的读者应不难看懂原论
文. 它的核心在于，使用好的图采样来稀疏化，进而优化求解.

13.4.3 随机矩阵：吸引了陶哲轩的未解之谜

既然提到随机算法，那不妨也介绍一下随机矩阵的相关研究. 这就不像前面几个领域
在本世纪内的研究较为松散，反而是如火如荼，哪怕是将近十年的主要结果罗列一番也破
费精力. 由于笔者对概率论不甚熟悉，也不曾深究这些结论的证明，在此，我们仅罗列一
些结果，有些较新的结果的准确性可能需要明眼的读者自行甄别.

首先，何谓随机矩阵？我们这里只探讨最简单的模型：Bernoulli 矩阵.

定义 13.18

称一个矩阵为 Bernoulli 矩阵，如果它的每一个元素都是独立同分布、成功概率 p =

1/2 的 Bernoulli 随机变量.

第一个问题是，这玩意有多大概率是奇异的？简单观察一下，不难猜想，奇异性的来
源也就是行或者列相同，因此，我们给出以下猜想：

定理 13.12 Tikhomirov, 2020

一个 n 阶 Bernoulli 矩阵奇异的概率为：

Pn =

(
1

2
+ o(1)

)n
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这个结果的证明几经波折. 原始的猜想早在上世纪就被正式阐述过，早在 1967 年，
Komlós 就已经表明， lim

n→∞
Pn = 0. 直到 1995 年，Kahn 等人才给出第一个指数级别的估

计 Pn = O(0.999n). 在 2007 年，陶哲轩和 Van Vu 给出了 Pn = O(0.958n) 的估计并在第
二年获得了如下突破：

定理 13.13 Tao-Vu, 2007

一个 n 阶 Bernoulli 矩阵奇异的概率为：

Pn =

(
3

4
+ o(1)

)n

下一个突破性进展在 2010 年，Bourgain 等人进一步压下了上界：

定理 13.14 Bourgain, 2010

一个 n 阶 Bernoulli 矩阵奇异的概率为：

Pn =

(
1√
2
+ o(1)

)n

最终形成了我们看到的定理 13.12. 事实上，Tikhomirov 证明的结果比这个还要广一
点：

定理 13.15 Tikhomirov, 2020

一个 n 阶，成功概率为 p ∈ (0, 1/2] 的 Bernoulli 矩阵奇异的概率为：

Pn = (1− p+ o(1))
n

Jain 等人在同年也给出了另一个关于任意有限支集的分布代替独立同分布的结果.

另外的问题还有：

1. 对于高斯分布的矩阵，结果如何？

2. 最大特征值，也就是谱半径的分布如何？（Tracy-Widom 规则及其推广）

3. 所有特征值的分布如何？（Circular law conjecture，由陶哲轩在 2010 年证明）

4. 范数和逆的范数的分布如何？（Spielman-Teng猜想，2002年被形式化提出，Littlewood-
Offord 问题的反问题，陶哲轩和 Van Vu 在 2009 年给出了一个初步结果）

5. 其它非独立同分布的随机模型如何？（关于随机带矩阵（random band matrix），Kho-
runzhiy 猜想在 2010 年被 Sodin 证明）
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13.4.4 机器学习！

当然咯，提到本世纪的线性代数，也不能不提及机器学习的一些发展. 我们仅就几个
特定问题，讨论线性代数方法在机器学习中的应用. 这里提及的很多结论会比前面的结果
更加轻松，亦可供对此感兴趣的读者仔细参详，甚至自行写出证明.

我们要谈的第一个问题叫做压缩感知（compressed sensing）. 给定一个稀疏信号和有
限次的测量，测量的次数很可能远少于要复原的变量的个数，这个时候，我们需要多少次
测量才能以某个精度复原出原始信号？最初的结果来自于 Donoho 在 2006 年的一篇论文，
在 Google 学术上，这篇论文被引次数在笔者写下这一小节时已经达到了惊人的 33115 次，
很可能是本世纪引用次数最高的一篇数学论文. 我们下面来介绍一下这篇论文的主要结果，
首先需要给出几个定义：

定义 13.19

一个向量 x 的 lp-范数定义为：

‖x‖p =

(∑
i

|xi|p
) 1

p

其中 xi 为其分量.

定义 13.20

称一个向量是 lp-稀疏的，如果它满足：

‖x‖p < R

其中 R 为给定正常数，0 < p ⩽ 1.

13.5 未来：从线性代数出发能望到多远

对于模或者其它具备某种线性操作的数学结构, 例如稍后要介绍的 Abel 范畴中
的对象, 复形及其上同调的研究是通称为同调代数的学科的经典内容; 这是本真
意义的 “线性代数” 的一个真子集, 也是本书核心.

——李文威《代数学方法》卷二：线性代数

到底什么是线性代数？想必大部分读者都看过那张线性代数九宫格. 当然，手抓饼也
可以是线性代数. 但是在此，为了使得我们的讨论不致过于冗长，准李文威老师的思路，我
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们以线性性作为基准，以此衡量何谓线性代数的发展. 一切事关线性性的探讨都可以被称
为线性代数，而我们在这里仅取一瓢之水，希望读者窥一斑可见全豹.

13.5.1 模作为线性空间的推广

当然，我们说线性性，很显然的问题就是，什么样的东西是一个足以保线性性的东西？
一个域上的线性空间，那当然可以. 它自身有 Abel 群结构，对于域的加法和数乘作用相容
——等等，为什么一定要是一个域呢？域中的除法，以及域的交换性，这些东西看起来对
线性性并没有多少意义. 如果你注意到了这一点，那么恭喜你，你已经能够写出模的定义
了：

定义 13.21

置 〈R : +, ·〉 为一环，〈M : +〉 为一 Abel 群. 称 M 为 R 上的左模，如果我们能给
它赋予一个映射 R×M →M ，以左乘记，满足以下条件：

• r(m1 +m2) = rm1 + rm2, ∀m1,m2 ∈M, r ∈ R

• (r1 + r2)m = r1m+ r2m, ∀m ∈M, r1, r2 ∈ R

• (r1r2)m = r1(r2m), ∀m ∈M, r1, r2 ∈ R

• 1Rm = m, ∀m ∈M

对称地，我们也可以定义右模. 事实上，右模无外乎反环 Rop 上的左模.

对于模理论，深究起来亦破费一番功夫. 这里，我们只提示一个在笔者看来非常有用
的性质：

定理 13.16 Freyd-Mitchel, 1964

任意小的 Abel 范畴都可以满、忠实且正合地嵌入到某个环 R 的左模范畴中去.

深入介绍这个定理会让这一节变得相当复杂，或许需要单开一本书来讲. 但是，单从
字面意义上讲，读者不难看出，这个意思就是，对 Abel 范畴的研究可以在某个环 R 的左
模范畴中完成，而事实上另有一个嵌入定理将另一个更广泛的结构嵌入到 Abel 范畴中：

定理 13.17 Quillen-Gabriel, 1972

任意一个小的 Quillen 正合范畴都可以被保正合地嵌入到 Abel 范畴中.

也就是说，R 的左模范畴可以成为研究一类更广泛的结构的样板，这是其在范畴论中
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不可或缺的意义之一. 至于模自身的理论，也不可谓不庞大，而且在代数几何等领域的现
代发展中发挥着重要的作用. 不过，为了让读者少听点天书，我们还是进入下一个主题吧.
如果读者有兴趣，自可参阅各种现代代数学发展相关的资料.

13.5.2 张量积：一个过渡性章节

张量积的构造其实无外乎线性映射的推广：

定义 13.22

置 V,W,Z 为线性空间，称 V ×W → Z 是双线性的（bilinear），如果它关于 V 和
关于 W 都是线性的.

定义 13.23

V 和 W 的张量积 V ⊗W 无外乎一种具备泛性质的双线性映射 φ，即满足对于任意
双线性映射 h，存在唯一线性映射 h̃ 使得下图交换：

V ×W V ⊗W

Z

φ

h
h̃

也就是说，h̃ ◦ φ = h.

当然，为了确立这个定义的正确性，我们要保证这个空间 V ⊗W 的唯一性. 事实上，
它就相当于积空间商掉一些部分：

R = span((v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w),

(v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2),

(sv, w)− s(v, w),

(v, sw)− s(v, w))

于是：

V ⊗W ∼= (V ×W )/R

不难验证这样给出的 V ⊗W 满足定义 13.23.
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13.5.3 从代数到单子：往程序设计范式前进

13.5.4 线性化：群表示的艺术

我们已经提及，线性性是一个非常好的性质. 对于一般的群，这种性质都是不可能存
在的. 但是，如何给一个非线性的结构赋予线性结构呢？我们先看一个事实.

引理 13.2

L(V ) 关于复合操作构成一个群.

这个结果的验证应该颇为简单. 随后，我们自然想到，如果研究一个群到这个群的群
同态，即那些保群乘法结构的映射，那么我们不久相当于把对群的研究线性化了吗？这样，
我们就有了以下定义：

定义 13.24

从群 G 到线性空间 V 上的表示（representation）意指一个从 G 到 L(V ) 的群同态.

通常地，我们会研究实表示和复表示，也就是把 V 取为 Rn(R) 和 Cn(C). 我们将表
示空间的维数称为表示的维数. 对表示论的研究很大程度上是对特征标的研究：

定义 13.25

考虑有限维表示 ρ : G → L(V )，V 是域 F 上的向量空间，表示 ρ 的特征标被定义
为：

χρ : G→ F

g 7→ tr ρ(g)

当然，对表示论的介绍也足以撑起一本巨著，在此，我们仅提示它在对群论研究中的
一些意义，罗列一些用这种方式能够轻松证明，而用通常方法无法证明的结果：

• Burnside 定理：所有 paqb 阶的群都是可解群. 这个结果就笔者所知尚未有不使用表
示论做出的证明，事实上，表示论给出的证明相当简短.

• Feit-Thompson 定理：所有奇数阶群都是可解群. 这个结果的证明非常厚，笔者没看
过，但是被其厚度震撼过.

• 有限单群分类定理，或称宏伟定理（the Grand theorem）. 这是上世纪到本世纪群论
最重要的结果之一，其主要部分证明就是应用了表示论引入的特征标理论.
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• Ore 猜想：有限非 Abel 单群中的任意元素都是换位子. 这个猜想提出于 1951 年，在
2010 年，Liebeck 等人应用李型单群的 Deligne-Lusztig 不可约特征标理论将其完全
攻克.

此外，表示论在许多物理学领域中发挥着关键性的作用. 一个典型的例子就是现代粒
子物理学，其主要工具之一就是李群的表示论. 在量子物理中，哈密顿量的对称群的表示
也能够引出多重态（multiplet）的概念，其中不可约的表示部分表征了系统的可能能级. 如
果对于这方面的研究感兴趣，笔者（作为一个不怎么懂物理的人）推荐参考 GTM267，B.
C. Hall 所著的《写给数学家的量子理论》（Quantum Theory for Mathematicians）第 17
章的内容.

这里我们另外指明很漂亮的一点，群的表示可以对应地用来建构多面体. 给定三维空
间中的一个基向量 v，对其应用某有限群中各个元素的矩阵表示，我们可以很自然地得出
一个多面体——通过这种方式，我们可以自然得到五种正多面体，它们是多面体点群的三
维表示生成的.

如果读者对多面体足够熟悉，那么很自然的一个发现是，我们也可以取三个向量和原
点出发构筑一个四面体，然后对这个四面体进行对称操作，即应用矩阵表示得到最终的结
果. 事实上，在正多面体的情形下，我们得到的就是一个面的顶点、棱心、面心和原点构成
的四面体. 因此，如果将其进行推广，取任意一个它的变形，都可以得到一个具备对应对
称性的多面体. 这种方式往往也是计算机中表示一个具备某种对称性的多面体的方法，它
的好处是可以利用群表示的方式节省所需的存储空间.

13.5.5 拓扑向量空间：从布尔巴基学派的遗产走出

13.5.6 仿射簇，以及代数几何的问题

附：本讲义未竟专题概览

参考资料

1. 维基百科：代数

2. 知乎：代数发展史

3.

内容总结

习题

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BB%A3%E6%95%B0
https://zhuanlan.zhihu.com/p/574858845
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如果我们想要预见数学的将来，适当的途径是研究这门科学的历史和现状.

——庞加莱

A 组

1.

B 组

1.

C 组

1.



14
多项式

穿过史海拾遗，从本章起，我们将从从另一个角度完成线性代数目标的最核心的部分，
即如何找到一组基使得线性变换（即出发空间和到达空间要一致，因此这一组基同时是出
发空间也是到达空间的基）在这组基下的矩阵越简单越好. 这个 “简单” 的含义简而言之就
是矩阵中的 “0” 的出现越多越好，其余元素也要尽可能简单、有规律. 深入讨论这一话题
需要厘清三个重要概念之间的关联，即线性变换、矩阵和多项式. 我们可以在此画一个三
角形，各边连线上的内容大家可以在阅读过程中自己补全，在讨论的最后我们也会给出一
个总结.

矩阵 多项式

线性变换

线性变换和矩阵的基本性质我们在之前的章节已经详细展开，因此我们的准备工作只
剩下对多项式的概念和性质作简要介绍了. 需要注意的是，本讲中对多项式的讨论仅限于
一元多项式，多元多项式、对称多项式相关的内容我们会放在未竟专题中.1

14.1 多项式的定义

实际上，我们在本书开头关于线性空间的讨论中就已经提到了域 F 上全体多项式的集
合 F[x] 构成一个线性空间，但那里我们并未给出多项式的严格定义. 事实上，在中学或者

1如果你的教材是《大学数学：代数与几何》，可以略过本讲，不影响你将要学习的部分，因此本讲中提到的教材都是指《线
性代数应该这样学》. 此外，本章内容已经超出《线性代数应该这样学》较多，如果只针对考试可以略过多出的部分.

353
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数学分析（微积分）中，我们通常将多项式理解为一个函数：

定义 14.1 数域上的多项式函数

设 F 是数域，对于函数 p : F→ F，若存在 a0, . . . , am ∈ F 使得对任意 x ∈ F 有

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m, (14.1)

则称函数 p 为系数在 F 中的多项式，其中 aix
i 称为第 i 次项，使得 ak 6= 0 成立的

最大整数称为多项式的次数，记为 deg p = k.

事实上，这一定义在 F 是数域这一条件下是没有问题的，因为这一定义能保证多项式
系数的唯一性，即两个多项式在 F 上每个点取值都相等时，它们的次数和对应次数项的系
数均相等，不会引起不必要的歧义：

定理 14.1

设 F 是数域，a0, . . . , am ∈ F，若对任意 x ∈ F 有 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m = 0，

则 a0 = · · · = am = 0.

证明

我们可以考虑逆否命题，即若并非所有系数都等于 0，则存在 x0 ∈ F使得 p(x0) 6= 0.
此时我们设系数不等于 0 的最高次数为 k，即 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ akx

k(ak 6= 0)，
我们取

x0 =
|a0|+ |a1|+ · · ·+ |ak−1|

|ak|
+ 1.

显然 x0 ⩾ 1，故对于 i = 0, 1, . . . , k − 1 均有 xi0 ⩽ xk−1
0 ，再结合复数的三角不等式

有

|a0 + a1x0 + · · ·+ ak−1x
k−1
0 | ⩽ (|a0|+ |a1|+ · · ·+ |ak−1|)xk−1

0 < |akxk0 |,

于是 a0 + a1x0 + · · ·+ ak−1x
k−1
0 6= −akxk0，即存在 x0 ∈ F 使得 p(x0) 6= 0. □

基于此我们可以得到多项式的系数必然唯一，否则两相等多项式之差为 0 却可以有非
零系数. 事实上我们也可以用其他方式理解这一结论，回顾数学分析中学习的幂级数，我
们知道任何一个函数都可以写成泰勒级数的形式，并且泰勒级数是内闭绝对一致收敛于原
函数的，并且泰勒展开式是唯一的，因此一个多项式函数的泰勒展开也是唯一的，即上面
的系数唯一.

在代数学中，我们应当考虑更一般的域，然而在一般的域上，上面的定理并不成立，因
此基于函数的定义是不够严谨的. 一个简单的例子，我们考虑两个有限域 Z2 上的按上述定
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义的多项式函数 p(x) = x2 + 1 和 q(x) = x+ 1，我们可以验证：

p(0) = 02 + 1 = 0 + 1 = q(0),

p(1) = 12 + 1 = 1 + 1 = q(1),

即 p(x) 和 q(x) 在自变量 x 的任何可能取值上都有相同的函数值，但这并不意味着 p 和
q 是同一个多项式——我们希望的多项式相等是指次数和对应次数项的系数都相等. 因此，
针对更一般的域，我们需要给出如下更严谨的定义：

定义 14.2 一般域上的一元多项式

设 F 是域，我们称 F 上的一元多项式 p(x) 是一个形如下式的表达式，即

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m, (14.2)

其中 a0, . . . , am ∈ F，m ∈ N，x /∈ F 是一个符号，我们称为不定元. 称 a0, . . . , am

为多项式 p(x) 的系数，更特殊的，称 a0 为多项式的常数项，aixi 称为第 i 次项.
对于非零多项式（即 p(x) 6= 0），我们称使得 ak 6= 0 成立的最大整数称为多项式的
次数，记为 deg p = k. 对于零多项式，其次数定义为 −∞. 称 ak 为多项式的首项系
数，若 ak = 1，即多项式首项系数为 1，则称这一多项式为首一多项式.

在以上定义中，x 不再是一个自变量，而仅仅是一个符号，于是多项式也只是一个形
式表达式，不再具有函数的意义，因此我们从定义上绕开了一般域上使用函数作为多项式
定义出现的问题. 此时我们应当直接对这一形式表达式做规定：如上形式定义的两个多项
式相等当且仅当它们的次数和对应次数项的系数都相等.

事实上如上定义的多项式还有一个好处，即我们这里不再将 x 视为取值于 F 的变量，
而只是一个符号，它不仅可以被 F 中的数代入，也可以由矩阵、映射等代入. 定义中所说
x ∈ F 含义为 x 这一符号不在 F 中，因为如果在 F 中则多项式直接会化简为一个数，但当
我们需要取值的时候 x 是可以由 F 中的数代入的. 还有一点需要说明的是，本讲以及后续
正式内容一般都只涉及一元多项式，因此在不引起歧义的情况下，我们简称一元多项式为
多项式. 对一元多项式 p(x)，有时候我们也简写为 p（特别是在涉及次数的地方）.

现在多项式的定义不再基于函数，因此多项式的加法和乘法也不能基于原先一般的多
项式函数加法和乘法，我们需要重新定义这种形式表达式的加法和乘法，当然是建立在以
往的定义之上的合理定义. 我们设

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m,

q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n,

我们定义多项式的加法和乘法如下：
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定义 14.3 多项式的加法、数乘和乘法

设 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m，q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n，q 则

1. 不妨设 m ⩽ n，则多项式的加法定义为

p(x)+ q(x) = (a0+ b0)+ (a1+ b1)x+ · · ·+(am+ bm)xm+ bm+1x
m+1 · · ·+ bnxn,

2. 多项式的数乘定义为

k · p(x) = ka0 + ka1x+ · · ·+ kamx
m,

其中 k ∈ F；

3. 多项式的乘法定义为

p(x)q(x) =
m+n∑
k=0

( ∑
i+j=k

aibj

)
xk

= a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ · · ·+

( ∑
i+j=k

aibj

)
xk + · · ·+ ambnx

m+n.

事实上这些定义是与一般多项式函数的运算统一的. 回顾第一讲中我们提到的代数结
构——环的概念，我们不难验证数域 F 上的全体多项式组成的集合 F[x] 关于一般的多项
式加法和乘法构成一个环（因此多项式加法、乘法满足结合律、交换律，且有分配律等），
这个环称为数域 F 上的一元多项式环. 具体的验证我们留作习题供读者练习. 同样的，我
们也可以验证如上定义的 F[x] 仍然构成域 F 上的线性空间，即数乘的相关性质也是满足
的.

引入多项式的运算后我们可以讨论多项式次数与运算之间的关系. 我们有如下非常基
本的公式，我们将不加证明地直接给出结论，因为的确非常显然：

定理 14.2

设 p(x), q(x) ∈ F[x]，则

1. deg(p+ q) ⩽ max{deg p, deg q}；

2. deg(kp) = deg p，其中 k ∈ F 且 k 6= 0；

3. deg(pq) = deg p+ deg q.

在完成了多项式及其基本运算的定义后，我们将对多项式的结构的进行深入研究，关
于多项式结构的核心定理是多项式的唯一分解定理，这也是我们本讲的一大目标，除此之
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外我们也会重点讨论在多项式实数域和复数域上特定的分解情况. 实际上，这些结论构成
了之后讨论的基础. 为了达到这一目标，我们需要首先讨论多项式的整除关系与带余除法
等基本概念.

14.2 整除与互素

我们首先定义多项式整除的概念：

定义 14.4

设 p(x), q(x) ∈ F[x]，若存在多项式 s(x) ∈ F[x] 使得 p(x) = s(x)q(x)，则称 q(x) 是
p(x) 的因式，或 q(x) 整除 p(x)，或 p(x) 能被 q(x) 整除，记为 q(x) | p(x)，否则称
q(x) 不能整除 p(x)，记为 q(x) ∤ p(x).

由定义可以知道，零多项式可以被任意多项式整除，即任意多项式都可以是零多项式
的因式，但零多项式不能作为任一非零多项式的因式.

除此之外，我们发现，多项式的整除和整数的整除是基本一致的，事实上此后的很多
概念（如带余除法、最大公因式、互素、唯一分解等）二者都有很大的相似性，我们将在
后文中进一步讨论这一现象，现在我们的理解可以是：二者实际上都在加法和乘法下构成
环，因此肯定有相似的性质. 但仅仅都是环还不能构成这么多的巧合，在证明了唯一分解
定理后我们会更进一步讨论. 下面我们回到正题，我们可以验证多项式的整除关系具有如
下性质：

定理 14.3

设 p(x), q(x), s(x) ∈ F[x]，0 6= k ∈ F 则有

1. p(x) | p(x)；

2. 若 p(x) | q(x) 且 q(x) | s(x)，则 p(x) | s(x)；

3. 若 p(x) | q(x)，则 kp(x) | q(x)，因此非零常数多项式 k 是任一多项式的因式；

4. 若 p(x) | q(x) 且 p(x) | s(x)，则对任意多项式 u(x), v(x) ∈ F[x] 有 p(x) |
u(x)q(x) + v(x)s(x).
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证明

1. 由定义，p(x) = p(x)s(x)，取 s(x) = 1 即可；

2. 由定义，q(x) = p(x)s1(x)，s(x) = q(x)s2(x)，则 s(x) = p(x)s1(x)s2(x)，符合
整除定义；

3. 由定义，q(x) = p(x)s(x)，则 q(x) = kp(x)(s(x)/k)，符合整除定义；

4. 由定义，q(x) = p(x)s1(x)，s(x) = p(x)s2(x)，则

u(x)q(x) + v(x)s(x) = p(x)(u(x)s1(x) + v(x)s2(x)),

符合整除定义.

□

下面这一定理将帮助我们引入相伴多项式的概念：

定理 14.4

设非零多项式 p(x), q(x) ∈ F[x]，且满足 p(x) | q(x) 和 q(x) | p(x)，则存在非零常数
k ∈ F 使得 p(x) = kq(x).

证明

根据定义设 p(x) = s(x)q(x)，q(x) = t(x)p(x)，则 p(x) = p(x)s(x)t(x). 故 deg p =

deg p+deg st，故 deg st = deg s+deg t = 0. 又由于 p, q 为非零多项式，故 s(x), t(x)

不能为 0，故次数只能均为 0，即为非零常数多项式，因此 p(x) 和 q(x) 只相差一个
非零常数. □

事实上，如果两个多项式只差非零常数倍则显然可以互相整除，因此上面的定理实际
上是充要条件. 基于这一定理我们给出如下定义：

定义 14.5

设非零多项式 p(x), q(x) ∈ F[x]，若 p(x) | q(x) 且 q(x) | p(x)，即它们可以互相整除，
则称 p(x) 与 q(x) 相伴，记为 p(x) ∼ q(x).

根据上面的定理我们也可以知道，两个多项式相伴当且仅当它们相差一个非零常数倍.
或许读到这里有的同学会产生一些疑惑，因为整除的定义和整数可以产生关联，但整数中
我们并没有听说过相伴这一概念. 事实上，我们可以尝试进行概念的迁移：如果两个整数
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可以互相整除那么称它们相伴. 但你会发现可以互相整除的两个整数实际上要么就是同一
个数要么是相反数，它们之间差常数 ±1 倍. 回想 ±1 在整数中的地位：它们是仅有的两
个可以找到乘法逆元的整数！再回想非零常数多项式 k 在 F[x] 中的地位：它们也是仅有
的可以找到乘法逆元的多项式（零多项式和次数大于等于 1 的根据定理 14.2（3）可以快
速验证它们不可能有逆元）！由此，整数的相伴和多项式的相伴，甚至所有一般的环的相伴
定义可以统一起来：环中两个相差可逆元作为倍数的元素就是相伴的. 这里我们利用整数
和多项式都构成环结构解释了相伴定义的关联，这也是我们在前文中提到的整数和多项式
的相似性的一个体现.

事实上，很多时候一个多项式并不能整除另一个多项式，因此我们需要引入多项式的
带余除法，这与整数的带余除法也是类似的：

定理 14.5

设 p(x), s(x) ∈ F[x] 且 s(x) 6= 0，则存在唯一的多项式 q(x), r(x) ∈ F[x]，使得
p(x) = s(x)q(x) + r(x)，且 deg r < deg s.

证明

设 deg p = n, deg s = m. 若 n < m，则取 q = 0, r = p 即可. 若 n ⩾ m，我们有如下
向量组：

1, x, · · · , xm−1, s(x), xs(x), · · · , xn−ms(x),

它们在 Fn+1[x] 中是线性无关的，这一点很容易验证，因为每个多项式次数都不同.
并且向量组的长度为 n+1 = dimFn+1[x]，因此构成 Fn+1[x] 的一组基. 因此有 p(x)

在这一组基下的坐标表示，即存在唯一的 a0, a1, · · · , am−1, b0, b1, · · · , bn−m ∈ F使得

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ am−1x
m−1 + b0s(x) + b1xs(x) + · · ·+ bn−mx

n−ms(x)

= [a0 + a1x+ · · ·+ am−1x
m−1] + [s(x)(b0 + b1x+ · · ·+ bn−mx

n−m)].

取 q(x) = b0+ b1x+ · · ·+ bn−mx
n−m，r(x) = a0+a1x+ · · ·+am−1x

m−1 即可满足定
理要求. 唯一性直接根据 a0, a1, · · · , am−1, b0, b1, · · · , bn−m 的唯一性就可以得到. □

上述证明利用了线性空间的性质，事实上我们还有基于线性映射的证明思路，也有完
全代数的证明角度，我们放在习题中供读者练习. 根据带余除法，我们知道的非零多项式
s(x) 整除 p(x) 当且仅当 s(x) 除 p(x) 后余数为 0. 事实上这一定理的结论是非常重要的，
我们解决很多问题都是基于这一定理，例如：
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例 14.1

设 g(x) = ax + b, a, b ∈ F, a 6= 0, f(x) ∈ F[x]，证明：g(x) 是 f2(x) 的因式的充
要条件是 g(x) 是 f(x) 的因式.

证明

1. 充分性：若 g(x) 是 f(x) 的因式，根据定义存在 q(x) ∈ F[x] 使得 f(x) =

g(x)q(x)，则 f2(x) = g(x)q(x)f(x)，故 g(x) 是 f2(x) 的因式.

2. 必要性：使用反证法，若 g(x) 不是 f(x) 的因式，则根据带余除法可知存在唯
一的 q(x), r(x)(r(x) 6= 0) ∈ F[x] 使得 f(x) = g(x)q(x) + r(x)，且 deg r <
deg g = 1，故 deg r = 0，即 r(x) 是一个常数多项式，记为 c，则 f2(x) =

g2(x)q2(x) + 2cg(x)q(x)r(x) + c2，故 g(x) 不可能是 f2(x) 的因式，与假设矛
盾. 故 g(x) 是 f(x) 的因式.

□

关于带余除法的具体计算方法我们此处不具体展开，因为与我们在小学中学习的整数
竖式除法是基本一致的. 接下来我们利用已经定义的整除、因式、带余除法等概念进一步
引进公因式、公倍式、最大公因式和最小公倍式等概念：

定义 14.6

设 p(x), q(x), d(x) ∈ F[x]，若 d(x) | p(x)且 d(x) | q(x)，则称 d(x)是 p(x)和 q(x)的
一个公因式. 若 p(x) 和 q(x) 的公因式 d(x) 满足对 p(x) 和 q(x) 的任一公因式 d′(x)

都有 d′(x) | d(x)，则称 d(x) 是 p(x) 和 q(x) 的一个最大公因式（greatest common
divisor, 简称 gcd），通常记为 (p(x), q(x)) = d(x).
类似地，若 p(x) | l(x) 且 q(x) | l(x)，则称 l(x) 是 p(x) 和 q(x) 的一个公倍式. 若
p(x) 和 q(x) 的公倍式 l(x) 满足对 p(x) 和 q(x) 的任一公倍式 l′(x) 都有 l(x) | l′(x)，
则称 l(x) 是 p(x) 和 q(x) 的一个最小公倍式（least common multiple, 简称 lcm），
通常记为 [p(x), q(x)] = l(x).

故我们可以看出，当 p 和 q 不为 0 时，最大公因式即为次数最大的公因式. 相应的，
最小公倍式即为次数最小的公倍式. 下面的问题是，我们如何求解最大公因式和最小公倍
式呢？事实上类似于整数中的辗转相除法（或称欧几里得算法），对于多项式我们有如下结
论：
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定理 14.6

设 p(x), q(x) ∈ F[x]，则它们的最大公因式 d(x) 必存在，且存在 u(x), v(x) ∈ F[x] 使
得

d(x) = u(x)p(x) + v(x)q(x). (14.3)

证明与欧几里得算法的构造是类似的，读者可以通过这一证明回顾初等数论的知识：

证明

若 p(x) = 0，显然有 d(x) = q(x)，此时取 u(x) = 0, v(x) = 1 即可. 若 q(x) = 0，显
然有 d(x) = p(x)，此时取 u(x) = 1, v(x) = 0 即可. 若 p(x), q(x) 均不为零，我们可
以利用带余除法得到如下等式：

p(x) = q(x)s1(x) + r1(x),

q(x) = r1(x)s2(x) + r2(x),

r1(x) = r2(x)s3(x) + r3(x),

· · ·

rn−2(x) = rn−1(x)sn(x) + rn(x),

· · ·

即我们把每一次的除式作为下一次运算的被除式，余式作为下一次运算的除式. 由
于余式的次数是严格递减的，因此经过有限步后必有一个等式的余式为 0. 不妨设
rn+1(x) = 0，则有

rn−1(x) = rn(x)sn+1(x).

现在我们要证明 rn(x) 就是 p(x) 和 q(x) 的最大公因式. 由上式知 rn(x) | rn−1(x)，
继续由 rn−2(x) = rn−1(x)sn(x) + rn(x) 可知 rn(x) | rn−2(x)，不断回推可知 rn(x) |
q(x) 且 rn(x) | p(x)，即 rn(x) 是 p(x) 和 q(x) 的一个公因式. 又设 r′(x) 也是
p(x) 和 q(x) 的一个公因式，由 p(x) = q(x)s1(x) + r1(x) 可知 r′(x) | p(x)，由
q(x) = r1(x)s2(x) + r2(x) 可知 r′(x) | q(x)，因此 r′(x) | r1(x)，同理 r′(x) | r2(x)，
不断下推可知 r′(x) | rn(x)，因此 rn(x) 是 p(x) 和 q(x) 的最大公因式，因此最大公
因式一定存在，并且我们也找到了算法进行求解.
进一步证明式 14.3 成立，我们可以利用 rn−2(x) = rn−1(x)sn(x) + rn(x)，得到

rn(x) = rn−2(x)− rn−1(x)sn(x),

进一步根据 rn−3(x) = rn−2(x)sn−1(x) + rn−1(x) 解出 rn−1(x)，代入上式得到

rn(x) = rn−2(x)(1 + sn−1(x)sn(x))− rn−3(x)sn(x),
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用类似的方法不断回推，最终得到

rn(x) = u(x)p(x) + v(x)q(x),

显然 u(x), v(x) ∈ F[x]. □

我们可以具体操作一个例子来理解上述证明过程：

例 14.2

设 p(x) = x4−x3−x2+2x−1，q(x) = x3−2x+1，求 (p(x), q(x))，以及 u(x), v(x)

使得 (p(x), q(x)) = u(x)p(x) + v(x)q(x).

解

我们可以利用带余除法进行计算：

p(x) = q(x)(x− 1) + x2 − x = q(x)s1(x) + r1(x),

q(x) = r1(x)(x+ 1)− x+ 1 = r1(x)s2(x) + r2(x),

r1(x) = r2(x)(−x) = r2(x)s3(x),

因此最大公因式 (p(x), q(x)) = r2(x) = −x+ 1. 接下来开始回推，我们有

r2(x) = q(x)− r1(x)s2(x)

= q(x)− (p(x)− q(x)s1(x))s2(x)

= p(x)(−s2(x)) + q(x)(1 + s1(x)s2(x)),

所以 u(x) = −s2(x) = −x− 1，v(x) = 1 + s1(x)s2(x) = x2.

需要说明的一点是，最大公因式并不是唯一的. 例如上例中我们可以验证 x− 1, 2x− 2

等都是 p(x) 和 q(x) 的最大公因式. 事实上，如果我们从定义出发，设 d1(x) 和 d2(x) 都
是 p(x) 和 q(x) 的最大公因式，则有 d1(x) | d2(x) 且 d2(x) | d1(x)，因此 d1(x) 和 d2(x)

相伴，即存在非零常数 k ∈ F 使得 d1(x) = kd2(x)，因此最大公因式并不是唯一的，与最
大公因式相伴的多项式都是最大公因式. 这与整数是类似的，例如 3 和 −3 都是 6 和 9 的
最大公因式. 因此，为了讨论的方便，自此我们规定最大公因式是满足条件的首一多项式，
那么最大公因式就是唯一的，于是上例中的最大公因式应当写为 x− 1.

进一步地，我们可以类似定义多个多项式的最大公因式的概念，并且显然的一点是，多
个多项式的最大公因式也是存在的，并且有如下结论：
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定理 14.7

设 p1(x), p2(x), · · · , pn(x) ∈ F[x]，则它们的最大公因式 d(x) 必存在，且有：

1. ((p1(x), p2(x)), p3(x), · · · , pn(x)) = (p1(x), p2(x), · · · , pn(x))，并且最大公因式
显然与多项式排列顺序无关，因此我们可以先求其中任意两个多项式的最大公
因式，然后把问题转化为求解 n− 1 个多项式的最大公因式的问题，不断重复
这一过程直到求出所有多项式的最大公因式；

2. 存在 u1(x), u2(x), · · · , un(x) ∈ F[x] 使得

d(x) = u1(x)p1(x) + u2(x)p2(x) + · · ·+ un(x)pn(x).

接下来我们讨论最小公倍式的计算. 为了我们讨论的方便，我们需要先研究一个很常
见的概念及其性质. 很多时候我们更重视 p(x), q(x) 最大公因式为 1 的情况，此时最小公
倍式只能是两个多项式的乘积：

定义 14.7

设 p(x), q(x) ∈ F[x]，若 (p(x), q(x)) = 1，则称 p(x) 和 q(x) 互素.

根据定理 14.6 我们很自然地得到一个多项式互素的充要条件：

定理 14.8

设 (x), q(x) ∈ F[x]，则 p(x) 和 q(x) 互素的充要条件是存在 u(x), v(x) ∈ F[x] 使得

u(x)p(x) + v(x)q(x) = 1.

这一定理称之为裴蜀定理，事实上在数论中也有相对应的结论，证明是非常自然的. 习
题中我们会给出另一种基于线性映射的证明思路供读者练习，这里我们延续数论的思路给
出证明：

证明

1. 必要性：若 (p(x), q(x)) = 1，由定理 14.6 知存在 u(x), v(x) ∈ F[x] 使得
u(x)p(x) + v(x)q(x) = 1.

2. 充分性：若 u(x)p(x)+v(x)q(x) = 1，设 d(x) = (p(x), q(x))，则 d(x) | u(x)p(x)+
v(x)q(x)，即 d(x) | 1，故 d(x) 是一个首一常数多项式，即 d(x) = 1，故 p(x)

和 q(x) 互素.
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□

关于互素我们有如下基本性质，在将来的讨论中都可能用到，因此在此列举. 为了内
容的严谨与完整性还是给出了证明，读者如果觉得结论很显然（比如通过类比整数）可以
适当略过证明.

定理 14.9

设 p(x), q(x), s(x), d(x) ∈ F[x]，则有

1. 若 p(x) | s(x)，q(x) | s(x) 且 (p(x), q(x)) = 1，则 p(x)q(x) | s(x)；

2. 若 (p(x), q(x)) = 1，且 p(x) | q(x)s(x)，则 p(x) | s(x)；

3. 若 (p(x), q(x)) = d(x)，设 p = p1(x)d(x), q(x) = q1(x)d(x)，则 (p1(x), q1(x)) =

1；

4. 若 (p(x), q(x)) = d(x)，则 (s(x)p(x), s(x)q(x)) = s(x)d(x)；

5. 若 (p(x), q(x)) = 1，(p(x), s(x)) = 1，则 (p(x), q(x)s(x)) = 1.

证明

需要说明的是，在证明过程中我们多次用到式 14.3 以及裴蜀定理，这是很常见的技
巧.

1. 由于 (p(x), q(x)) = 1，故存在 u(x), v(x) ∈ F[x] 使得 u(x)p(x) + v(x)q(x) = 1，
设 s(x) = p(x)s1(x), s(x) = q(x)s2(x)，则

s(x) = s(x)u(x)p(x) + s(x)v(x)q(x)

= q(x)s2(x)u(x)p(x) + p(x)s1(x)v(x)q(x)

= p(x)q(x)(s2(x)u(x) + s1(x)v(x)),

故 p(x)q(x) | s(x)；

2. 由于 (p(x), q(x)) = 1，故存在 u(x), v(x) ∈ F[x] 使得 u(x)p(x) + v(x)q(x) = 1，
故

u(x)p(x)s(x) + v(x)q(x)s(x) = s(x),

故上式左端可以被 p(x)整除（不要忘记 p(x) | q(x)s(x)），故右端有 p(x) | s(x)；

3. 由于 (p(x), q(x)) = d(x)，故存在 u(x), v(x) ∈ F[x] 使得 u(x)p(x)+ v(x)q(x) =

d(x)，两边同除以 d(x) 得 u(x)p1(x) + v(x)q1(x) = 1，故 (p1(x), q1(x)) = 1；
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4. 首先 s(x)d(x) 显然是 s(x)p(x) 和 s(x)q(x) 的公因式，下证是最大公因式. 根
据假设知存在 u(x), v(x) ∈ F[x] 使得 u(x)p(x) + v(x)q(x) = d(x)，则

s(x)u(x)p(x) + s(x)v(x)q(x) = s(x)d(x),

因此若 t(x) ∈ F[x] 满足 t(x) | s(x)p(x) 且 t(x) | s(x)q(x)，则 t(x) | s(x)d(x)，
故 s(x)d(x) 是 s(x)p(x) 和 s(x)q(x) 的最大公因式；

5. 由于 (p(x), q(x)) = 1，(p(x), s(x)) = 1，故存在 u(x), v(x), u′(x), v′(x) ∈ F[x]
使得 u(x)p(x) + v(x)q(x) = 1，u′(x)p(x) + v′(x)s(x) = 1，两式相乘有

p(x)(u(x)u′(x)p(x)+u(x)v′(x)s(x)+v(x)u′(x)q(x))+(q(x)s(x))(v(x)v′(x)) = 1,

故 (p(x), q(x)s(x)) = 1.

□

基于互素的定义与性质，我们可以得到计算两个多项式最小公倍式的方法. 类似于最
大公因式的讨论，我们知道最小公倍式如果存在也是不唯一的，与最小公倍式相伴的多项
式也是最小公倍式. 因此从现在起我们规定最小公倍式和最大公因式一样，必须是首一多
项式，从而保证其唯一性. 在这一规定下我们有如下结论：

定理 14.10

设非零多项式 p(x), q(x) ∈ F[x]，则

p(x)q(x) = (p(x), q(x))[p(x)q(x)]. (14.4)

证明

设 (p(x), q(x)) = d(x)，p(x) = p1(x)d(x), q(x) = q1(x)d(x)，则由定理 14.9（3）知
(p1(x), q1(x)) = 1. 首先我们观察到 p1(x)d(x)q1(x) 一定是 p(x)q(x) 的公倍式，不妨
设它的首项系数 c 6= 0，接下来的目标是证明 p1(x)d(x)q1(x)/c 是 p(x)q(x) 的最小
公倍式.
又设 l(x) 是 p(x)q(x) 的一个公倍式，不妨设 l(x) = p(x)u(x) = q(x)v(x)，则
p1(x)d(x)u(x) = q1(x)d(x)v(x)，消去 d(x) 有

p1(x)u(x) = q1(x)v(x),

由于 (p1(x), q1(x)) = 1，由定理 14.9（2）知 p1(x) | v(x)，q1(x) | u(x)，因此存在
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u′(x) ∈ F[x] 使得 u(x) = u′(x)q1(x)，故

l(x) = p(x)u(x) = p1(x)d(x)u
′(x)q1(x),

故 p1(x)d(x)q1(x)/c | l(x)，并且是首一多项式，故是 p(x)q(x) 的最小公倍式. □

这一定理证明了最小公倍式的存在性，并且式 14.4也给出了基于最大公因式的最小公
倍式的计算方法. 事实上，多个多项式的最小公倍式也可以有类似于多个多项式最大公因
式的推广，此处不再赘述.

在本节的最后，我们证明一个在数论、密码学等领域应用非常广泛的定理：中国剩余
定理. 这是中国古代求解一次线性同余方程组的方法. 一元线性同余方程组问题最早可见
于中国南北朝时期（公元 5 世纪）的数学著作《孙子算经》卷下第二十六题，叫做 “物不
知数” 问题，在一些故事背景下也称 “韩信点兵” 问题，原文如下：

今有物不知其数，三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩二. 问物几
何？

即，一个整数除以三余二，除以五余三，除以七余二，求这个整数. 《孙子算经》中首次提
到了同余方程组问题，以及以上具体问题的解法，因此在中文数学文献中也会将中国剩余
定理称为孙子定理. 这里将要介绍的版本是多项式版本，事实上回忆整数和多项式都构成
环这一代数结构，读者一定能想到无论是整数还是多项式版本实际上都是环上中国剩余定
理的特例. 中国剩余定理的多项式版本如下：

定理 14.11 中国剩余定理

设 q1(x), q2(x), · · · , qn(x) ∈ F[x] 两两互素，即 (qi(x), qj(x)) = 1, ∀i, j ∈
{1, 2, · · · , n}，则对任意的 r1(x), r2(x), · · · , rn(x) ∈ F[x]，方程组

p(x) ≡ r1(x) (mod q1(x)),

p(x) ≡ r2(x) (mod q2(x)),

· · ·

p(x) ≡ rn(x) (mod qn(x)),

(14.5)

模 Q(x) =
n∏

i=1

qk(x) 有唯一解.
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证明

首先证明解的存在性，我们需要构造出这个解. 事实上，如果我们能证明存在多项式
pk(x) 使得对任意的 k 都有

pk(x) ≡ 1 (mod qk(x)),

且对任意的 j 6= k 都有
pk(x) ≡ 0 (mod qj(x)),

则 p(x) =
n∑

k=1

rk(x)pk(x) 就是一个解. 现构造 pk(x). 因为 qk(x) 两两互素，故存在

uj(x), vj(x) ∈ F[x] 使得

uj(x)qk(x) + vj(x)qj(x) = 1,

其中 j 6= k，故令

pk(x) = v1(x)q1(x) · · · vk−1(x)qk−1(x)qk(x)vk+1(x)qk+1(x) · · · vn(x)qn(x)

= (1− u1(x)qk(x)) · · · (1− uk−1(x)qk(x))(1− uk+1(x)qk(x)) · · · (1− un(x)qk(x)),

显然 pk(x) 符合要求，因此我们构造出了这组方程的解为 p(x) =
n∑

k=1

rk(x)pk(x).

最后我们说明解在模 Q(x) =
n∏

i=1

qk(x) 下的唯一性. 设 p1(x), p2(x) 都是式 14.5 的

解，于是
p1(x) ≡ p2(x) (mod qk(x)), k = 1, 2, · · · , n,

即 p1(x)−p2(x)必然是每个 qk(x)的倍式，又由于 qk(x)两两互素，故 p1(x)−p2(x)
是 Q(x) 的倍式，即 p1(x) ≡ p2(x) (mod Q(x))，故解唯一. □

14.3 多项式的因式分解

本节我们将基于前面的讨论证明多项式的唯一分解定理. 事实上，这里的分解与我们
在中学阶段学习的因式分解是一致的，即我们希望将多项式分解为不可再分的多项式的乘
积，但事实上中学阶段并未给出严格的因式分解中一个多项式 “不可再分” 的概念. 接下来
我们将严格地给出定义：
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定义 14.8

设 p(x) ∈ F[x] 是非常数多项式，若 p(x) 可以分解为两个次数小于 p(x) 次数的多项
式的乘积，则称 p(x) 是域 F 上的可约多项式，否则称 p(x) 是域 F 上的不可约多项
式.

不难发现，在定义中我们始终强调多项式的可约和不可约是相对于域 F的，例如，x2+1

在实数域上是不可约的，但在复数域上是可约的，x2 − 2 在实数域上是可约的，但在有理
数域上是不可约的. 此外，根据定义，一次多项式无论在哪个数域上都是不可约多项式，因
为我们要求分解得到的多项式次数严格小于原先的多项式.

不难发现，不可约多项式可以类比于整数中的素数. 素数我们定义为有不等于 ±1 和
它自身（以及自身相反数）的整数，也就是说素数如果要分解成两数的乘积，必为整数环
中的可逆元（±1）与其相伴多项式（自身或相反数）的乘积，这与不可约多项式是一致的，
因为不可约多项式不能分解为次数更低的多项式的乘积，因此只能分解为常数（多项式环
中的可逆元）和相伴多项式的乘积. 关于不可约多项式与素数性质的相似性，还有下面一
个常用的结论：

定理 14.12

设 p(x) 是域 F 上的不可约多项式，

1. 对于任意多项式 q(x) ∈ F[x]，或者 p(x) | q(x)，或者 (p(x), q(x)) = 1；

2. 设 q(x), s(x) ∈ F[x]，且 p(x) | q(x)s(x)，则或者 p(x) | q(x)，或者 p(x) | s(x).

证明

1. 设 (p(x), q(x)) = d(x)，因为 p(x) 不可约，故 p(x) 的因式只能是非零常数多项
式或相伴多项 cf(x)(c 6= 0)，故 d(x) = 1 或 d(x) = cf(x)（首一多项式）.

2. 否定一边证另一边. 假设 p(x) ∤ q(x)，由（1）可知 (p(x), q(x)) = 1，故由定
理 14.9（2）知 p(x) | s(x).

□

第二个结论可以很轻松地推广到多个多项式相乘的情形，我们陈述定理而不再赘述证
明：
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推论 14.1

设 p(x) 是域 F 上的不可约多项式且 p(x) | q1(x)q2(x) · · · qn(x)，则 p(x) 必可整除其
中某个 qi(x).

在做了如上准备后，我们便可以开始陈述并证明本讲的核心定理之一——多项式的唯
一分解定理：

定理 14.13 多项式的唯一分解定理

设 p(x) ∈ F[x] 是非常数多项式，则

1. p(x) 可以分解为不可约多项式的乘积；

2. 若有
p(x) = q1(x)q2(x) · · · qm(x) = s1(x)s2(x) · · · sn(x), (14.6)

为 p(x)的两个不可约分解，即所有的 qi(x), sj(x)都是不可约多项式，则m = n，
且经过适当调换顺序后有 qi(x) ∼ si(x), i = 1, 2, · · · , n.

定理的第一条表明不可约分解是存在的，第二条表明分解在不计不可约多项式次序以
及相伴的意义下唯一. 下面我们给出定理的证明：

证明

1. 对 p(x) 的次数进行归纳. 若 deg p = 1，结论显然成立. 设次数小于 n 的
多项式都有不可约分解，考虑 deg p = n 的情况，首先若 p(x) 是不可约多项
式，则结论自然成立. 若 p(x) 是可约多项式，则存在 q(x), s(x) ∈ F[x] 使得
p(x) = q(x)s(x)，且 deg q(x), deg s(x) < deg p(x)，由归纳法知 q(x), s(x) 可以
分解为不可约多项式的乘积，故 p(x) 也可以分解为不可约多项式的乘积.

2. 对式 14.6 中不可约多项式的个数 n 进行归纳，若 n = 1，说明 p(x) 是不可约
多项式，因此 q1(x) = s1(x) = p(x). 设不可约多项式的个数小于 n 的多项式都
满足结论，由两个分解式知 s1(x) | q1(x)q2(x) · · · qm(x)，由推论 14.1 知 s1(x)

必可整除其中某个 qi(x)，不妨设 s1(x) | q1(x). 但是 s1(x) 和 q1(x) 都是不可
约多项式，故 s1(x) ∼ q1(x)，即有

s1(x) = cq1(x),

其中 c 是非零常数. 将上式代入式 14.6 并消去 p1(x) 得

q2(x) · · · qm(x) = c2s2(x) · · · sn(x),
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由归纳法知 m = n 且经过适当调换顺序后有 qi(x) ∼ si(x), i = 2, · · · , n. 并
且前面的证明也有 q1(x) ∼ s1(x)，故对于 n 个不可约多项式的情况定理成立.

□

事实上我们知道，对于整数我们可以有唯一分解为素数乘积的定理. 并且我们知道整
数环和多项式环都是整环（没有零因子且交换），具有这样性质的环我们称之为唯一分解
整环. 接下来回忆我们为了证明这一定理做的准备，我们直接需要不可约以及互素的概念，
为了定义互素，我们根源上是从带余除法出发，使用欧几里得算法得到最大公因式，然后
才有最大公因式为 1 的两个多项式互素的概念. 事实上，能定义类似于带余除法运算的整
环我们称之为欧几里得整环，而整数环和多项式环都可以定义带余除法，因此都是欧几里
得整环.

事实上，在抽象代数中我们可以证明，所有的欧几里得整环都是唯一分解整环，因此
事实上能定义带余除法的整环我们都可以走一遍前面的所有推导流程，定义最大公因元素，
定义互素和不可约的概念，推导出唯一分解定理. 因此我们一开始发现的整数和多项式的
诸多类似之处实际上来源于欧几里得整环性质的统一性，这也印证了我们在本书开头所说
的研究代数结构的一大意义：我们找到了一个统一的模型，将一系列孤立的结构转化为了
对一个更广泛的结构的研究.

言归正传，我们知道这样的分解在相伴意义下唯一，如果我们希望分解式都有统一的
标准，则我们要求提取首项系数，并且每个不可约多项式都是首一的，就可以得到唯一的
“标准分解式”

p(x) = c(q1(x))
α1(q2(x))

α2 · · · (qm(x))αm ,

其中 c 6= 0，αi 是正整数，qi(x) 是不可约多项式. 若 αi > 1，则称 qi(x) 是 p(x) 的重因
式，否则称单因式. 例如 2x3 − 2x2 − 2x+2 可以有不可约分解式 (

√
2x−

√
2)2(x+1)，但

它的标准分解式应当为 2(x− 1)2(x+ 1)，其中 x− 1 是重因式，x+ 1 是单因式.

例 14.3

设 p(x), q(x) ∈ F[x]，在它们的标准分解式中适当添加零次项，故不妨设它们有如下
分解式：

p(x) = c1s1(x)
α1s2(x)

α2 · · · sn(x)αn ,

q(x) = c2s1(x)
β1s2(x)

β2 · · · sn(x)βn ,

其中 c1, c2 6= 0，αi, βi ⩾ 0，si(x) 是不可约多项式. 不难证明，则 p(x) 和 q(x) 的最
大公因式为

gcd(p(x), q(x)) = s1(x)
min{α1,β1}s2(x)

min{α2,β2} · · · sn(x)min{αn,βn},
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最小公倍式为

lcm(p(x), q(x)) = s1(x)
max{α1,β1}s2(x)

max{α2,β2} · · · sn(x)max{αn,βn}.

关于重因式，我们希望能找到快速的方法进行判别，因为最直接的方法是分解多项式，
但对多项式进行不可约分解是一件运算起来很费时间的事情. 但幸运的是，我们有一种方
法使得我们可以避开不可约分解直接判别多项式是否有重因式，为了介绍这一方法，我们
先引入形式导数的概念.

定义 14.9

设 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ F[x]，则 p(x) 的形式导数定义为

p′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1.

实际上这与原先将多项式视为函数时的求导是一致的，只是现在多项式不再是函数，
因此需要重新定义形式上的导数. 我们不难验证形式导数有数学分析中定义的导数的相同
的基本性质，此处不再赘述. 有了形式导数的概念，我们可以得到如下结论：

定理 14.14

设 p(x) ∈ F[x]，则 p(x) 没有重因式的充要条件为 (p(x), p′(x)) = 1.

证明

1. 充分性：我们使用反证法. 假设不可约多项式 q(x) 是 p(x) 的 m(m > 1) 重因
式，则 p(x) = q(x)ms(x)，故

p′(x) = mq(x)m−1q′(x)s(x) + q(x)ms′(x),

故 p(x) 与 p′(x) 有 q(x)m−1(m > 1) 为公因式，故 (p(x), p′(x)) 6= 1.

2. 必要性：若 f(x) 无重因式，不可约多项式 q(x) 是 p(x) 的任一单因式，设
p(x) = q(x)s(x)，则 q(x) 不能整除 s(x)，于是

p′(x) = q′(x)s(x) + q(x)s′(x),

若 q(x) 是 p′(x) 的因式，则 q(x) | q′(x)s(x)，由于 q(x) 是不可约多项式，且
q(x) 不能整除 s(x)，由定理 14.12（2）可知 q(x) | q′(x)，由于 q(x) 是不可约
多项式，故 deg q > 0，故 q′ 不是零多项式，且 deg q′ < deg q，这显然违背整
除关系，故 q(x) 不是 p′(x) 的因式，即 p(x) 的任一单因子都不是 p′(x) 的因
式，由定理 14.9（5）可知，(p(x), p′(x)) = (q1(x) · · · qn(x), p′(x)) = 1.
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□

实际上，这一定理给出的判定重因式的方法是非常高效的，因为关键步骤就是使用欧
几里得算法计算多项式和它形式导数的最大公因式，而欧几里得算法运行是很快的，相较
于复杂的多项式分解算法有相当大的优势. 进一步的，当 p(x) 有重因式时，我们可以通过
(p(x), p′(x)) 消去其重因式，即如下定理：

定理 14.15

设 d(x) = (p(x), p′(x))，则 p(x)/d(x) 没有重因式，且这个多项式的不可约因式与
p(x) 的不可约因式仍然相同（不计重数）.

这一定理的证明只需要显式地写出 p(x) 的标准分解式然后求出 p(x)/d(x) 即可，非常
直接，因此留作习题供读者练习.

14.4 复数域上的多项式函数

在证明了唯一分解定理之后，关于一般域上的多项式结构的讨论就基本结束了. 在后
续章节中，我们通常假定线性空间定义在常见的数域上（如复数域、实数域、有理数域），
因此接下来我们转向定义 14.1 中定义的多项式函数，讨论在一般数域上多项式函数的分
解. 实际上，求解方程 p(x) = 0 在其中起到关键的作用，因此我们首先讨论多项式函数的
零点：

定义 14.10

设 p(x) ∈ F[x]，则 p(x) 的零点（或称为根）是指方程 p(x) = 0 的解.

回顾定理 14.5的证明，我们发现带余除法的合理性与多项式函数或是形式表达式的定
义方式无关（事实上此后的各类定义和性质都是可以完全平移的，因为形式表达式的定义
只是通过定义绕开了一般域上会出现的不合理的情况，但其上的各种运算都保持了多项式
函数的性质），因此我们仍然可以根据这一定理得到如下结论：

定理 14.16

设 p(x) ∈ F[x].

1. 若 λ ∈ F，则 p(λ) = 0 当且仅当存在多项式 q ∈ F[x] 使得 p(x) = (x− λ)q(x)；

2. 若 p(x) 是 m (m ⩾ 0) 次多项式，则 p(x) 在 F 上最多有 m 个互不相等的零
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点；

3. 若 p(x) 是不可约多项式且 deg p ⩾ 2，则 p(x) 在 F 上没有零点.

证明

1. 我们分别从两个方向给出证明：

(1) 充分性：这一方向比较显然，若存在多项式 q ∈ F[x] 使得 p(x) = (x −
λ)q(x)，将 λ 代入得 p(λ) = 0.

(2) 必要性：使用带余除法，我们有 p(x) = (x−λ)q(x)+r，其中 deg r < deg(x−
λ) = 1，故 r 是常数多项式，代入 x = λ 得 r = 0，故 p(x) = (x− λ)q(x).

2. 反证法，假设 p(x) 有 m+1 个互不相等的零点 λ1, λ2, · · · , λm+1，则由（1）知
p(x) = (x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λm+1)q(x)，但 deg p = m，但等式右侧多项式
次数大于 m，矛盾.

3. 反证法，假设 p(x) 有零点 λ，则由（1）知 p(x) = (x− λ)q(x)，但 p(x) 是不
可约多项式，不能分解为两个次数更低的多项式的乘积，矛盾.

□

根据以上定理，我们可以仿照标准因式分解中重因式的概念，给出多项式函数重根的
定义：

定义 14.11

设 p(x) ∈ F[x]，λ ∈ F，若存在 k ⩾ 1 使得 (x− λ)k | p(x)，但 (x− λ)k+1 ∤ p(x)，则
称 λ 是 p(x) 的一个 k 重根. 若 k = 1，则称 λ 是 p(x) 的一个单根.

事实上，当我们看到定理 14.16（2）时很容易想到著名的代数学基本定理，这也是我
们接下来讨论的一个基石：

定理 14.17 代数学基本定理

非常数复多项式在复平面上必有零点.

代数学基本定理最简单直接的证明来源于复分析中的刘维尔定理或柯西积分公式. 事
实上，历史上无数大数学家曾尝试为代数学基本定理这一古老、神秘而美妙的定理给出证
明，但他们的工作都被认为是不严谨的，例如大家熟知的欧拉、拉格朗日等. 第一个给出
严谨证明的是数学天才高斯，但事实上他的证明方法在后来基于复分析的美妙而简洁证明
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出现后就变得黯淡许多. 数学家 J.P. 塞尔曾经指出：代数基本定理的所有证明本质上都是
拓扑的，因此很推荐对此感兴趣的读者学习拓扑学以及复分析知识，体会其中美感. 为了
内容的完整性，我们这里给出一种基于基本微积分知识的证明，相对而言步骤更为繁琐：

证明

设 p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ C[x]，其中 n ⩾ 1. 注意到

lim
x→∞

|p(x)|
|xn|

= |an| 6= 0,

因此 |p(x)| → ∞(x → ∞)（此处 | · | 表示复数的模长），故 ∃M ∈ C, ∀|x| > M 有
|p(x)| > |a0|. 而 |p(0)| = |a0|，考虑有界闭集 {x | |x| ⩽ M}，由于 |p(x)| 是连续函
数，根据连续函数的性质，|p(x)| 在有界闭集上可以取得最小值 |p(ζ)|，下面证明这
一最小值就是 0.
定义新的多项式函数

q(x) =
p(x+ ζ)

p(ζ)
,

回忆 |p(ζ)| 是 |p(x)| 的最小值，则函数 |q(x)| 在 x = 0 处取的最小值 1，因此 q(x)

可以写为
q(x) = 1 + bkx

k + · · ·+ bnx
n,

其中 k 是使得 bk 6= 0 的最小整数，换言之，bk 6= 0.
进一步地，我们取 β ∈ C 满足 βk = − 1

bk
，事实上这样的 β 一定存在，因为可以设

− 1

bk
= reiθ，取 β = r1/keiθ/k 即可. 然后我们可以取到一个常数 c > 1 使得对任意

的 t ∈ (0, 1) 有

|q(tβ)| ⩽ |1 + akt
kβk|+ tk+1c = 1− tk(1− tc),

取 t = 1/2c，则 |q(tβ)| < 1，这与 |q(x)|在 x = 0处取的最小值 1矛盾！故 p(ζ) = 0，
即 p(x) 在复平面上存在零点 ζ. □

根据代数学基本定理，我们自然地有如下推论：

推论 14.2

1. 复数域上的 n 次多项式有且仅有 n 个复根（含重数）；

2. 复数域上的不可约多项式都是一次多项式，且复数域上的 n 次多项式可以唯一
分解为 n 个一次多项式的乘积.
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证明 仅略证

1. 设 p(x) ∈ C[x]，由代数学基本定理知 p(x) 在复平面上存在零点，记为 λ，根
据定理 14.16有 p(x) = (x−λ)q(x)，其中 q(x) ∈ C[x]，且 q(x)的次数为 n−1，
归纳可知 q(x) 有且仅有 n− 1 个复根，故 p(x) 有且仅有 n 个复根.

2. 由（1）可知，复数域上的 n 次多项式有且仅有 n 个复根，结合唯一分解定理
可知其可以唯一分解为 n 个一次多项式的乘积. 因此次数大于等于 2 的多项式
一定可以进一步分解为多个一次多项式的乘积，故必定可约.

□

除此之外，我们也可以得到中学中我们熟知的韦达定理的一般版本，即多项式的根与
系数之间的关系：

定理 14.18 韦达定理

设 p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ F[x]，λ1, λ2, · · · , λn 是 p(x) 视为复
数域上多项式的 n 个根，则

n∑
i=1

λi = −
an−1

an
,∑

1⩽i<j⩽n

λiλj =
an−2

an
,

∑
1⩽i<j<k⩽n

λiλjλk = −an−3

an
,

· · ·

λ1λ2 · · ·λn = (−1)n a0
an
.

证明

根据唯一分解定理，我们有

p(x) = an(x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λn),

将等号右侧多项式乘法展开即可证明. □
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14.5 实数域与有理数域上的多项式函数

复数域上每个多项式都可以分解为一次多项式的乘积是非常完美的结果，但是对于实
数域和有理数域，情况就不再那么美好了. 例如，二次多项式 x2 + 1 在实数域上是不可约
的. 我们首先讨论实数域上多项式的分解，然后讨论有理数域上多项式的分解. 为了研究
实数域上的情况，我们首先给出一些引理，这些引理事实上在中学阶段大家都比较熟悉：

引理 14.1

设 p(x) ∈ R[x]，若复数 λ 是 p(x) 的一个根，则其共轭复数 λ 也是 p(x) 的一个根.

证明

证明非常直接，我们直接验证

p(λ) = anλ
n
+ an−1λ

n−1
+ · · ·+ a1λ+ a0

= anλn + an−1λn−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0.

□

这一引理表明，实数域上的多项式的复根是成对出现的（实根的共轭是其本身，上面
的定理不再具有意义）. 下面我们来研究实数域上不可约多项式的形式，事实上中学阶段
我们都学习过这一点：

引理 14.2

实数域上的不可约多项式为一次多项式，或下列二次多项式：ax2 + bx + c，其中
b2 − 4ac < 0.

证明

一次多项式显然不可约. 而二次多项式要可约，必然只能分解为两个一次多项式的
乘积，故要求有两个实根. 但根据配方法，

ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a
,

我们知道，
4ac− b2

4a
< 0 时，二次多项式无实根，故不可约（相反的情况则可约）.

除此之外，任一次数高于二次的多项式如果有实根则可约，如果没有实根，假设其有
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一复根 a+ bi，则根据引理 14.1 知其共轭复根 a− bi 也是其根，从而

(x− (a+ bi))(x− (a− bi)) = x2 − 2ax+ (a2 + b2)

是其因式，故必然可约. □

定理 14.19

设 p ∈ R[x] 是非常数多项式，则 p 可以唯一分解为

p(x) = c(x− λ1) · · · (x− λm)(x2 + b1x+ c1) · · · (x2 + bMx+ cM ),

其中 c, λ1, . . . , λm, b1, . . . , bM , c1, . . . , cM ∈ R，并且对每个 j 均有 b2j < 4cj .

定理证明直接根据唯一分解定理以及引理 14.2 即可，此处不再详细展开.

接下来我们讨论有理数域上的多项式. 我们首先证明一个整系数多项式有有理根的必
要条件，然后研究有理数域上多项式的因式分解.

定理 14.20

设 p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x]，且 q

p
是 p(x) 的一个有理根，其

中 p, q ∈ Z，且 (p, q) = 1，则 p | an 且 q | a0.

证明

展开 p

(
q

p

)
= 0，得

an

(
q

p

)n

+ an−1

(
q

p

)n−1

+ · · ·+ a1

(
q

p

)
+ a0 = 0,

两边同时乘以 pn 得

anq
n + an−1pq

n−1 + · · ·+ a1p
n−1q + a0p

n = 0,

移项有 anq
n = −p(an−1q

n−1 + · · ·+ a1p
n−2q + a0p

n−1)，由于 (p, q) = 1，故 p | an.
同理，我们有 q | a0. □

事实上，因为任一有理系数方程可以通过系数的通分化为整系数方程，故这一定理也
适用于有理系数方程.
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例 14.4

设 p(x) = x5 − 12x3 + 36x+ 12，证明 p(x) 没有有理根.

证明

由定理 14.20，我们知道 p(x)的有理根必然是 ±1,±2,±3,±4,±6,±12中的一个. 但
将这些数代入 p(x)后，我们发现 p(x)在这些数上都不为零，故 p(x)没有有理根. □

接下来我们便可以讨论有理数域上的多项式的因式分解. 实际上有理系数多项式和整
系数多项式的可约性是一致的. 为了证明这一漂亮的结果，我们首先引入本原项式的概念：

定义 14.12

设 p(x) ∈ Z[x]，若 (a0, a1, · · · , an) = 1，则称 p(x) 是本原多项式.

即本原多项式是整系数多项式且其系数的最大公因式为 1 的多项式. 有了本原多项式
的概念，我们可以得到如下高斯引理：

引理 14.3 高斯引理

设 p(x), q(x) ∈ Z[x] 是本原多项式，则 p(x)q(x) 也是本原多项式.

证明

设 p(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0，q(x) = bmx
m+bm−1x

m−1+ · · ·+b1x+b0，
则 p(x)q(x) 的系数为

ck =
∑

i+j=k

aibj ,

反证法，假设 p(x)q(x) 不是本原多项式，则存在素数 p 使得 p | ck. 由于 p(x) 和
q(x) 是本原多项式，因此 p 不可能整除同时整除它们的系数，于是可设 p | a0, p |
a1, · · · , p | ai−1 但 p ∤ ai，p | b0, p | b1, · · · , p | bj−1 但 p ∤ bj . 注意到

ci+j = · · ·+ ai−2bj + 2 + ai−1bj+1 + aibj + ai+1bj−1 + · · · ,

我们发现，p 可以整除右式除 aibj 外的每一项，故 p 不可能整除 ci+j，与假设矛盾，
因此 p(x)q(x) 一定是本原多项式. □

接下来我们便可以证明有理系数多项式和整系数多项式的可约性是一致的：
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定理 14.21

设整系数多项式在有理数域上可约，则它必可以分解为两个次数较低的整系数多项
式之积.

证明

设 p(x) ∈ Z[x] 在有理数域上可约，则存在次数较低的 q(x), s(x) ∈ Q[x] 使得

p(x) = q(x)s(x).

由于 q(x)各项系数都是有理数，因此必有一个公分母 c，于是 q(x) =
1

c
(cq(x))，其中

cq(x) 是整系数多项式. 我们可以把 cq(x) 中所有系数的最大公约数 d 提取出来，则

q(x) =
d

c
(
c

d
q(x))，其中

c

d
q(x) 是本原多项式. 记 a =

d

c
，则可以写为 q(x) = aq1(x)，

其中 q1(x) 是本原多项式. 同理，我们可以写 s(x) = bs1(x)，其中 s1(x) 是本原多项
式. 于是

p(x) = q(x)s(x) = abq1(x)s1(x),

由引理 14.3知 q1(x)s1(x)是本原多项式，且 ab必为整数，否则 p(x) = abq1(x)s1(x)

不是整系数多项式，矛盾. 因此 p(x) 可以分解为两个次数较低的整系数多项式
abq1(x) 与 s1(x) 之积（注意本原多项式的定义就是整系数多项式）. □

我们可以通过这一定理的逆否命题得知，整系数多项式如果在整数环上不可约，则它
在有理数域上也不可约. 反之，如果整系数多项式在有理数域上不可约，因为整数集合是
有理数集合的子集，所以这直接表明它在整数环上也不可约. 因我们知道，整系数多项式
在有理数域上可约与在整数环上可约是等价的. 进一步地，因为任一有理系数方程可以通
过系数的通分化为整系数方程，故这一结果也适用于有理系数方程.

最后我们讨论一个判定整系数多项式在有理数域上不可约的方法，即艾森斯坦判别法：

定理 14.22 艾森斯坦判别法

设 p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x]，an 6= 0 且 n ⩾ 1，若存在一个
素数 p，满足

1. p | a0, p | a1, · · · , p | an−1，

2. p ∤ an，

3. p2 ∤ a0，

则 p(x) 在有理数域上不可约.
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证明

我们只需证明 p(x) 在整数环上不可约即可. 反证法，假设 p(x) 可约，则可分解为如
下两个次数较低的整系数多项式的乘积：

f(x) = (bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b0)(ctx
t + ct−1x

t−1 + · · ·+ c0),

其中 m + t = n. 显然 a0 = b0c0, an = bmct，由于 p | a0 且 p 是素数，故 p | b0 或
p | c0，又 p2 ∤ a0，故 p 不能同时整除 b0 和 c0，不妨设 p | b0 且 p ∤ c0. 又由假设
p ∤ an = bmct，故 p ∤ bm 且 p ∤ ct.
因此，我们不妨设 p | b0, p | b1, · · · , p | bj−1，其中 0 < j ⩽ m < n. 而

aj = bjc0 + bj−1c1 + · · ·+ b0cj ,

根据假设 p | aj，但我们发现 p 可以整除右式除 bjc0 外的每一项，故 p 不可能整除
aj，矛盾，因此 p(x) 在整数环上不可约. □

实际上，对于二次和三次多项式，如果它们可约则必定有一次多项式因子，因此我们
可以直接通过有无零点来判定它们的可约性. 但对于次数更高的多项式，如四次多项式，即
使没有零点，它也可能被分解为两个二次不可约多项式的乘积，因此我们不能用零点来判
定它们的可约性，此时艾森斯坦判别法是非常重要的. 但需要注意的是，艾森斯坦判别法
是一个充分条件而非必要条件，即如果一个多项式在有理数域上不可约，它不一定能被艾
森斯坦判别法判别. 下面我们来看几个例子具体使用艾森斯坦判别法：

例 14.5

设 p(x) = x4 − 18x3 + 12x2 − 6x+ 2，证明 p(x) 在有理数域上不可约.

证明

我们可以取素数 p = 2，显然 p | 2, p | −6, p | 12, p | −18，p ∤ 1，且 p2 = 4 ∤ 2，满足
艾森斯坦判别法的条件，故 p(x) 在有理数域上不可约. □

例 14.6

若 p 为素数，证明：q(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 在有理数域上不可约.
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证明

本题直接使用艾森斯坦判别法并不方便，但我们可以做变量代换 x = y + 1，则

q(x) =
xp − 1

x− 1
= q(y + 1) =

(y + 1)p − 1

y

= yp−1 +

(
p

1

)
yp−2 +

(
p

2

)
yp−3 + · · ·+

(
p

p− 1

)
y + 1,

其中
(
p

k

)
=

p!

k!(p− k)!
. 因此 p|

(
p

k

)
，p ∤ 1，且 p2 ∤

(
p

p− 1

)
= p，满足艾森斯坦判

别法的条件. 因此换元后的 q(y + 1) 在有理数域上不可约，要注意换元前后的任意
可能分解都是由 x = y + 1 一一对应的，故 q(x) 在有理数域上不可约. □

下面这一例子在将来讨论初等因子、不变因子时有重要作用：

例 14.7

设 F[x]是域 F上的全体多项式构成的线性空间，非零多项式 p(x) ∈ F[x]. 记 (p(x)) =

{p(x)q(x) | q(x) ∈ F[x]}，证明：

1. (p(x)) 是 F[x] 的一个子空间；

2. 商空间 F[x]/(p(x)) 的维数等于 deg p，并求商空间的一组基.

证明

1. 显然 (p(x)) 非空，接下来我们只需证明 (p(x)) 关于多项式的加法和数乘封闭
即可：

(1) 设 f(x), g(x) ∈ (p(x))，则存在 q1(x), q2(x) ∈ F[x]，使得

(x) = p(x)q1(x), g(x) = p(x)q2(x),

因此 f(x) + g(x) = p(x)q1(x) + p(x)q2(x) = p(x)(q1(x) + q2(x)) ∈ (p(x))；

(2) 设 f(x) ∈ (p(x)), λ ∈ F，则存在 q(x) ∈ F[x] 使得 f(x) = p(x)q(x)，因此
λf(x) = λp(x)q(x) = p(x)(λq(x)) ∈ (p(x)).

2. 令 n = deg p. 我们知道，F[x]/(p(x))的元素都具有 akx
k+· · ·+a1x+a0+(p(x))

的形式，其中 ak, · · · , a1, a0 ∈ F，并且当 k ⩾ n 时，由带余除法我们有

akx
k + · · ·+ a1x+ a0 = p(x)q(x) + r(x),
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其中 deg r(x) < n. 我们回忆商空间的定义，必然有

akx
k + · · ·+ a1x+ a0 + (p(x)) = r(x) + (p(x)),

因此 F[x]/(p(x)) 的元素可以表示为

ctx
t + · · ·+ c1x+ c0 + (p(x))

的形式，其中 t < n. 因此我们直接取向量组 {1+(p(x)), x+(p(x)), · · · , xn−1+

(p(x))} 作为 F[x]/(p(x)) 的一组基即可，因为它们首先能张成 F[x]/(p(x))，其
次它们是线性无关的，因为

k0(1 + p(x)) + k1(x+ p(x)) + · · ·+ kn−1(x
n−1 + p(x)) = 0 + (p(x))

等价于
k0 + k1x+ · · ·+ kn−1x

n−1 ∈ (p(x)),

而 deg p = n > n− 1，故只能有 k0 = k1 = · · · = kn−1 = 0.

□

实际上，在代数学中，(p(x)) 我们称其为由 p(x) 生成的理想，它由所有 (p(x)) 的倍
式组成. 这一例子给出了多项式和线性空间的一个非常直接的关联：用 F[x] 商去一个 n 次
多项式生成的理想，得到的是一个 n 维线性空间.

内容总结

习题

A 组

1. 证明：全体一元多项式关于多项式一般的加法和乘法运算构成环.

2. 设 p(x), q(x), r(x) ∈ F[x]，则

(1) 若 p(x), q(x) 6= 0，则 p(x)q(x) 6= 0；

(2) 若 p(x) 6= 0，且 p(x)q(x) = p(x)r(x)，则 q(x) = r(x).

3. 证明定理 14.15.

4. 证明：每个奇数次的实系数多项式都有实的零点.
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B 组

1. 设多项式 f(x) 被 (x − 1), (x − 2), (x − 3) 除后，余式分别为 4, 8, 16. 求 f(x) 被
(x− 1)(x− 2)(x− 3) 除后的余式.

2. 设 p, q ∈ F[x]，证明：p2 | q2 ⇐⇒ p | q.

3. 证明：F[x] 中两个次数大于 0 的多项式没有公共复根的充要条件是它们互素.

4. 设 p ∈ F[x] 且 q 6= 0. 证明：c 是 f(x) 的 k (k ⩾ 1) 重根的充要条件为

f(c) = f ′(c) = · · · = f (k−1)(c), f (k)(c) 6= 0.

5. 设 p(x) 和 q(x) 是 F[x] 中的两个次数不超过 n 的多项式，若存在 F 上 n+ 1 个不同
的数 λ0, λ1, · · · , λn 使得 p(λi) = q(λi), i = 0, 1, · · · , n，则 p(x) = q(x).

C 组

1. 证明带余除法的其它角度.

2. 证明裴蜀定理的其它角度.
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14ε
纽结的多项式不变量

385



386 未竟专题六 纽结的多项式不变量



15
相似标准形：动机与基础

回顾线性代数的一大目标，我们希望找到出发空间和到达空间合适的基使得线性映射
在这两组基下的表示更简单. 我们已经在相抵标准形一节中使用线性映射基本定理给出了
一种可行的构造. 从本讲起，我们把眼光放在线性变换，即出发空间和到达空间相同的线
性映射，并且我们关注出发空间与到达空间取同一组基的时候，如何得到更简单的标准形.
这一矩阵标准形我们称之为相似标准形，这也是我们讨论的第一个核心概念.

当然我们会发现关于相似标准形讨论的限制显然比之前相抵标准形的更大. 回顾定
理 8.9 中取得相抵标准形对应的基的方法，我们显然无法保证出发空间和到达空间取到的
是同一组基，即使是在出发空间与到达空间一致的情况下. 因此本节我们将会探索另一种
解决这一线性代数核心问题的范式，这就引出了接下来数讲的讨论核心——不变子空间.

15.1 相似的定义与性质

为了讨论相似标准形，我们需要首先从相似这一概念谈起. 正如我们在相抵标准形
中的讨论那样，我们会综合线性映射和矩阵两个观点来讨论这一问题. 从线性映射的角
度出发，我们的想法是对一个 n 维线性空间 V 上的线性变换 σ ∈ L(V )，找到一组基
{α1, · · · , αn}，使得 T 在这组基下的矩阵 “比较简单”，即我们有

σ(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A,

我们希望 A 是 “比较简单” 的，就像相抵标准形那样，有尽可能多的 0，非零元素的排列
规律也尽可能简单.

如果从矩阵的角度出发，很自然地，我们会希望与上面映射的目标建立联系，我们会
想起任意矩阵 A 都是线性变换 σ(α) = Aα 在自然基下的表示矩阵. 此时我们的目标可以
与映射的目标产生联系，即我们希望找到另一组基，使得 σ 在这组基下的矩阵 B 比较简

387



388 第 15 讲 相似标准形：动机与基础

单. 此时 A 和 B 的关系是同一个线性变换 σ 在不同基下的表示矩阵，事实上这一关系我
们其实并不陌生，早在相抵标准形一讲中我们就提到如下定理：

定理 15.1 基的选择对映射矩阵的影响

设线性变换 σ ∈ L(V, V )，B1 = {α1, . . . , αn} 和 B2 = {β1, . . . , βn} 是线性空间的
V (F) 的两组基，基 B1 变为基 B2 的变换矩阵为 C，如果 σ 在基 B1 下的矩阵为 A，
则 σ 关于基 B2 所对应的矩阵为 C−1AC.

这一定理研究了同一个线性变换在不同基下表示矩阵之间的关系，契合了我们的需求.
我们可以将上述同一线性变换在不同基下的矩阵表示之间的关系称为相似. 当然这是从线
性映射的角度出发的定义，有时我们谈到相似可能仅仅是矩阵层面的关系，因此我们给出
直接的使用矩阵定义如下：

定义 15.1

若对于 A,B ∈Mn(F)，存在可逆矩阵 C ∈Mn(F), 使得 C−1AC = B，则称 A 相似
于 B，记作 A ∼ B.

因此从矩阵的角度出发，我们的目标是找到一个可逆矩阵 P，使得 P−1AP 是 “比较
简单” 的. 或者说，我们的目标是找到一个与 A 相似的 “比较简单” 的矩阵 B，这样合乎
要求的矩阵 B 就是我们所谓的矩阵 A 的相似标准形.

接下来我们讨论相似的一些基本性质：

1. 相似是一种等价关系；两矩阵相似必相抵（相似矩阵的秩相等）；

证明

等价关系在《大学数学：代数与几何》的 233 页有说明，此处不再赘述；此外，
由于乘以可逆矩阵不改变原矩阵的秩，因此 r(P−1AP ) = r(A)，即两矩阵相似
必定秩相等，因此也必定相抵. □

需要说明的是相似必定相抵但反之不一定成立，相抵的两个矩阵甚至可能不是方阵，
但相似有这一要求. 即使是方阵也不一定成立，在习题中我们会要求读者给出例子.

2. A ∼ B 可以得到 AT ∼ BT，Am ∼ Bm. 更一般地，对于任意多项式 f(x) 都有
f(A) ∼ f(B)，且若 B = P−1AP，有 f(B) = P−1f(A)P . 除此之外还有 A,B 可逆
时，A−1 ∼ B−1，A∗ ∼ B∗；
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证明

(1) 由于 BT = (C−1AC)T = CTAT(C−1)T = (CT)−1ATCT，因此 AT ∼ BT；

(2) 由于 Bm = (C−1AC)m = C−1AmC（乘积展开后中间 C−1C 可以消去），
因此 Am ∼ Bm；

(3) 设 f(A) = a0E+ a1A+ · · ·+ amAm，则 f(B) = a0P
−1EP + a1P

−1AP +

· · · + amP
−1AmP = P−1f(A)P，因此 f(A) ∼ f(B)，且 f(B) =

P−1f(A)P .

(4) 由于 B−1 = (C−1AC)−1 = C−1A−1C，因此 A−1 ∼ B−1，A∗ ∼ B∗.

(5) 由于 B∗ = (C−1AC)∗ = C−1A∗C，因此 A∗ ∼ B∗.

□

3. A1 ∼ B1，A2 ∼ B2不一定有 A1+A2 ∼ B1+B2，只有当 P−1A1P = B1, P
−1A2P = B2

时（即相同的过渡矩阵 P）才有 P−1(A1 +A2)P = B1 +B2；

4. 若 A1 ∼ B1，A2 ∼ B2，则有(
A1 O

O A2

)
∼

(
B1 O

O B2

)
;

证明

设 P−1
1 A1P1 = B1，P−1

2 A2P2 = B2，则(
P1 O

O P2

)−1(
A1 O

O A2

)(
P1 O

O P2

)
=

(
P−1
1 A1P1 O

O P−1
2 A2P2

)
=

(
B1 O

O B2

)
.

□

5. 与幂等矩阵相似的仍幂等，与对合矩阵相似的仍对合，与幂零矩阵相似的仍幂零（但
与正交矩阵相似的不一定正交，但与正交矩阵正交相似的是正交矩阵）.

证明

我们一边回顾上面这些特殊矩阵的定义一边证明结论：

(1) 设 A 是幂等矩阵，则 A2 = A，设 B = P−1AP，则 B2 = P−1A2P =

P−1AP = B，因此 B 也是幂等矩阵，即与幂等矩阵相似的仍幂等；

(2) 设 A 是对合矩阵，则 A2 = E，设 B = P−1AP，则 B2 = P−1A2P =
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P−1EP = P−1P = E，因此 B 也是对合矩阵，即与对合矩阵相似的仍对
合；

(3) 设 A 是幂零矩阵，则存在正整数 m 使得 Am = O，设 B = P−1AP，则
Bm = P−1AmP = P−1OP = O，因此 B 也是幂零矩阵，即与幂零矩阵
相似的仍幂零；

(4) 设 A是正交矩阵，则 A−1 = AT，设B = P−1AP，则B−1 = (P−1AP )−1 =

P−1A−1P = P−1ATP，只有当 P 是正交矩阵时，即 P−1 = PT 时，B−1 =

P−1ATP = PTAT(P−1)T = (P−1AP )T = BT，因此与正交矩阵相似的不
一定正交，只有过渡矩阵是正交矩阵时才一定正交.

□

15.2 不变子空间

在介绍完相似的概念后，我们将正式开始我们的主线任务. 原谅我�嗦再次重复一遍，
我们要考虑 n 维线性空间 V 上的线性变换 σ ∈ L(V )，我们希望找到一组基 {α1, · · · , αn}，
使得 T 在这组基下的矩阵 “比较简单”，即我们有

σ(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A,

我们希望 A 是 “比较简单” 的，就像相抵标准形那样，有尽可能多的 0，非零元素的排列
规律也尽可能简单. 自然地，我们会希望 A 可以是对角矩阵，或者退而求其次至少是分块
对角矩阵.

事实上，如果让我们直接思考如何获得这样的矩阵是非常容易使人迷茫的，但如果我
们尝试从希望的矩阵的形式反推所取基需要的性质，应当能窥见一些端倪. 事实上，我们
假设 A 为分块对角矩阵，即

A =


A1

A2

. . .
Am

 ,
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设 Ai (i = 1, · · · ,m) 的阶数为 ri. 我们进一步展开 A 的形式：

a11 · · · a1r1
... . . . ...

ar11 · · · ar1r1

ar1+1,r1+1 · · · ar1+1,r1+r2

... . . . ...
ar1+r2,r1+1 · · · ar1+r2,r1+r2

. . .
an−rm+1,n−rm+1 · · · an−rm+1,n

... . . . ...
an,n−rm+1 · · · ann


上图中空的部分全为 0. 现在我们首先考虑第一个分块，根据线性映射矩阵表示的定义，我
们有

σ(α1) = a11α1 + · · ·+ a1r1αr1 ∈ span(α1, · · · , αr1),

· · ·

σ(αr1) = a1r1α1 + · · ·+ ar1r1αr1 ∈ span(α1, · · · , αr1),

有趣的事情出现了，我们发现 σ 作用于 α1, · · · , αr1 中每个向量都会落在 span(α1, · · · , αr1)

中. 进一步地，我们考虑任意的 α ∈ span(α1, · · · , αr1)，我们有

α = k1α1 + · · ·+ kr1αr1 ,

因此
σ(α) = k1σ(α1) + · · ·+ kr1σ(αr1) ∈ span(α1, · · · , αr1),

即 σ 作用于 span(α1, · · · , αr1)中的任意向量仍然落在 span(α1, · · · , αr1)中. 同理，我们可
以证明 σ 作用于 span(αr1+1, · · · , αr1+r2) 中的任意向量仍然落在 span(αr1+1, · · · , αr1+r2)

中，以此类推，每个分块对应的基的一部分的线性扩张都有这样类似的性质. 我们知道一
组向量的线性扩张是包含这些向量的最小子空间，再结合该子空间在线性变换作用后仍然
落在其中的性质，我们将其称为不变子空间：

定义 15.2

设 σ ∈ L(V )，若 V 的子空间 U 满足 ∀α ∈ U, σ(α) ∈ U，则称 U 是 σ 的不变子空
间，或称 U 在 σ 下不变，简称为 σ-子空间.

即线性变换把不变子空间 U 中的元素全都映射到 U 自身的元素，所以 “不变”这一形
容词是非常形象的. 为了日后描述的方便，我们需要引入一个限制映射的概念. 我们给出
标准的定义如下：
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定义 15.3

设 V 是数域 F 上的线性空间，σ ∈ L(V )，我们在 V 的子空间 U 上定义映射 σ|U 如
下：

σ|U : U → V, σ|U (α) = σ(α), ∀α ∈ U,

则称 σ|U 是 σ 在 U 上的限制映射.

“限制” 一词十分形象（如下图所示），因为限制映射就是将原映射的定义域限制在更
小的范围内，但原定义域上的映射值保持不变.

因此，如果 U 是 σ 的不变子空间，根据不变子空间的定义可知，σ|U 就是一个线性变
换（是 L(U) 中的元素），我们称之为限制变换.

有了上面的概念，我们很容易可以将之前的推导转化为以下定理：

定理 15.2

设有限维线性空间 V 上的线性变换 σ ∈ L(V ) 在某组基下的表示矩阵为分块对角矩
阵 A = diag(A1, · · · , Am)，当且仅当 V 可以分解为不变子空间 U1, · · · , Um 的直和，
即

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Um,

其中每个 Ui 都是 σ 的不变子空间，且 σ|Ui
在 Ui 对应的基下的表示矩阵为 Ai.

根据定义我们可以验证或者求解一些很简单的不变子空间. 教材例 5.3 给出了四个常
见的不变子空间的例子，分别是两个平凡子空间和映射的像与核，验证非常简单，此处不
赘述. 教材 8.20 还给出了 p 为多项式时，ker p(σ) 和 im p(σ) 也为 σ 的不变子空间. 我们
这里也简要书写一下，供读者熟悉如何利用定义验证不变子空间：
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例 15.1

若 σ ∈ L(V ) 且 p ∈ F[x] 为多项式，则 ker p(σ) 和 im p(σ) 在 σ 下不变.

证明

我们只需验证 ker p(σ) 和 im p(σ) 中的元素经过 σ 映射后仍在这一空间中即可.

1. ∀α ∈ ker p(σ), p(σ)α = 0，因此

(p(σ))(σ(α)) = σ(p(σ)α) = σ(0) = 0,

即 σ(α) ∈ ker p(σ)，因此 ker p(σ) 在 σ 下不变；

2. ∀α ∈ im p(σ), ∃β ∈ V, α = p(σ)β，因此

σ(α) = σ(p(σ)β) = p(σ)(σ(β)) ∈ im p(σ),

即 im p(σ) 在 σ 下不变.

事实上，对于 ker p(σ)，我们有

p(σ)(α) = p(σ)α = p(σ(α)) = p(0) = 0,

因此 σ(α) ∈ ker p(σ)，即 ker p(σ) 在 σ 下不变. 对于 im p(σ)，我们有

∀α ∈ im p(σ), ∃β ∈ V, α = p(σ)β,

因此
σ(α) = σ(p(σ)β) = p(σ)σ(β) ∈ im p(σ),

即 im p(σ) 在 σ 下不变. □

有时我们可能会遇到更为复杂的情形，如下面的例子：

例 15.2

设 F 为一数域，线性变换 σ ∈ L(F2) 定义为

σ(a, b) = (a, b)

(
1 −1
2 2

)

证明：

1. 当 F = R 时，R2 无 σ 的非零真不变子空间；
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2. 当 F = C 时，C2 有 σ 的非零真不变子空间.

证明

事实上，由于 σ 定义在二维空间 F2 上，因此 “非零真不变子空间” 只能是一维子空
间. 设该不变子空间 U = span(α)(α 6= 0)，并进一步设 α = (a, b). 我们知道，一维
线性空间中所有元素都是成比例的（可以理解为一条直线，或者一维空间是由一个
向量线性扩张而来，扩张过程中的线性组合一定保证后面生成的所有向量都互相成
比例）. 我们假设比例值为 λ，即

σ(a, b) = (a, b)

(
1 −1
2 2

)
= λ(a, b) = (λa, λb),

将矩阵乘法展开，我们有

(a+ 2b,−a+ 2b) = (λa, λb).

由于 α = (a, b) 6= 0，因此 λ 6= 0，基于此解方程得到 λ2 − 3λ + 4 = 0. 这一方程在
实数域范围内无解，复数域内有两个共轭的解，因此，我们有

1. 当 F = R 时，R2 无 σ 的非零真不变子空间；

2. 当 F = C 时，C2 有 σ 的非零真不变子空间.

□

除此之外，还有一些更为困难的问题我们将在讨论完标准形理论之后反过来进行讨论.
为了接下来对标准形讨论的方便，我们需要介绍一个特别的不变子空间：

定义 15.4

设 T ∈ L(V )，v ∈ V 是一个非零向量. 我们称子空间

W = span(v, Tv, T 2v, · · · , T kv, · · · )

为由 v 生成的 T − 循环子空间. 在不引起歧义的情况下，我们也称 W 为T −
循环子空间 或循环子空间.

一个需要注意的地方是，当 V 是有限维线性空间时，循环子空间也一定是有限维的
（子空间的维数至少要小于等于原空间）. 一个有趣的事实是，如果循环子空间的维数等于
m，那么它的一组基就是 {v, Tv, · · · , Tm−1v}. 我们来书写这一定理并给出证明：
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定理 15.3

设 V 是有限维线性空间，T ∈ L(V )，v ∈ V 是一个非零向量，W 是由 v 生成的
T −循环子空间，则

1. W 是 T 包含 v 的最小不变子空间；

2. 若 W 的维数为 m，则 W 的一组基为 {v, Tv, · · · , Tm−1v}（我们称其为一组循
环基）.

证明

1. 首先我们证明是不变子空间. 由于 V 是有限维线性空间，故 W 一定也是有限
维线性空间，故任意的 w ∈ W 都可以被表示为 W 中有限个元素的线性组合，
假设为

w = k1T
m1v + k2T

m2v + · · ·+ ksT
msv,

其中 m1,m2, · · · ,ms ∈ N，k1, k2, · · · , ks ∈ F. 我们有

Tw = T (k1T
m1v + k2T

m2v + · · ·+ ksT
msv)

= k1T
m1+1v + k2T

m2+1v + · · ·+ ksT
ms+1v,

因此 Tw 仍然是 W 中向量的线性组合，即 Tw ∈W，故 W 是 T 的不变子空
间.

接下来我们证明是最小不变子空间. 设 U 是 T 的不变子空间，且 v ∈ U，我们
需要证明 W ⊂ U . 由不变子空间的定义以及 v ∈ U，我们知道 Tv ∈ U，于是
进一步利用不变子空间的定义有 T 2v ∈ U，以此类推，T kv ∈ U, ∀k ∈ N，因
此 W ⊂ U，即 W 是 T 包含 v 的最小不变子空间.

2. 由于 v 是非零向量，故设 j 是使得 v, Tv, · · · , T j−1v 线性无关的最大正整数，
设 U = span(v, Tv, · · · , T j−1v)，因此 v, Tv, · · · , T j−1v 是 U 的一组基. 并且
根据我们的假设，v, Tv, · · · , T j−1v, T jv 线性相关，因此根据线性相关性质有

T jv = k1v + k2Tv + · · ·+ kj−1T
j−1v,

即 T jv ∈ U，于是我们任取 u ∈ U，我们有

u = c1v + c2Tv + · · ·+ cj−1T
j−1v,

因此
Tu = c1Tv + c2T

2v + · · ·+ cj−1T
jv ∈ U,
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故 U 是 T 的包含 v的不变子空间. 由定理第一条可知，W ⊂ U，但根据 U 的定
义又有 U ⊂W，因此W = U，即W 的一组基为 {v, Tv, · · · , T j−1v}，故事实上 j

就是W 的维数. 因此若W 的维数为m，则W 的一组基为 {v, Tv, · · · , Tm−1v}.

□

最后我们再基于不变子空间讨论一个商线性变换的概念. 事实上，如果 U 是 σ 的不变
子空间，那么 σ 还可以诱导出商空间 V /U 上的线性变换. 定义如下：

定义 15.5

设 σ ∈ L(V )，U 是 σ 的不变子空间，定义映射 σ/U : V /U → V /U 如下：

(σ/U)(v + U) = σ(v) + U, ∀v ∈ V,

则称 σ/U 是 σ 在 U 上的商线性变换.

定义映射后，我们自然的想法就失确认这一定义是不是合理的. 首先这一定义的线性
性容易验证，我们只需要用到商空间中定义的运算性质即可：

• 齐次性：(σ/U)(λ(v+U)) = (σ/U)(λv+U) = σ(λv)+U = λσ(v)+U = λ(σ/U)(v+U)；

• 加性：(σ/U)((v1 +U) + (v2 +U)) = (σ/U)(v1 + v2 +U) = σ(v1 + v2) +U = σ(v1) +

σ(v2) + U = (σ/U)(v1 + U) + (σ/U)(v2 + U).

除了线性的要求外，还有一个很重要的合理性来源于之前在等价类和商空间中讨论的
相容性（或者良定义）的概念，因为这里将线性变换定义在了等价类上. 事实上，对于一个
映射，其相容性的关键在于原像集合中的同一个元素只能映射到像集中的唯一一个值（否
则不符合映射的定义），具体而言，商线性变换的出发空间元素是等价类，因此如果出现
v + U = w + U 但 σ(v) + U 6= σ(w) + U 的情况，这一定义描述的就不是映射（因为映射
要求一个自变量只能映到一个值上）. 我们可以验证这一映射是满足相容性的：

证明

设 v + U = w + U，即 v − w ∈ U，由于 U 在 σ 下不变，则 σ(v − w) ∈ U，即
σ(v)− σ(w) ∈ U，因此 σ(v) + U = σ(w) + U，即 σ/U 是满足相容性的. □
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15.3 特征值与特征向量

在定理 15.2 中我们得到了一个很关键的观察，就是不变子空间与分块对角矩阵的关
联. 因此我们很自然地希望展开对不变子空间的研究，研究原空间是否能，以及怎么能分
解为合理的不变子空间的直和，得到令人满意的简单的矩阵表示. 我们自然需要从最简单
的不变子空间开始我们的研究，即一维的不变子空间.

事实上，在例 15.2 中，我们已经尝试求解了一维不变子空间. 根据一维空间中向量都
成比例的性质，设 U 是 σ ∈ L(V ) 的一维不变子空间，我们有

∃λ ∈ F, σ(α) = λα, ∀α ∈ U,

即任意向量作用线性变换后的结果与原向量成比例. 这一性质将引入接下来的特征值与特
征向量的概念，事实上它们对于获得简单矩阵的目标而言非常重要，因此是我们讨论的很
好的开始.

在接下来的讨论中，我们很多定义和结论都会有相应的矩阵和映射版本. 回顾在定
理 8.7 中的讨论，我们提到了矩阵 A 和线性映射 σ(α) = Aα 的统一性，并且在相似的引
入中我们也提到了我们的目标在线性变换和矩阵两个角度下的陈述及其关联，因此我们未
来将不特别区分矩阵和线性变换，这一点在本节过后将有更深刻的体会.

15.3.1 特征值与特征向量的定义与求解

首先介绍线性变换和矩阵的特征值与特征向量的概念：

定义 15.6

设 σ 是线性空间 V (F) 上的一个线性变换，如果存在数 λ ∈ F 和非零向量 ξ ∈ V 使
得 σ(ξ) = λξ，则称数 λ 为 σ 的一个特征值，并称非零向量 ξ 为 σ 属于其特征值 λ

的特征向量.

必须注意特征向量为非零向量，否则零向量 ξ = 0 对任意 λ 都满足上面定义，从而失
去 “特征” 的含义. 但是特征值可以为 0，此时 σ(ξ) = 0，即全体特征向量的集合就是线性
变换的核空间.

对于某一个 λ ∈ F，我们将所有满足 σ(ξ) = λξ 的向量构成的集合记为 E(λ, σ) = {ξ |
σ(ξ) = λξ, ξ ∈ V }（在去除线性变换不引起歧义的情况下可简写为 Vλ），称为 σ 关于其特
征值 λ 的特征子空间. 显然，这一集合是由零向量和全体 λ 对应的特征向量构成的. 我们
可以验证 Vλ 的确是 V 的 “子空间”：



398 第 15 讲 相似标准形：动机与基础

例 15.3

证明：Vλ 是 V 的子空间，并且是线性变换 σ 的不变子空间.

证明

回顾证明子空间的两个要求：非空和运算封闭性. 首先 Vλ 非空，因为 0 ∈ Vλ，即
σ(0) = λ0，因此 0 ∈ Vλ，故 Vλ 非空.
其次，对于任意 ξ1, ξ2 ∈ Vλ，k1, k2 ∈ F，我们有

σ(k1ξ1 + k2ξ2) = k1σ(ξ1) + k2σ(ξ2) = k1λξ1 + k2λξ2 = λ(k1ξ1 + k2ξ2),

因此 k1ξ1 + k2ξ2 ∈ Vλ，故满足线性运算封闭. 综上，Vλ 是 V 的子空间.
不变子空间也是显然的. 对于任意 ξ ∈ Vλ，因为 Vλ 是由零向量和全体 λ 对应的特
征向量构成的，因此必有 σ(ξ) = λξ ∈ Vλ，因此 Vλ 是 σ 的不变子空间. □

事实上，我们通过之后的例子会知道，Vλ 的维数不一定是 1，而至少是 1. 那么我们之
前引入特征值特征向量时所说的 “一维不变子空间” 是什么呢？事实上，我们可以取 Vλ 的
任一组基 α1, . . . , αn，则其中任一向量进行扩张得到的子空间 Ui = span(αi), i = 1, . . . , n

就是一维不变子空间，因为 ∀ui ∈ Ui, σ(ui) = λui ∈ Ui，即 Ui 在 σ 下不变. 我们还需要
注意，一维不变子空间的选取是不唯一的，因为 Vλ 的基的选取是不唯一的，因此 Ui 的选
取也是不唯一的，实际上对于任意的 α ∈ Vλ，span(α) 都是一维不变子空间.

上面是线性变换的特征值与特征向量的定义. 然而我们有一个无法绕开的问题，就是
基于线性变换计算特征值与特征向量似乎并不是一个程序化的过程. 因此我们需要求助于
矩阵——这是一个适合于计算的良好工具. 对应的，我们给出矩阵的特征值与特征向量的
定义：

定义 15.7

设矩阵 A ∈ Mn(F)，如果存在数 λ ∈ F 和非零向量 X ∈ Fn 使得 AX = λX，则称
数 λ 为 A 的一个特征值，称非零向量 X 为 A 属于其特征值 λ 的特征向量.

下面我们说明线性映射的特征值与特征向量和矩阵的特征值与特征向量之间的关系.
实际上，假设 A 是 σ 在基 α1, . . . , αn 下的表示矩阵，且 ξ = (α1, . . . , αn)X，即 X 是 ξ 在
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基 α1, . . . , αn 下的坐标，则我们有

σ(ξ) = λξ ⇐⇒ σ((α1, . . . , αn)X) = λ(α1, . . . , αn)X

⇐⇒ (σ(α1, . . . , αn))X = (λα1, . . . , λαn)X

⇐⇒ (α1, . . . , αn)AX = (α1, . . . , αn)(λX)

⇐⇒ AX = λX

其中第一行与第二行间的等价关系用到了矩阵乘法一节中证明的性质 σ((α1, . . . , αn)X) =

(σ(α1, . . . , αn))X. 由上述讨论可知 λ 同时是线性变换和矩阵的特征值，与基的选取无
关. 但矩阵的特征向量 X 是线性映射特征向量在基下的坐标，这与基的选取有关. 由
于基 α1, . . . , αn 可以是任取的，于是求解线性变换的特征值的问题完全转化为了求线性变
换任意一个矩阵表示的特征值，而特征向量也仅仅是向量与坐标的关系. 于是接下来我们
讨论如何具体求解特征值与特征向量. 我们首先需要证明一个定理做一个简单的观察：

定理 15.4

设 σ 是 V (F) 上的线性变换，I 为恒等映射，则下述条件等价：

(1) λ ∈ F 是 σ 的特征值；

(2) σ − λI 不是单射；

(3) σ − λI 不是满射；

(4) σ − λI 不可逆.

证明

(1) =⇒ (2) λ ∈ F是 σ的特征值，说明 ∃v ∈ V 且 v 6= 0使得 σ(v) = λv. 因此 (σ−λI)(v) =
0，即 σ − λI 核空间不只有零元，根据单射等价条件定理 5.6，不单成立；

(2) =⇒ (3) 根据定理 5.10 可知，σ − λI 不满当且仅当 σ − λI 不单；

(3) =⇒ (4) 根据定理 5.10 显然；

(4) =⇒ (1) σ− λI 不可逆，根据定理 5.10 可知其不为单射，又根据单射等价条件定理 5.6
可知 (σ − λI)(v) = 0 有非零解，即 σ(v) = λv，其中 v 6= 0，这与特征值定义
一致.

□

由上述定理，λ ∈ F 是 σ 的特征值等价于 σ − λI 不可逆，因此其在 V 的任意一组基
α1, . . . , αn 下的矩阵 A− λE 也不可逆（其中 A 为 σ 在这组基下的矩阵，E 为单位矩阵），
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这又等价于 |A− λE| = 0.

因此 λ ∈ F 是 σ 的特征值等价于 |λE − A| = 0，故我们可以通过 |λE − A| = 0 求
解特征值，其中 A 为 σ 在某组基下的矩阵，E 为单位矩阵. 对于特征向量的求解，求出
(λE−A)X = 0的非零解就是特征向量在基 α1, . . . , αn 下的坐标，如果是矩阵的特征向量，
那么 X 就是解.

上述求解特征向量的方法需要我们求解 f(λ) = |λE−A|的根，事实上 f(λ) = |λE−A|
是在之后的讨论中有核心地位的概念，我们称其为矩阵 A 的特征多项式 tezhengduoxiang-
shi@ 特征多项式 (characteristic polynomial)，其 k 重根称为 k 重特征值（称 k 为代数重
数），该特征值对应的特征子空间维数称为该特征值的几何重数.

例 15.4

设 A =


1 −1 0

2 0 1

1 a 0

，且存在非零向量 α 使得 Aα = 2α，求 a.

解

由题意知 2 是矩阵 A 的特征值，因此我们有

|2E −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

−2 2 −1
−1 −a 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 9− a = 0,

因此 a = 9.

接下来，我们将特征多项式定义中的行列式展开得到以下定理：

定理 15.5

对于 n 级矩阵 A = (aij)，记

f(λ) = |λE −A| = a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ+ an

则 a0 = 1，a1 = − tr(A)，an = (−1)n|A|，且 ak 等于所有 k 级主子式之和乘以
(−1)k.
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证明

设 A = (aij) 的列向量为 α1, . . . , αn，则

f(λ) = |λE −A| =
∣∣∣λe1 − α1 λe2 − α2 · · · λen − αn

∣∣∣ .
其中 e1, . . . , en 为 Fn 的标准基，因此根据行列式的定义 11.1 的加性，f(λ) 可以拆
成 2n 个行列式的和，它们是

(−α1, . . . ,−αj1−1, λej1 ,−αj1+1, . . . ,−αj2−1, λej2 ,−αj2+1, . . . ,−λejn−k
, . . . ,−αn),

(15.1)
其中 1 ⩽ j1 < j2 < · · · < jn−k ⩽ n, k = 0, 2, . . . , n.
上式初看会显得非常复杂，但实际上利用行列式定义的加性去拆分就是每列有两种
拆出来的选择，一种是选择 λeji，另一种是选择 −αji，这就是 2n 种拆分方式的来
由. 其中取出 k 列 −αji，剩余 n− k 列选择 λeji 的就可以表示为上式的形式.
利用定理 11.4 对式 15.1 第 j1, . . . , jn−k 列展开，我们发现这 n − k 列元素组成的
n− k 阶子式只有一个不为 0：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 · · · 0

0 λ · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn−k,

这个不等于 0 的 n− k 阶子式对应的代数余子式为

(−1)(j1+···+jn−k)+(j1+···+jn−k)(−A)

(
j′1 j′2 · · · j′k

j′1 j′2 · · · j′k

)

= (−1)kA

(
j′1 j′2 · · · j′k

j′1 j′2 · · · j′k

)
其中 j′1, . . . , j

′
k 为 1, . . . , n 中除去 j1, . . . , jn−k 的 k 个数按递增顺序排列的结果，这

一点通过余子式的定义是显然的. 因此式 15.1 的值为

(−1)kA

(
j′1 j′2 · · · j′k

j′1 j′2 · · · j′k

)
λn−k.

这实际上只是取 n − k 列 λeji 的一种情况，事实上对于所有可能的 j1, . . . , jn−k 的
取法，我们都可以得到类似的结果，因此 |λE −A| 中 λn−k 的系数为

(−1)k
∑

1⩽j′1<···<j′k⩽n

A

(
j′1 j′2 · · · j′k

j′1 j′2 · · · j′k

)
.

即 ak 等于所有 k 级主子式之和乘以 (−1)k，且代入 k = 0, 1, n 有 a0 = 1，a1 =

− tr(A)，an = (−1)n|A|. □
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这一定理的证明事实上无需掌握，这里给出证明是为了补全教材中的空缺. 这里我们
主要掌握两个特例，即由韦达定理，我们有

1.
n∑

i=1

λi =
n∑

i=1

aii；

2.
n∏

i=1

λi = |A|.

即特征值按重数求和为矩阵的迹（即矩阵对角线元素之和），特征值按重数求积为矩阵行列
式. 这一结论在解决某些问题时有一定作用.

事实上，我们这里给出的特征多项式只是矩阵的特征多项式的定义，关于线性变换特
征多项式的定义以及进一步讨论将在后续章节进行，我们也会说明两种特征多项式的定义
是统一的.

15.3.2 相似与特征值、特征向量的关联

可能细心的读者已经发现，我们前面的讨论中的某个位置留下了一个 bug. 我们在讨
论线性变换与矩阵的特征值的关联时，提到我们可以取线性变换任意一组基下的表示矩阵
来计算特征值，这些特征值就是线性变换的特征值. 事实上这暗示了一个很重要的性质：线
性变换任意一组基下的矩阵都有相同的特征值，或者说，相似的矩阵就有相同的特征值，否
则上面的讨论一定是有问题的. 我们在此叙述这一性质并给出证明：

定理 15.6

相似矩阵有相同的特征多项式（逆命题不成立），即 A ∼ B 有 |λE −A| = |λE −B|，
从而有相同的迹，行列式，特征值，但特征向量不一定相同.

证明

设 B = P−1AP，则 |λE − B| = |λE − P−1AP | = |P−1(λE − A)P | = |P−1||λE −
A||P | = |λE −A|. 因此 A ∼ B 有 |λE −A| = |λE −B|.
我们知道特征多项式相同则特征值相同，迹等于所有特征值之和，行列式等于所有
特征值之积，因此相似矩阵有相同的迹，行列式，特征值.
相似矩阵来源于同一线性变换在不同基下的表示，因此它们的特征向量是线性变换
的特征向量在不同基下的坐标，因此不一定相同. □

在得到这一结论后，我们同样可以定义线性变换的特征多项式：我们就可以定义其为
任意矩阵表示的特征多项式.
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定义 15.8

设 σ 是 V (F) 上的线性变换，A 是 σ 在任意一组基下的矩阵，则 σ 的特征多项式定
义为 |λE −A|.

下面我们讨论一些重要的例子. 首先要引入的例子也是重要的结论，实际上在行列式
一讲中已给出类似结论，但我们现在从特征值角度考虑这一结论：

例 15.5

回答以下两个问题：

1. 设 A,B 均为 n 阶矩阵，证明：λ 6= 0 是 AB 的特征值，则 λ 也是 BA 的特征
值；

2. 设 A ∈Mm×n(C), B ∈Mn×m(C)，证明：(
AB O

B O

)
∼

(
O O

B BA

)

并由此推出 AB 和 BA 非零特征值相同，且 m = n 时有 |λE − AB| = |λE −
BA|.

证明

1. 设 X 是 AB 属于 λ 的特征向量，则 ABX = λX，因此 B(ABX) = B(λX)，
即 (BA)(BX) = λ(BX)，因此 BX 是 BA 属于 λ 的特征向量，故 λ 也是 BA

的特征值.

实际上这里还有一点需要说明，就是 BX 6= 0，否则它将不能作为特征向量. 事
实上证明是简单的，假设 BX = 0，则 ABX = 0，由于 λ 6= 0，因此必然有
X = 0，但这与 X 是 AB 属于 λ 的特征向量矛盾，因此 BX 6= 0.

2. 根据分块矩阵初等变换的性质，我们可以通过不断尝试选取到 P =(
Em A

O En

)
，其逆矩阵为 P−1 =

(
Em −A
O En

)
，我们发现恰有

(
Em −A
O En

)(
AB O

B O

)(
Em A

O En

)
=

(
O O

B BA

)
.
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因此

(
AB O

B O

)
与

(
O O

B BA

)
相似，因此它们的特征多项式相同，即

∣∣∣∣∣λEm −AB O

−B λEn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣λEm O

−B λEn −BA

∣∣∣∣∣ .
根据行列式的计算性质

∣∣∣∣∣A O

C B

∣∣∣∣∣ = |A||B|，我们有
|λEm −AB||λEn| = |λEm||λEn −BA|,

即 λn|λEm − AB| = λm|λEn − BA|，因此 AB 和 BA 非零特征值相同，且
m = n 时有 |λE −AB| = |λE −BA|.

□

不难发现上述例子中 2是 1的推广，因为由 2我们得到了 |λE−AB| = |λE−BA|(λ 6=
0).

下面这个例子非常重要，在解决一些题目时使用这一结论会更便捷：

例 15.6

（教材定理 4.10 推广）设 P−1AP = B，证明：A,B 分别属于同一特征值 λ 的特征
向量 X 和 Y 满足 Y = P−1X.

证明

由 AX = λ0X 以及 A = PBP−1，我们有 PBP−1X = λ0X，即 BP−1X = λ0P
−1X，

因此 P−1X 是 B 属于 λ0 的特征向量，即 P−1X 是 B 的特征向量，即 Y = P−1X.
□

实际上本题是教材定理 4.10（或本讲义定理 8.6）的推论，原因在于 P−1AP = B 说
明 A 和 B 是同一个线性变换（设为 σ）在不同基下的矩阵，因此 X 和 Y 只是 σ 关于 λ0

在两组基下的坐标，因此二坐标之间相差一个过渡矩阵.

最后我们谈一个拓展题型，我们考虑矩阵方程 AX −XB = O，若 A,B 都是 n 阶方
阵且 X 可逆，则方程可以改写为 X−1AX = B，即 A 与 B 相似. 事实上，这一矩阵方程
的解空间的维数实际上刻画了 A 与 B 的相似程度. 我们有如下结论：
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定理 15.7

设 A,B 分别为数域 F 上 n 阶、m 阶方阵，A,B 有 r 个两两不等的公共特征值，则
矩阵方程 AX − XB = O 有秩为 r 的矩阵解. 反之，若数域为复数域，矩阵方程
AX −XB = O 有秩为 r 的矩阵解，则 A,B 至少有 r 个公共的特征值（计重数）.

证明

1.

2.

□

由此可以看出，复数域上 n 阶、m 阶方阵 A,B 的矩阵方程 AX = XB 只有零解的充
要条件是 A,B 没有公共特征值. 我们通过一个例子应用这一定理：

例 15.7

设 m 阶矩阵 A 与 n 阶矩阵 B 无公共复特征值，C 为 m × n 矩阵，则矩阵方程
AX −XB = C 存在唯一解.

证明

设 V 是所有 m × n 矩阵构成的线性空间，定义 V 上的线性变换 σ(X) = AX −
XB, X ∈ V . 由于 A 和 B 无公共复特征值，所以 σ(X) = AX −XB = O 只有零
解，即 σ 为 V 上单射，由定理 5.10 可知 σ 是满射且是同构映射. 于是，对任意的
C ∈ V，都存在唯一的 X0 ∈ V 使得 σ(X0) = C，即矩阵方程 AX −XB = C 存在
唯一解 X0. □

15.3.3 特征值的基本性质

关于特征值，我们有如下基本性质：

1. 设 λ 是线性空间 V (F) 上的线性变换 σ 的特征值，ξ 是 σ 属于 λ 的特征向量，则

(1) kλ 是 kσ 的特征值，λm 是 σm 的特征值，且 ξ 仍是相应特征向量；

(2) 若 f(x) = anx
n+an−1x

n−1+· · ·+a1x+a0 是 F上的多项式，则 f(σ)(ξ) = f(λ)ξ；

2. 设 λ 是 n 阶矩阵 A 的特征值，A 可逆，则 λ−1 是 A−1 的特征值，|A|λ−1 是 A 的
伴随矩阵 A∗ 的特征值，且特征向量不变.
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3. 设 A 为 n 阶矩阵，则 A 与 AT 有相同的特征值（含重数）.

证明

1. (1) 由于 σ(ξ) = λξ，则 (kσ)(ξ) = kλξ，即 kλ 是 kσ 的特征值，ξ 仍是相应特
征向量.
而 σm(ξ) = σm−1(σ(ξ)) = σm−1(λξ) = λσm−1(ξ) = · · · = λmξ，即 λm 是
σm 的特征值，ξ 仍是相应特征向量.

(2) 利用前述 σm 的相关性质，我们有

f(σ)(ξ) = (anσ
n + an−1σ

n−1 + · · ·+ a1σ + a0I)(ξ)

= anσ
n(ξ) + an−1σ

n−1(ξ) + · · ·+ a1σ(ξ) + a0I(ξ)

= anλ
nξ + an−1λ

n−1ξ + · · ·+ a1λξ + a0ξ

= f(λ)ξ.

2. 设 ξ 是 A 的特征值，即 Aξ = λξ，则 ξ = A−1Aξ = A−1λξ，即 A−1ξ = λ−1ξ，
因此 λ−1 是 A−1 的特征值，ξ 仍是相应特征向量.

又由于 A 可逆时 A∗ = |A|A−1，根据前面关于 kσ 和 A−1 特征值的讨论可知，
|A|λ−1 是 A 的伴随矩阵 A∗ 的特征值，ξ 仍是相应特征向量.

3. 我们用特征多项式证明. 实际上，AT 的特征多项式为 |λE − AT| = |(λE −
A)T| = |λE −A|（回忆转置不改变行列式），实际上与 A 的特征多项式完全一
致，因此 AT 与 A 有相同的特征值（含重数）.

□

事实上，根据我们之前对线性变换特征值和矩阵特征值的讨论，我们知道上面的结论
中 “矩阵” 和 “线性变换” 都可以互相替换（除了伴随矩阵没有定义相应的映射）.

下面这一例子也是一些经典的结论，应当熟悉.

例 15.8

对下列矩阵 A 的特征值，能做出怎样的断言？

1. A 可逆/A 不可逆/E +A 可逆/4E +A 不可逆；

2. |E −A2| = 0；

3. A2 = E（对合）/A2 = A（幂等）/Ak = 0（幂零）；

4. A = λ0E +B（λ0 为常数，且已知 B 的 n 个特征值为 λ1, λ2, . . . , λn）；
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5. A 为对角块矩阵，即 A = diag(A1, A2, . . . , Am).

解

1. A 可逆时有 |A| = λ1 · · ·λn 6= 0，因此 A 的特征值都不为 0. 同理，A 不可逆同
理表明存在特征值等于 0，E + A 可逆表明 −1 不是 A 的特征值，4E + A 不
可逆表明 −4 是 A 的特征值.

2. |E −A2| = |E −A||E +A| = 0，因此 ±1 都是 A 的特征值.

3. 我们首先考虑对合矩阵，接下来的同理可以得到类似结论. 由于 A2 = E，设
AX = λX，则 A2X = λ2X = X，因此 λ2 = 1，即 λ = ±1，因此 1 或 −1 是
A 的特征值.

但这里我们需要强调的是，不同于前两问，前两问中我们都是说某些值是 A 的
特征值，但无法保证 A 的特征值只能是某些值，但在本题这样给出矩阵方程的
情况下，我们可以得到 A的特征值只能是 ±1，没有其他值. 我们用反证法，假
设存在 λ0 6= ±1 是 A 的特征值，即 AX = λ0X，则 A2X = λ2

0X 6= X（因
为 X 不是零向量），导出矛盾. 当然有同学可能会思考，A 的特征值一定兼有
±1 吗，事实上并非如此，例如 E 满足 E2 = E，但其特征值只有 1，−E 满足
(−E)2 = E，但其特征值只有 −1. 并且利用下一讲对角化的结论可以知道（我
们放在下一讲习题中供读者练习），满足 A2 = E 且特征值只有 1 的矩阵只能
是 E，特征值只有 −1 的矩阵只能是 −E.

注：本题解决过程中告诉我们一个解题技巧，如果看到 A 的多项式 f(A) =

O 这种形式的表达式，事实上 A 的特征值只能是 f(λ) = 0 的根，如上题中
f(A) = A2 − E，则 f(λ) = λ2 − 1，因此 A 的特征值只能是 ±1.

同理，我们可以知道幂等矩阵的特征值只能是 0 和 1，幂零矩阵的特征值只能
是 0（这是一个重要的幂零矩阵等价条件，未来我们会再次遇到）.

4. 设 BX = λiXi(Xi 6= 0, i = 1, . . . , n)，则 AXi = λ0Xi+BXi = λ0Xi+λiXi =

(λ0 + λi)Xi，因此 λ0 + λi (i = 1, . . . , n) 都是 A 的特征值.

5.

|λE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λE1 −A1 0 · · · 0

0 λE2 −A2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λEm −Am

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

m∏
i=1

|λEi −Ai| = 0

因此，Ai, i = 1, . . . ,m 的特征值都是 A 的特征值.



408 第 15 讲 相似标准形：动机与基础

当然在本题中，我们看到了一些特殊的矩阵，如对合矩阵，幂等矩阵，幂零矩阵等，我
们在之后还会讨论它们的一些性质，特别是幂等矩阵和幂零矩阵，因此我们很有必要为这
些矩阵写下一个定义. 当然这些名词还有对应的线性变换版本，下面我们给出正式的定义：

定义 15.9

一个矩阵 A（或线性变换 σ）称为对合矩阵（或对合变换），如果 A2 = E（或 σ2 = I）；
称为幂等矩阵（或幂等变换），如果 A2 = A（或 σ2 = σ）；称为幂零矩阵（或幂零变
换），如果存在自然数 k 使得 Ak = O（或 σk = O）.

基于上面给出的性质和例子，我们可以进一步运用特征值的性质来求解一些问题，下
面是一些例子：

例 15.9

回答以下问题：

1. 设 α = (1, 0,−1)T，且 A = ααT，求 |6E −An|；

2. 设 A为三阶矩阵，其特征值为 1,−2,−1，求 |A|，A∗+3E 的特征值，(A−1)2+2E

的特征值以及 |A2 −A+ E|；

3. 设 A 为三阶矩阵，A2 −A− 2E = O，|A| = 2，求 |A∗ + 3E|；

4. 设 A 为三阶矩阵，其特征值为 −1,−1, 5，求 A11 +A22 +A33；

解

1. 事实上 A = ααT =


1 0 −1
0 0 0

−1 0 1

，由 |λE − A| = 0 解得 A 的特征值为

λ1 = λ2 = 0, λ3 = 2，而根据 An 的特征值性质和例 15.8可知，6E−An 的特征
值为 6−λn

1 , 6−λn
2 , 6−λn

3，即 6, 6, 6−2n，因此 |6E−An| = 62(6−2n) = 36(6−2n).

2. 由于 A的特征值为 1,−2,−1，因此 |A| = 1×(−2)×(−1) = 2，而 A∗的特征值为
|A|λ−1，因此 A∗ 的特征值为 2,−1,−2，故 A∗+3E 的特征值为 A∗ 的特征值加
3（根据例 15.8），即为 5, 2, 1，又根据 A−1和 A2特征值的性质可知，(A−1)2+2E

的特征值为 12+2, (−1/2)2+2, (−1)2+2，即为 3, 9/4, 3，而 A2−A+E 的特征值
根据 f(σ)特征值性质的讨论可知为 12−1+1, (−2)2−(−2)+1, (−1)2−(−1)+1，
即为 1, 7, 3，因此 |A2 −A+ E| = 1× 7× 3 = 21.
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3. 设 AX = λX(X 6= 0)，则 (A2−A−2E)X = (λ2−λ−2)X = O，因此 λ = −1
或 λ = 2，根据例 15.8 中关于对合矩阵的讨论可知，A 的特征值恰为-1 和 2.
又 |A| = 2，且 A 为 3 阶矩阵，因此 A 的 3 个特征值必为-1，-1，2.

又 A∗ 的特征值为 |A|λ−1，因此 A∗ 的特征值为 1,−2,−2，又根据例 15.8 的
结论，A∗ + 3E 的特征值为 A∗ 的特征值加 3，即 λ1 = λ2 = 1, λ3 = 4，故
|A∗ + 3E| = λ1λ2λ3 = 4.

4. 由题意知 |A| = 5，故 A∗ 的特征值为 |A|λ−1 即为 µ1 = µ2 = −5, µ3 = 1，而
A11+A22+A33 就是 A∗ 的迹（即矩阵对角线元素之和），因此 A11+A22+A33 =

µ1 + µ2 + µ3 = −9.

15.3.4 特征向量的基本性质

这一部分的定理与下一讲中得到简单矩阵的可对角化的等价条件直接相关，实际上有
了本节的定理，可对角化条件是很显然的.

定理 15.8

设 V 是有限维的，σ ∈ L(V ) 且 λ ∈ F，则

1. σ 的不同特征值对应的特征向量线性无关；

2. σ 的不同特征值对应的特征子空间的和为直和；

3. σ 最多有 dimV 个不同的特征值.

证明

1. 设 λ1, . . . , λm 是 σ 的互异特征值，ξ1, . . . , ξm 是相应的特征向量. 反证法，我
们假设 ξ1, . . . , ξm 线性相关，由引理 3.1 可知，存在 k 是使得

ξk ∈ span(ξ1, . . . , ξk−1)

成立的最小整数，则存在 c1, . . . , ck−1 使得

ξk = c1ξ1 + · · ·+ ck−1ξk−1. (15.2)

将 σ 作用到上式两边，我们有

λkξk = c1λ1ξ1 + · · ·+ ck−1λk−1ξk−1.
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将式 15.2 两边乘以 λk，然后减去上式，我们有

0 = c1(λk − λ1)ξ1 + · · ·+ ck−1(λk − λk−1)ξk−1.

由于我们选取的 k是满足 ξk ∈ span(ξ1, . . . , ξk−1)的最小整数，因此 ξ1, . . . , ξk−1

线性无关，故 a1 = · · · = ak−1 = 0，因此 ξk = 0，这与 ξk 是特征向量矛盾，因
此 ξ1, . . . , ξm 线性无关.

2. 回忆直和的证明方法，我们在定理 4.4 中选取合适等价命题进行证明. 假设

ξ1 + · · ·+ ξm = 0, (15.3)

其中 ξi ∈ Vλi
，由于 σ 的不同特征值对应的特征向量线性无关，因此 ξ1, . . . , ξm

不可能是特征向量，否则由式 15.3可知它们线性相关，故必有 ξ1 = · · · = ξm =

0，这表明 σ 的不同特征值对应的特征子空间的和为直和.

3. 设 λ1, . . . , λm 是 σ 的互异特征值，ξ1, . . . , ξm 是相应的特征向量. 前面已经证
明了 ξ1, . . . , ξm 线性无关，因此 dimV ⩾ m，得证.

□

上述定理有如下推论：

1. 若 λ1, . . . , λm 是线性映射 σ 互异的特征值，则 Vλi
∩
∑
j ̸=i

Vλj
= {0} (i = 1, . . . ,m)，则

一个特征向量不能属于多个特征值. 这一推论来源于直和的一个等价条件，线性空间
运算一讲的习题中有涉及.

2. σ 的不同特征值 λ1, . . . , λm 对应的特征子空间 Vλ1
, . . . , Vλm

的基向量合在一起构成
的向量组线性无关，且是 Vλ1

+ Vλ2
+ · · ·+ Vλm

的基.

接下来这个定理讨论了代数重数和几何重数间的关系：

定理 15.9

n 维线性空间 V (F) 的线性变换 σ 的每个特征值 λ0 的重数（代数重数）大于等于其
特征子空间 Vλ0

的维数（几何重数）.

证明

根据线性变换和矩阵特征值的统一性（即特征多项式一致，故特征值代数重数一致）
以及特征向量通过坐标映射一一对应的性质（即几何重数一致），我们只需要讨论 σ
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在 V 的某一组基下的表示矩阵 A 的情况即可.
设 λ0 对应的特征子空间维数为 r，则存在 Vλ0

的一组基 ξ1, . . . , ξr，并将其扩充为 V

的一组基 ξ1, . . . , ξr, ξr+1, . . . , ξn.
定义 n阶可逆矩阵 U = (ξ1, . . . , ξr, ξr+1, . . . , ξn)，根据 Aξi = λ0ξi (i = 1, . . . , r)，我
们有

A(ξ1, . . . , ξr, ξr+1, . . . , ξn) = (λ0ξ1, . . . , λ0ξr, Aξr+1, . . . , Aξn)

= (ξ1, . . . , ξr, ξr+1, . . . , ξn)

(
λ0Er B

O C

)

其中 B 是 r × (n − r) 矩阵，C 是 (n − r) × (n − r) 矩阵，O 是零矩阵. 记 D =(
λ0Er B

O C

)
，则 AU = UD =⇒ A = UDU−1.

考虑特征多项式 |λE − A| = |λE − UDU−1| = |U(λEn − D)U−1| = |U ||λEn −
D||U−1| = |λEn − D|，故 |λE − A| = |λEn − D|. 进一步地，|λE − D| = |λEr −
λ0Er||λEn−r −C| = (λ− λ0)

r|λEn−r −C|，因此 λ0 作为特征多项式 |λE −A| 的根
的重数至少为 r，即 λ0 的代数重数大于等于其特征子空间 Vλ 的维数. □

事实上，由于 n 阶矩阵的特征多项式是 n 次的，因此所有特征值的代数重数之和等于
n，但是根据上述定理可知所有特征值的几何重数之和小于等于 n，即所有特征子空间的直
和不一定能够得到原空间 V . 这将构成我们接下来讨论的一个核心：我们在下一讲中将要
讨论代数重数和几何重数相等情况下的最简单的矩阵表示，以及二者不相等的时候如何对
原空间进行分解（因为此时 V 不能被分解为特征子空间直和）使得我们可以获得较为简单
的矩阵表示.

最后我们再通过一个例子体会特征向量和特征子空间的一些性质：

例 15.10

设 V (F) 是 n 维线性空间，σ ∈ L(V )，证明：

1. 若 α, β 是 σ 的属于不同特征值的特征向量，则 c1c2 6= 0 时，c1α+ c2β 不是 σ

的特征向量；

2. V 中的每一非零向量都是 σ 的特征向量 ⇐⇒ σ = c0IV，其中 c0 ∈ F 是一个
常数，IV 是恒等变换.
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证明

1. 设 σ(α) = λ1α, σ(β) = λ2β，其中 λ1 6= λ2，并假设 c1α + c2β 是 σ 的特征向
量，即存在 λ0 ∈ F 使得

σ(c1α+ c2β) = λ0(c1α+ c2β).

展开括号，我们有

c1σ(α) + c2σ(β) = c1λ0α+ c2λ0β.

即 c1λ1α+ c2λ2β = c1λ0α+ c2λ0β，即 (λ1 − λ0)c1α+ (λ2 − λ0)c2β = 0，由于
α, β 线性无关，因此

c1(λ1 − λ0) = c2(λ2 − λ0) = 0.

当 c1c2 6= 0 时，我们有 λ1 = λ0 = λ2，这与 λ1 6= λ2 矛盾，因此 c1α+ c2β 不
是 σ 的特征向量.

2. 右推左显然，我们只考虑左推右的证明. 由上一小问结论可知，若 V 中的每一
非零向量都是 σ 的特征向量，σ 不可能有不同的特征值（因为有不同的特征值
就有不同特征值对应的特征向量，但它们的线性组合一定仍在 V 中，这与从第
一问中得到的结论，即它不是 σ 的特征向量矛盾）. 设 c0 是 σ 的唯一的特征
值，则对于任意 α ∈ V，我们有 σ(α) = c0α，即 σ 在任意元素上的像都已经唯
一确定，则显然在 V 的一组基上的像也唯一确定，由定理 5.7 可知这样的线性
映射是唯一的，σ = c0IV 符合要求，因此它就是我们要找的线性映射.

□

事实上，本题的结论是十分具有启发性的. 它表明，即便所有特征子空间的直和等于
全空间 V，这也不表明 V 中所有向量都是特征向量，只有特征值唯一时才能做到这一点.
原因在于不同特征子空间之间是直和，因此我们无法通过两个特征子空间的基向量的线性
组合（系数非零）来得到任意特征子空间中的向量，相反，这样的线性组合会使得得到的
新向量不在任何一个特征子空间中，因此无法使得 V 中所有向量都是特征向量.

下面我们通过一个例子给出一种由特征向量出发生成线性无关向量组的方法，这一例
子将在后续的讨论中起到重要作用：
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例 15.11

设 A 是数域 F 上一个 n 阶方阵，E 是 n 阶单位矩阵，α1 ∈ Fn 是 A 的属于特征值
λ的一个特征向量，向量组 α1, α2, . . . , αs 按如下方式产生：(A−λE)αi+1 = αi, i =

1, 2, . . . , s− 1. 证明向量组 {α1, α2, . . . , αs} 线性无关.

证明

□

15.4 实数域与复数域的讨论

在上一节中我们并没有明确区分特征值所在的数域（即线性空间 V 定义的数域）.
实际上上面的讨论都是与数域无关的，即无论是什么数域上面的定理都是成立的. 然而，
从例 15.2 中我们看到实数域和复数域可能有本质的不同，即特征值的存在性可能存在差
别. 事实上，这是定理 14.13 的必然结果，因为复数域上 n 次多项式一定有 n 个根，但实
数域上可能根会减少，因此 n 次特征多项式 f(λ) 在实数域上解的情况与复数域有差别.

因此我们有必要分别讨论在复数域和实数域条件下特征值与特征向量的不同性质，事
实上我们将在实空间上的线性变换一讲中单独深入讨论这一主题，但现在我们需要几个定
理来引入这一话题并为接下来的讨论作准备：

定理 15.10

设 σ ∈ L(V )，V 是 n 维复线性空间，则 σ 必有特征值.

这一定理从解特征多项式求特征值的角度来看是非常显然的，因为此时特征多项式
f(λ)展开后为 n次多项式，则由代数学基本定理，f(λ) = 0在复数域上有 n个解，因此复
线性空间上的线性变换一定有特征值. 注意实线性空间上不一定有特征值，因为 f(λ) = 0

可能无实根.

这一命题也可以不使用特征多项式解决，在《线性代数应该这样学》的 5.21 以及习题
5.B 的 16-17 题都给出了一些不使用行列式、特征多项式的证明方法，读者可以参考，此
处篇幅有限不再赘述.

定理 15.11

任取 σ ∈ L(V )，V 是 n 维线性空间（无论数域是实或复），则 σ 一定有一维或二维
不变子空间.
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证明

由定理 15.10 可知，复空间 σ 有特征值 λ，因此根据在特征子空间的讨论可知必然
存在一维不变子空间.
若 σ 定义在实空间上，我们可以首先考虑复数域上的特征值，若 a+ bi 是 σ 的特征
值，其中 a, b ∈ R，则存在不全为零的实向量 α, β 使得 α+ βi 是 σ 的特征向量，即
我们有

σ(α+ βi) = (a+ bi)(α+ βi).

展开括号，我们可以得到

σ(α) = aα− bβ, σ(β) = bα+ aβ.

令 U = span(α, β)，则 U 是 σ 的不变子空间，且 dimU = 1 或 dimU = 2，具体取
值取决于 α 和 β 是否线性相关. □

这里讨论实空间的情况时，我们用到了一个很特别的思想，即首先考虑了复特征值和
特征向量，然后通过将复数表示为 a+ bi(a, b ∈ R) 的形式转回了实空间上的研究. 这一思
想我们称之为 “复化”，我们将在本讲义后面的章节中更为完整地讨论这一思想.

最后我们讨论实数特征值和复数特征值几何意义的不同. 比较显然的一点是，实数域
上的特征值与特征向量的几何意义在于，某一线性变换的特征向量在经过变换后得到的向
量与原先向量共线，因为若 α ∈ V 为 σ 的特征向量，则存在 λ ∈ R 有 σ(α) = λα，因此
α 被线性变换作用后相当于简单的按比例伸缩.

但是如果特征值是复数，那么情况并不会这么简单. 我们接下来的讨论思路比较直观，
不够严谨，但是可以帮助我们理解复数特征值的几何意义. 我们首先来看一个例子：

例 15.12

设 σ ∈ L(F2) 定义为 σ(w, z) = (−z, w).

1. 当 F = R 时，求 σ 的特征值和特征向量；

2. 当 F = C 时，求 σ 的特征值和特征向量.

解

我们首先写出 σ 在任意一组基下的矩阵表示，为了方便，我们选取标准基 e1 =
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(1, 0), e2 = (0, 1)，则矩阵表示为

A =

(
0 −1
1 0

)
.

则其特征多项式 f(λ) = |λE −A| = λ2 + 1，因此

1. 在实数域上无特征值和特征向量；

2. 复数域上特征值为 ±i，其中 i 对应的特征向量为 (w,−wi)，−i 对应的特征向
量为 (w,wi)，其中 w ∈ R 且 w 6= 0.

这里需要强调的一点是，C2 也是二维线性空间，原因在于这里的 C2 的含义是定义在
复数域上的，即是 C2(C)，而不是 C2(R)，因此维数为 2 而非 4. 事实上在例 3.4 中读者应
当就已经理解了这一点，此处不再做详细解释.

事实上，我们可以抛开程序式的解题步骤，仔细观察这里的映射定义，我们会发现，在
实数域内这一变换 σ 就是二维平面中将向量绕原点逆时针旋转 90◦ 的旋转变换，因此在实
数域内无特征值（实特征值实际上只能将特征向量沿着原方向伸缩）. 但为何复数域内有
特征值呢？我们回忆复数的极坐标表示，任意复数 z 可表示为 z = reiθ，因此直观而言复
特征值除了伸缩效应外也有旋转的效应.

本题中两个特征向量可以写为 α ± iβ，则 T 在 (α, β) 这组基下的矩阵表示就是一个
表示旋转 90◦ 的矩阵乘以单位矩阵（表明伸缩为比例 1），这表明线性变换对空间的伸缩作
用与特征值模长对应，旋转作用与辐角对应（本题特征值 ±i = 1 · (cos 90◦ ± i sin 90◦)）.

我们还可以延伸到三维空间. 设三阶矩阵 A = (aij)3×3，设这一矩阵有三个互异特征
值，则根据多项式的性质可知，其中两个为共轭复数 λ1,2 = a ± b，还有一个实数 λ3 = c，
对应的特征向量为 v1,2 = α± iβ, v3 = γ，则 T 在 α, β, γ 下的矩阵表示为

B =


a b 0

−b a 0

0 0 c

 ,

我们令 r =
√
a2 + b2, a = r cos θ, b = r sin θ，则有

B =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1



r 0 0

0 r 0

0 0 c

 .

我们可以看到，这个变换被分解为两个变换，一个是在 x − y 平面上的旋转，另一个是拉
伸，在 x− y 平面上拉伸 r 倍，z 方向拉伸 c 倍. 这显然是二维结论的自然推广.
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在更高维的情况也是类似的，矩阵也可以表示为一个旋转向量的矩阵乘以一个伸缩向
量的矩阵，旋转角度是复特征值的辐角，伸缩倍数是复特征值的模长.

15.5 特征值的估计

内容总结
在本讲中我们首先从降低维数方便讨论的角度引入了对线性空间直和分解为更小的子

空间的思想，引入了限制映射，最后要求限制映射是线性变换从而引出不变子空间的概念，
并通过简单的例子验证、求解了不变子空间，更多的例子我们将会在学完若当标准形后见
到.

接下来我们从一维不变子空间入手，引入了特征值、特征向量以及特征子空间的概念，
讨论了线性变换与矩阵在特征值、特征向量上的统一性，并分别研究了它们的性质. 在特
征值中，我们首先说明了特征多项式的根就是特征值，特征值就是特征多项式的根，然后
在定理 15.5 中讨论了特征多项式的展开式，特别是了解了特征值之和等于矩阵的迹，特征
值之积等于矩阵的行列式的结论，并结合后面推导的有关于线性映射（矩阵）的倍数、幂
次、逆、伴随、多项式的特征值的性质结论，在例题中体会了特征值性质的运用. 而对于特
征向量和特征子空间，我们证明了不同特征值对应的特征向量是线性无关的，不同特征子
空间之间是直和关系. 接下来我们结合了特征值和特征向量，证明了代数重数（特征多项
式求解得到的特征值作为根的重数）大于等于几何重数（特征子空间的维数）的定理，也
通过例题说明了即便所有特征子空间的直和等于全空间 V，这也不表明 V 中所有向量都
是特征向量，只有特征值唯一时才能做到这一点.

最后我们讨论了实数域和复数域上的一些共性和差异性，首先是因为特征多项式在实
数、复数域上解的情况不同导致的差别，但我们也通过 “复化”的思想证明了即便实数域上
可能没有特征值（即无一维不变子空间），但此时一定存在二维不变子空间. 最后我们还通
过一个例子引入了实特征值和复特征值几何意义的不同（是单纯的长度放缩还是结合了旋
转），尽管我们的讨论不完全严谨，但能提供一个良好的几何直观.

从下一讲开始，我们将思考一个本讲中留待解决的问题：因为特征值的代数重数大于
等于几何重数，这里的等于号并非总是能取到，因此所有特征子空间的直和不一定能够得
到原空间 V，因此我们要讨论代数重数和几何重数相等和不相等的时候如何对原空间进行
分解使得我们可以获得较为简单的矩阵表示，继续我们简化矩阵表示的目标.

习题

盖将自其变者而观之，则天地曾不能以一瞬；自其不变者而观之，则物与我皆无尽也，
而又何羡乎！
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——苏轼，《赤壁赋》

A 组

1. 设 S, T ∈ L(V ) 满足 ST = TS，证明：kerS 和 imS 都在 T 下不变.

2. 已知 R2 上线性变换 T 在基 e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) 下的矩阵为

(
2 1

0 2

)
. 证明：

(1) 设 W1 为由 e1 张成的子空间，则 W1 为 T 的不变子空间；

(2) R2 不能表示为 T 的任何不变子空间 W2 与 W1 的直和.

3. 定义线性变换 T ∈ L(F2) 为 T (x, y) = (y, 0). 令 U = {(x, 0) | x ∈ F}. 证明：

(1) U 在 T 下不变，且 T |U 是 U 上的零线性变换；

(2) 不存在 F2 的在 T 下不变的子空间 W 使得 F2 = U ⊕W；

(3) T/U 是 F2/U 上的 0 线性变换.

4. 设 V 是有限维的且 T ∈ L(V )，设 λ1, . . . , λm 是非零互异特征值，证明：

dimE(λ1, T ) + · · ·+ dimE(λm, T ) ⩽ dim imT.

5. 设 T ∈ L(V ) 且 dim imT = k. 证明 T 至多有 k + 1 个特征值.

6. 设 σ 是线性空间 R[x]3 上的线性变换，它在基 1, x, x2 下的矩阵为

A =


1 2 2

2 1 2

2 2 1


求 σ 的特征值与特征子空间.

7. 设 A,P 都是 3 阶方阵，P 可逆，已知 A 的特征值 λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 2，B =

A3 − 5A2，求 |B|，|A+ 5E|，|5E + P−1AP |.

8. 设 A =


a −1 c

5 b 3

1− c 0 −a

，|A| = −1，α = (−1,−1, 1)T 为 A∗ 的特征向量，求 A∗

对应于 α 的特征值及 a, b, c 和 A 对应于 α 的特征值 µ.

9. 设 A,B ∈Mn(F)，AB = BA，证明：若 X 是矩阵 A 属于特征值 λ0 的特征向量，则
BX ∈ Vλ0

（注：本题是解决很多 AB = BA 类问题的基础）.

B 组
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1. 设 σ ∈ L(V,W )，定义 σ̃ : (V /(kerσ))→W 如下：

σ̃(v + kerσ) = σ(v).

(1) σ̃ 是良定义的，且是 (V /(kerσ)) 到 W 上的线性映射；

(2) σ̃ 是单射；

(3) im σ̃ = imσ；

(4) V /(kerσ) 同构于 imσ.

2. 设 T ∈ L(V )，证明：T 是数乘变换（即 T = cIV，其中 c 为非零常数，IV 为 V 上
的恒等映射）的充要条件是 V 的每一个一维子空间都是 T 的不变子空间.

3. 设 σ ∈ L(V )，证明：

(1) σ/(imσ) = 0；

(2) σ/(kerσ) 是单射 ⇐⇒ kerσ ∩ imσ = {0}.

4. 设 V 是有限维的，T ∈ L(V ) 且 U 在 T 下不变. 证明：T/U 的每个特征值均为 T 的
特征值.

5. 设 V 为 n 维复向量空间，T ∈ L(V )，T 在 V 的一组基 e1, e2, . . . , en 下的矩阵为对
角矩阵 diag{d1, . . . , dn}，且 di 6= dj (i 6= j).

(1) 求 T 的所有一维不变子空间；

(2) 求 T 的所有不变子空间与个数.

6. 给定 R 上的 2 维线性空间 V 上的算子 T，其在一组基 α1, α2 下的矩阵为(
0 1

1− a 0

)
.

求 T 的所有不变子空间.

7. 设 A,B 都是 n 阶矩阵，且 r(A) + r(B) < n，证明：A,B 有相同的特征值和特征向
量.

8. 设 λ1, λ2, . . . , λn 是矩阵 A = (aij)n×n 的 n 个特征值，证明：λ2
1, λ

2
2, . . . , λ

2
n 是 A2 的

n 个特征值，且
n∑

i=1

λ2
i =

n∑
j=1

n∑
k=1

ajkakj .

9. 设 A 为 n 阶矩阵，X1, X2, X3 为 n 元列向量，且 AX1 = kX1 (X1 6= 0), AX2 =

lX1 + kX2, AX3 = lX2 + kX3 (l 6= 0). 证明：X1, X2, X3 线性无关.

C 组
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1. 设 A,B ∈ Mn(C)，B 的特征多项式 f(λ) = |λE − B|. 证明：f(A) 可逆的充要条件
是 B 的任一特征值都不是 A 的特征值.

2. 证明：若 AB = BA，则 A 和 B 至少有一个共同的特征向量.
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控制法及其在矩阵理论中的应用
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16
相似标准形：复数域上的尝试与理论

16.1 对角矩阵

16.1.1 可对角化的条件

在介绍完相似的概念和基本性质后，我们便可以讨论如何寻找一组基使得线性变换的
矩阵表示是一个很简单的矩阵，即寻找合适的相似标准形. 我们从复数域开始，因为在上一
讲定理 15.10 我们提到了复数域上的线性变换或矩阵必有特征值，并且根据定理 14.17 可
知特征值重数之和必定等于线性空间的维数（本讲在复数域下讨论，因此都承认这一点），
而实数域则不一定，而特征值保证了一维不变子空间的存在，有很好的性质，因此我们可
以先从复数域开始尝试. 并且我们就可以从一维不变子空间入手，因为定理 15.2告诉我们，
如果线性空间 V 能分解为 σ ∈ L(V ) 的一维不变子空间的直和，那么每个分块都是大小为
1 的分块，那么矩阵将会是对角矩阵——这是我们能想到的最简单的矩阵之一了. 我们将
这一定理严谨陈述如下：

定理 16.1

n 维线性空间 V 上的线性变换 σ ∈ L(V ) 在基 B = {α1, · · · , αn} 下的表示矩阵为
对角矩阵 diag(d1, · · · , dn)，当且仅当 V 能分解为 σ 的一维不变子空间的直和，即
V = U1 ⊕ · · · ⊕ Un，其中 Ui = span(αi), i = 1, · · · , n 是 σ 的一维不变子空间.

423
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证明

必要性我们直接写出线性映射矩阵表示的定义即可：

σ(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)


d1

. . .
dn

 ,

展开可得 σ(αi) = diαi，故 αi 是 σ 的特征向量，Ui = span(αi) 是 σ 的一维不变子
空间，并且由于 α1, · · · , αn 是一组基，因此 U1 ⊕ · · · ⊕ Un = V . 反之直接将上述过
程逆回即可写出对角化的矩阵表示. □

在上述定理中，线性变换在一组基下矩阵表示为对角矩阵，这样的线性变换我们称其
为可对角化的，我们将这一定义严谨写下：

定义 16.1

设 σ ∈ L(V )，如果存在 V 的一组基使得 σ 在这组基下的矩阵是对角矩阵，则称 σ

可对角化

在上述定理的证明中我们可以直接观察到，如果一个线性变换可对角化，那么对应于
对角矩阵的基中每一个向量必然是特征向量，因此我们很容易想到可对角化的下一个等价
条件就是线性变换有一组由特征向量构成的基. 当然这只是一个观察，基于这一观察我们
可以进一步扩展，得到下面这一关于线性变换可对角化等价条件的核心定理：

定理 16.2

设 V 是数域 F 上的 n 维线性空间，σ 是 V 上的线性变换，λ1, λ2, . . . , λs ∈ F 是 σ

的所有互异特征值，则以下条件等价：

1. σ 可对角化；

2. σ 有 n 个线性无关的特征向量，它们构成 V 的一组基；

3. V 有在 σ 下不变的一维子空间 U1, . . . , Un，使得 V = U1 ⊕ · · · ⊕ Un.

4. V = Vλ1
⊕ Vλ2

⊕ · · · ⊕ Vλs
；

5. n = dimVλ1
+ dimVλ2

+ · · ·+ dimVλs
；

6. σ 每个特征值的代数重数等于几何重数.
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证明

1 =⇒ 2 根据我们在推导求解线性变换对角矩阵流程时的分析，这一结论是成立的；

2 =⇒ 3 由于 σ 有 n 个线性无关的特征向量，记为 α1, . . . , αn，则令 Ui = span(αi)，则
Ui是 σ的不变子空间（因为 σ(αi) = λαi ∈ Ui, ∀αi ∈ Ui），且 V = U1⊕· · ·⊕Un；

3 =⇒ 4 我们将这些 Ui 中包含的向量按属于哪个 λi 的特征向量进行分类，然后每一类
内的 Ui 进行直和即可得到特征子空间. 根据定理 4.5 可知结论成立；

4 =⇒ 5 根据直和的维数公式显然成立；

5 =⇒ 6 设 λ1, . . . , λs 的代数重数为 r1, . . . , rs，则 n = r1 + · · ·+ rs，又根据定理 15.9，
dimVλi

⩽ ri, i = 1, . . . , s，因此由 n = dimVλ1
+ · · · + dimVλs

可知必须有
dimVλi

= ri, i = 1, . . . , s，即每个特征值的代数重数等于几何重数；

6 =⇒ 1 由于每个特征值的代数重数等于几何重数，因此特征子空间维数之和为 n，故
存在 n 个线性无关的特征向量，根据我们在推导求解线性变换对角矩阵流程时
的分析，这表明 σ 可对角化.

□

我们有一个显然的推论如下：

推论 16.1

若 n 维空间上的线性变换 σ 有 n 个不同的特征值，则 σ 可对角化. 反之，σ 可对角
化不一定有 n 个特征值.

证明

若 n 维空间上的线性变换 σ 有 n 个不同的特征值 λ1, . . . , λn，设 v1, . . . , vn 分别是
λ1, . . . , λn 对应的特征向量，由于 v1, . . . , vn 线性无关，因此 v1, . . . , vn 构成 V 的一
组基，故 σ 可对角化.
反之，我们只需要举出最简单的反例，例如 σ = IV，即 V 上的恒等映射，它的特征
值只有一个，即 λ = 1，但它可对角化（因为在任意一组基下的矩阵都是单位矩阵）
. □

我们知道线性变换在不同基下的表示矩阵是相似的，因此我们完全可以将可对角化的
概念推广到矩阵上：
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定义 16.2

设 A ∈ Fn×n，如果存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP 是对角矩阵，则称 A可对角化（等
价于 A 相似于对角矩阵）.

显然的，矩阵的可对角化与线性变换可对角化之间的关联是密不可分的. 因为如果线
性变换 σ 可对角化，则它的任意一组基 B1 下的表示矩阵 A 都是可对角化的. 原因在于 σ

在某组基 B2 下的矩阵是对角矩阵 Λ，因此 A 和 Λ 是 σ 在两组基下的表示矩阵，因此 A

相似于对角矩阵，故 A 可对角化. 反之亦然，若 σ 的任意一组基下的表示矩阵 A 可对角
化，这说明 A 相似于对角矩阵，因此 σ 在某一组基下的矩阵是对角矩阵，因此 σ 可对角
化.

我们很多时候会直接讨论矩阵的可对角化，因此自然的，我们希望得到矩阵可对角化
的等价条件. 只需回顾矩阵和线性变换特征值与特征向量的对应关系（特征值一致，特征
向量有坐标的关系），我们可以将以上线性变换可对角化的结果都推广到矩阵的可对角化
上（除矩阵我们没有讨论不变子空间外）：

定理 16.3

设 A 是数域 F 上的 n 阶矩阵，λ1, λ2, . . . , λs ∈ F 是 A 的所有互异特征值，则以下
条件等价：

1. A 可对角化；

2. A 有 n 个线性无关的特征向量，它们构成 Fn 的一组基；

3. n = dimVλ1
+ dimVλ2

+ · · ·+ dimVλs
；

4. A 每个特征值的代数重数等于几何重数.

推论 16.2

若 n 阶矩阵 A 有 n 个不同的特征值，则 A 可对角化. 反之，A 可对角化不一定有
n 个特征值.

实际上由特征值的性质，我们容易知道数域 F 上矩阵 A（或 σ ∈ L(V )）可对角化，对
于数域 F 上任意多项式 f(x)，f(A)（或 f(σ)）也可对角化，且 A（或 σ）可逆时，A−1

（或 A−1）和 A∗ 也可对角化（我们只证明矩阵版本，线性映射完全一致，除了没有定义伴
随矩阵对应的线性映射）：
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证明

根据我们对特征值性质的讨论，若 A有特征值 λ，则 f(A)对应的特征值为 f(λ)，且
A 可逆时，A−1 和 A∗ 有特征值 λ−1 和 |A|λ−1，并且相应的特征向量保持不变，因
此特征子空间都不变，一定也能保证特征子空间直和为 V，因此它们都可对角化. □

得到了可对角化的等价条件后，我们自然有一个美好的愿景：如果每个线性变换和矩
阵都是可对角化的，那么我们关于相似标准形的讨论似乎就可以结束了——对角化很显然
是个能令人满意的结局！然而事与愿违，并非所有的线性变换和矩阵都是可对角化的，如
下面的例子：

例 16.1

证明 r 阶上三角矩阵 (r > 1)

J0 =


λ0 1

λ0
. . .
. . . 1

λ0


不与对角阵相似.

解

首先求出特征多项式为 f(λ) = |λE − J0| = (λ− λ0)
r，因此 J0 只有一个特征值 λ0，

且代数重数为 r.
接下来求几何重数，即 J0X = λ0X 的解空间维数，即 (λ0E − J0)X = 0O 的解空间
维数，事实上由于 r(λ0E − J0) = r− 1，因此解空间维数为 r− (r− 1) = 1，即几何
重数为 1 < r，因此不可对角化.

事实上，上例中的矩阵我们称之为若当块矩阵，我们未来将会有完整第一讲来介绍这
一类型矩阵，因为它在我们的讨论中具有非常重要的地位——不可对角化的线性变换能得
到的最简单的矩阵表示就是由多个若当块矩阵构成的，因此得到这一矩阵形式将是我们未
来讨论的一大目标，这也同时宣告了将对角化作为终极目标的失败.

16.1.2 对角化问题的一般解法

在得到线性变换和矩阵可对角化的充要条件后，我们关心如何求解一个可对角化的线
性变换和矩阵对应的对角矩阵，以及解出
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1. σ 在何组基下的矩阵是对角矩阵；

2. 什么样的矩阵 P 使得 P−1AP 是对角矩阵.

我们将分别进行讨论. 我们先讨论矩阵的情况. 我们已知 A 可对角化，那么存在可逆
矩阵 P 使得 P−1AP 是对角矩阵. 为了求解出 P，将 P−1AP = Λ 变形为 AP = PΛ，并
将矩阵 P 按列分块为 P = (X1, X2, . . . , Xn)，则有

A(X1, X2, . . . , Xn) = (X1, X2, . . . , Xn) diag(λ1, λ2, . . . , λn),

利用分块矩阵乘法我们有 AXj = λjXj (Xj 6= 0, j = 1, 2, . . . , n). 由于 P 是可逆矩阵，因
此其列向量必然构成 Fn 的一组基，这与 A 可对角化当且仅当 A 有 n 个线性无关的特征
向量是一致的，并且这些线性无关的特征向量按列排列就是我们要求解的 P .

对于线性变换我们也可以做类似的分析. 事实上，若 σ 可对角化，我们可以简要做以
下分析. 设 σ 在 V 的一组基 α1, . . . , αn 下的矩阵为对角矩阵 Λ = diag(λ1, . . . , λn)，由线
性映射矩阵表示的定义，这等价于

σ(αi) = λiαi (i = 1, . . . , n),

即 α1, . . . , αn 是 σ 的 n 个线性无关的特征向量，并且这 n 个特征向量就是使得 σ 矩阵表
示为对角矩阵的那组基，于是只需求出 n 个线性无关的特征向量即可完成对角化任务，然
而，我们会遇到上一讲中提到的问题，即没有程序化的方法求解线性变换的特征值和特征
向量. 但我们知道线性变换 σ 与其在任意一组基 B 下的矩阵 A 有相同的特征值，且 A 的
特征向量是 σ 特征向量在 B 下的坐标. 因此我们可以 “曲线救国”，得到求解线性变换的
对角化问题的一般流程如下：

1. 先任意写出 σ 在一组基 B 下的矩阵 A，当然为了计算方便一般选取自然基；

2. 利用特征多项式 f(λ) = |λE −A| = 0 求出 A 的所有不同特征值；

3. 解线性方程组 AX = λX（实际上就是方程组 (λE − A)X = 0，其中 λ 是上一步求
出的特征值）求出 A 在不同特征值下的线性无关特征向量；

4. 第三步中求得的所有向量就是 σ 的特征向量在基 B 下的坐标，根据前面的讨论，σ
的特征向量也就是使得 σ 的矩阵表示为对角矩阵的那组基.

5. 当然，如果题目中直接给出求 P 使得 P−1AP 为对角矩阵，那么我们只需进行 2、3
两步，并将 3 中得到的向量按列排列成矩阵 P 即可.

下面我们来看几个例子练习一下上面的求解过程：
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例 16.2

求矩阵

A =


0 −1 1

−1 0 1

1 1 0


的所有特征值，对应的特征子空间，以及与 A 相似的一个对角矩阵.

解

对于求解矩阵的对角化问题，首先求出其特征多项式（具体步骤不展开，实际上就是
三阶行列式的计算，可以使用按行（列）展开、公式法或者初等变换化为三角矩阵等
方法）f(λ) = |λE − A| = (λ − 1)2(λ + 2)，令 f(λ) = 0，解得特征值为 λ1 = λ2 =

1, λ3 = −2.
接下来求解特征向量和特征子空间，即求解 (E−A)x = 0和解 (−2E−A)x = 0，得
到特征值 1 对应的特征子空间为 span((−1, 1, 0)T, (1, 0, 1)T)，特征值-2 对应的特征
子空间为 span((−1,−1, 1)T).
与 A 相似的对角矩阵实际上就是特征值排列在对角线上的结果，即 diag(1, 1,−2).

例 16.3

设 T 是次数小于等于 2 的实多项式线性空间 V 上的变换，对任意 f(x) ∈ V，定义

T (f(x)) =
d((x− 2)f(x))

dx

证明 T 是 V 上的线性变换，且 T 可对角化.

证明

首先证明这是线性变换. 首先验证线性性，对于任意 f(x), g(x) ∈ V，a, b ∈ R，我们
有

T (af(x) + bg(x)) =
d((x− 2)(af(x) + bg(x)))

dx

=
d(axf(x)− 2af(x) + bxg(x)− 2bg(x))

dx

= a
d((x− 2)f(x))

dx + b
d((x− 2)g(x))

dx
= aT (f(x)) + bT (g(x)).

然后说明这是 V 上的线性变换，即该映射的到达空间是 V，即 T (f(x)) ∈ V，因为
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f(x) 是次数小于等于 2 的实多项式，设 f(x) = ax2 + bx+ c，则

T (f(x)) =
d((x− 2)(ax2 + bx+ c))

dx

=
d(ax3 + (b− 2a)x2 + (c− 2b)x− 2c)

dx
= 3ax2 + 2(b− 2a)x+ (c− 2b) ∈ V.

因此 T 是 V 上的线性变换.
下面我们来判断 T 是否可对角化. 线性变换的可对角化问题第一步要转化为任意一
组基下的矩阵，然后判断矩阵是否可对角化，因此我们先任意选取一组基，为方便我

们选取自然基 {1, x, x2}，然后求出 T 在这组基下的矩阵 A =


1 −2 0

0 2 −4
0 0 3

，然后
求出其特征多项式 f(λ) = |λE−A| = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3)，令 f(λ) = 0，解得特征
值为 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3. 即该 3 阶矩阵有 3 个不同的特征值，因此由推论 16.1
可知 A 可对角化，即 T 可对角化. □

除此之外，我们还可以利用对角化求解矩阵的幂的问题. 若一个矩阵 A 可对角化，即
存在可逆矩阵 P 使得 A = P−1ΛP（其中 Λ 为对角矩阵），在这种形式下 A 的幂是很好求
的，因为 Ak = P−1ΛkP，Λ 为对角矩阵，因此其幂是好求的. 我们来看一个例子

例 16.4

已知 A =


0

1

2

1

2

1 −1

2

1

2

1 −1

2

1

2

，求 An.

解

首先求出 A 的特征多项式 f(λ) = |λE − A| = λ(λ− 1)(λ+ 1)，令 f(λ) = 0，解得
特征值为 λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = −1.
接下来求解特征向量和特征子空间，实际上就是求解 (0E − A)x = 0, (−E − A)x =
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0, (E −A)x = 0，得到特征向量为

η1 =


1

1

−1

 , η2 =


1

1

1

 , η3 =


1

−1
−1

 .

所以记 P = (η1, η2, η3)，则 A = P diag(0, 1,−1)P−1，因此

An = P diag(0n, 1n, (−1)n)P−1,

进一步计算得到

An =
1

2


1 + (−1)n (−1)n+1 1

1 + (−1)n+1 (−1)n 1

1 + (−1)n+1 (−1)n 1

 .

16.1.3 可对角化的经典例子

接下来我们将给出一些综合性的经典例子来运用上面的可对角化等价条件以及对角化
过程：

例 16.5

线性变换 T : R3 → R3 的定义是：

T (x1, x2, x3) = (4x1 + x3, 2x1 + 3x2 + 2x3, x1 + 4x3)

1. 求出 T 的特征多项式及特征值；

2. 判断 T 是否可对角化，并给出理由.

解

1. 我们知道，线性变换与其在任意一组基下的矩阵有相同的特征值和特征多项式，
因此我们可以任意选取一组基（为方便我们取 R3 的自然基，然后求出 T 在这
组基下的矩阵，即

A =


4 0 1

2 3 2

1 0 4
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故 T 的特征多项式为 f(λ) = |A − λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4− λ 0 1

2 3− λ 2

1 0 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ −

3)2(λ− 5)，T 的特征值为 f(λ) = 0 的解，即为 λ1 = λ2 = 3, λ3 = 5.

2. 对于 λ = 3，我们求解 (T − 3I)α 得到特征向量（其中令 α = (x1, x2, x3)），
解得 α1 = (1, 0,−1)T, α2 = (0, 1, 0)T，因此 T 在 λ = 3 时的特征子空间为
V3 = span(α1, α2)，维数为 2，因此 λ = 3 时代数重数与几何重数相等. 而
λ = 5 是一重特征值，因此也必有代数重数与几何重数相等（因为一定有特征
向量，那么特征子空间维数至少为 1，再结合代数重数大于等于几何重数可知，
特征子空间维数恰为 1）. 因此 T 可对角化.

例 16.6

设 α 和 β 是 Rn (n > 1) 中两个列向量，A = αβT 6= O.

1. 求 A 的特征值；

2. 证明：αTβ = 0 ⇐⇒ A 不可对角化.

解

1. 我们知道，r(A) ⩽ min {r(α), r(β)} = 1，并且 A 6= O 因此 r(A) > 0，故 A 的
秩为 1. 而 n > 1，因此 A 一定不可逆，故 0 一定是 A 的特征值，且对应的特
征子空间维数为 AX = 0 的解空间维数，即为 n− 1.

由此我们知道 A 最多有两个特征值，因为 0 的代数重数（即作为 n 次特征多
项式的零点次数）必然大于等于其几何重数 n − 1，当期代数重数为 n − 1 时
可能还有一个一重特征值. 我们利用特征值之和等于 A 的迹来找出可能的第二
个特征值. 我们设 α = (a1, a2, . . . , an)

T, β = (b1, b2, . . . , bn)
T，则 A = αβT =

a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

... . . . ...
anb1 anb2 · · · anbn

，因此 A的迹为
n∑

i=1

aibi = αTβ =
n∑

i=1

λi，其中 λi 为

A的特征值. 若 αTβ 6= 0，则 λi = 0, i = 1, . . . , n−1，λn = αTβ. 若 αTβ = 0，
则 A 的所有特征值均为 0.

2. 由上一小问可知，若 αTβ = 0 即 A 的全部特征值为 0，因此只有一个 n− 1 维
的特征子空间，故特征子空间直和不等于 V，故不可对角化.



16.1 对角矩阵 433

反之，若 A 不可对角化，我们用反证法. 假设 αTβ 6= 0，则 A 有两个特征值，
一个为 0，一个为 αTβ，因此 A 有两个特征子空间，一个是 0 对应的 n− 1 维
特征子空间，一个是 αTβ 对应的一维特征子空间，因此 V 可分解为两个特征
子空间的直和，与 A 不可对角化矛盾，因此 αTβ = 0.

本例非常经典，请读者务必掌握本例的结论和解决方法. 事实上这一例题的结论与这
一论述是等价的：秩为 1 的矩阵 A 可对角化的充要条件是 A 的迹不为 0.

下面我们来看一些非常经典的可对角化问题，希望读者能够熟知：

例 16.7

解决以下关于可对角化的基本问题：

1. 设 A 为 n 阶矩阵，且 A2 = 2A. 证明：A 可对角化，并求出与之相似的对角矩
阵（注：本题结论可推广到任意的 A2 = kA）；

2. 设 A 为 n 阶非零矩阵，且 Am = O (m ∈ N+, m > 1). 证明：A 不可对角化；

3. 设 A 为二阶矩阵，非零向量 α 不是 A 的特征向量，且 A2α − 3Aα + 2α = 0.
证明：α 和 Aα 线性无关且 A 可对角化并求与 A 相似的对角矩阵.

证明

1. 由题意 A2 − 2A = O，因此 A 的特征值 λ 满足例 15.8 第三问中提到的形式，
因此 A 的特征值就是方程 λ2 − 2λ = 0 的解，即 λ1 = 0, λ2 = 2.

接下来我们需要说明 0 和 2 对应的特征子空间维数之和为 n，即 dimV0 +

dimV2 = n，其中 V0 和 V2 分别为 0 和 2 对应的特征子空间. 事实上，由
A2 = 2A 可知 A(A− 2E) = O，由例 12.5 知 r(A)+ r(A− 2E) ⩽ n，又根据秩
不等式 r(A)+ r(B) ⩾ r(A+B)，因此 r(A)+ r(A−2E) = r(A)+ r(2E−A) ⩾
r(A+ (2E −A)) = r(2E) = n. 综上可知，r(A) + r(A− 2E) = n.

实际上，V0 就是 AX = 0 的解空间，V2 就是 (A− 2E)X = 0 的解空间，因此
dimV0 = n− r(A), dimV2 = n− r(A− 2E)，因此由 r(A) + r(A− 2E) = n 可
知 dimV0 + dimV2 = 2n− n = n，即 0 和 2 对应的特征子空间维数之和为 n，
因此 A 可对角化.

由于可对角化矩阵代数重数等于几何重数，因此特征值 0 对应的代数重数为
n− r(A)，特征值 2对应的代数重数为 r(A)，因此我们可以得到与 A相似的对
角矩阵为 diag(0, . . . , 0, 2, . . . , 2)，其中 0 的个数为 n− r(A)，2 的个数为 r(A).
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2. 设 λ 是 A 的特征值，由题意 λm = 0，即 λ = 0，因此 A 的所有特征值都
为 0. 但 r(A) > 0（因为 A 不是零矩阵），因此 0 对应的特征子空间维数为
n− r(A) < n，因此 A 不可对角化.

3. 反证法，假设 α 和 Aα 线性相关，则存在不全为零的常数 k1, k2 使得 k1α +

k2Aα = 0. 显然 k2 6= 0，因为假设 k2 = 0，则 k1α = 0，由于 α 6= 0，故 k1 = 0，

这与 k1, k2 不全为 0 矛盾. 因此我们有 Aα = −k1
k2
α，即 α 是 A 的特征向量，

这与题设矛盾，因此 α 和 Aα 线性无关.

由题意，A2α − 3Aα + 2α = 0，即 (A2 − 3A + 2E)α = 0，又 α 6= 0，因此
A2−3A+2E 不可逆，从而 |A2−3A+2E| = |E−A||2E−A| = 0，故 |E−A| = 0

或 |2E −A| = 0.

若 |E−A| 6= 0，则 E−A可逆，因此 (A2−3A+2E)α = (E−A)((2E−A)α) = 0

可知 (2E−A)α = 0，即 Aα = 2α，故 α 为 A 的特征向量，这与条件矛盾，因
此 |E −A| = 0. 同理，|2E −A| = 0，因此 A 有两个特征值 1 和 2，又 A 是 2

阶矩阵，因此由推论 16.1 可知 A 一定可对角化，且对角矩阵为

(
1 0

0 2

)
.

□

最后需要说明一点，如果一个矩阵可对角化，则有 P−1AP = Λ，其中 Λ 是对角矩阵，
P 就是求解对角化问题过程中用到的由特征向量组成的矩阵. 那么我们可以将 A 表示为
A = PΛP−1，这就是所谓特征值分解. 实际上之前相抵的讨论中我们也提到了类似的分解
的技巧，它可以帮助我们解决很多问题. 事实上，之后学习的若当标准形、相合等都有类
似的表示思想，在解决一些问题时是重要的.

例 16.8

设三阶矩阵 A 的特征值为 λ1 = −2, λ2 = 1, λ3 = 2，对应的特征向量分别为 α1 =

(1, 1, 0)T, α2 = (1, 0, 1)T, α3 = (1, 1, 1)T，求矩阵 A.

解

根据特征值分解可知，A = PΛP−1，其中 P = (α1, α2, α3), Λ =


−2 0 0

0 1 0

0 0 2

，因
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此

A = PΛP−1 =


1 1 1

1 0 1

0 1 1



−2 0 0

0 1 0

0 0 2




1 0 −1
1 −1 0

−1 1 1

 =


−3 1 4

−4 2 4

−1 1 2

 .

例 16.9

设 A 相似于对角矩阵，λ0 是 A 的特征值，X0 是 A 对应于 λ0 的特征向量，证明：

1. r(A− λ0E)2 = r(A− λ0E)；

2. 不存在 Y 使得 (A− λ0E)Y = X0.

证明

1. 由已知，设 A 的 n 个特征值为 λ0, λ1, . . . , λn−1，故 A 相似于对角矩阵 Λ =

diag(λ0, λ1, . . . , λn−1)，设 P−1AP = Λ，因此

A− λ0E = PΛP−1 − λ0PP
−1 = P diag(0, λ1 − λ0, . . . , λn−1 − λ0)P

−1,

从而
(A− λ0E)2 = P diag(0, (λ1 − λ0)

2, . . . , (λn−1 − λ0)
2)P−1,

由于 λi − λ0 = 0 的充要条件是 (λi − λ0)
2 = 0，所以

r((A− λ0E)2) = r(P diag(0, (λ1 − λ0)
2, . . . , (λn−1 − λ0)

2)P−1)

= r(diag(0, (λ1 − λ0)
2, . . . , (λn−1 − λ0)

2))

= r(diag(0, λ1 − λ0, . . . , λn−1 − λ0))

= r(P diag(0, λ1 − λ0, . . . , λn−1 − λ0)P
−1)

= r(A− λ0E).

故命题得证.

2. 反证法，假设存在 Y 使得 (A−λ0E)Y = X0，则 (A−λ0E)2Y = (A−λ0E)X0 = 0

（因为 X0 是 A 对应于 λ0 的特征向量）.

由于 r((A−λ0E)2) = r(A−λ0E)，因此 (A−λ0E)2X = 0与 (A−λ0E)X = 0

的解空间维数相同，又 (A− λ0E)X = 0 的解显然一定也是 (A− λ0E)2X = 0

的解，因此实际上两方程组同解（回顾 U 和W 都是 V 的非零子空间，U ⊆W，
且 dimU = dimW，则 U =W）.
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由于 (A − λ0E)2Y = 0，因此也有 (A − λ0E)Y = 0，但已知 (A − λ0E)Y =

X0 6= 0，矛盾，因此不存在 Y 使得 (A− λ0E)Y = X0.

□

事实上，在一般的教材中还会专门探讨实对称矩阵的对角化问题. 这一问题涉及到后
续要讲解的正交概念，因此我们会在内积空间上的线性变换中通过谱定理讨论这一问题.
届时我们将讨论在内积空间中的线性变换满足什么条件时一定可以对角化.

16.2 分块对角矩阵

16.2.1 核空间的性质

我们仍然循着定理 15.2提供的范式寻找相似标准形，即我们的目标仍然是寻找线性空
间的一个不变子空间分解。我们知道线性变换不可对角化实际上是因为它没有足够多的线
性无关的特征向量，也即特征子空间直和后比原空间略小，因此基于特征子空间这一不变
子空间的直和分解并不对所有线性变换成立，于是我们很自然地会有一个想法，即我们能
否将线性变换的特征子空间进行某种扩张，使得扩张后的特征子空间的直和能够张成整个
线性空间呢？如果这样可行我们至少可以得到一个分块对角矩阵，这样的矩阵大概在我们
可接受的相似标准形内.

事实上，这一想法是完全可行的，因为只要我们观察到 σ 在特征值 λ 下的特征子空间
实际上就是 ker(λI −σ)，并且我们敏锐的直觉能让我们想起我们曾经讲过核空间可以扩张
的性质（定理 5.11），这一想法便已经找到了依据，为了讨论的方便我们重新叙述一下核空
间扩张的性质：

定理 16.4

设 σ ∈ L(V )，则有

1. {0} = kerσ0 ⊆ kerσ1 ⊆ · · · ⊆ kerσk ⊆ kerσk+1 ⊆ · · ·；

2. 设 m 是非负整数使得 kerσm = kerσm+1，则

kerσm = kerσm+1 = kerσm+2 = kerσm+3 = · · ·

3. 令 n = dimV，则 kerσn = kerσn+1 = kerσn+1 = · · · .

回忆核空间讨论的内容，我们知道这一定理还有一个自然的推论：
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定理 16.5

设 σ ∈ L(V )，设 n = dimV，则 V = kerσn ⊕ imσn.

证明

□

因此，如果我们考虑 ker(σ − λI)n，其中 n 是 σ 对应线性空间的维数，那么我们可
以获得比特征子空间更大的核空间，这样扩张后的核空间的直和是否可以张成整个原空间
呢？我们可以提前给出答案：可以，这便是我们下一小节中要证明的主要定理，在此之前，
我们需要首先给这一扩张后的特征子空间一个新的名字.

16.2.2 广义特征子空间与分块对角矩阵

定义 16.3

设 V 是 n 维线性空间，σ ∈ L(V )，λ ∈ F 是 σ 的特征值，若向量 v 6= 0 且存在正
整数 j 使得 (σ − λI)jv = 0，则称 v 为 σ 对应于 λ 的广义特征向量. σ 对应于 λ

的全体广义特征向量与 0 向量构成的集合称为 σ 相应于 λ 的广义特征子空间，记为
G(λ, σ)，在不引起歧义的情况下也可以省略线性变换记为 Gλ.

实际上，根据定理 5.11提到的核空间停止增长的性质，我们有 Gλ = ker(σ−λI)n，这
也对应于上一小节末的讨论. 注意我们不定义广义特征值，因为若 λ 原先不是特征值，因
此 σ − λI 可逆，可逆映射复合仍可逆，故对于任意的 j，(σ − λI)j 仍可逆，即特征值是
不会随着线性变换幂次增加而增加的.

类似于特征值与特征向量的讨论，对于矩阵我们也可以讨论广义特征向量，实际上就
是满足存在正整数 j 使得 (A−λI)jv = 0 的向量 v，这样的向量称为矩阵 A对应于特征值
λ 的广义特征向量. 对于 n 阶矩阵，AkX = 0 的解空间与核空间的性质也是完全一致的，
因此广义特征子空间就等于 ker(A− λE)n. 为了我们叙述的简洁性，后面矩阵的等价表述
我们就不再给出，读者完全可以自行推导. 另一个关键的问题是线性变换与其矩阵表示的
广义特征向量的关系，事实上完全类似于特征向量之间的关系，即坐标对应的关系，证明
也与特征向量的证明类似，这里也不再赘述.

在定义了特征子空间的扩张后，我们接下来的目标转向我们的主要定理，即证明这样
的扩张的确能使得对任意线性变换，扩张得到的广义特征子空间是不变子空间，并且它们
的和为直和，且直和为原空间，这三点缺一不可，否则都无法满足定理 15.2 的要求. 接下
来我们就来叙述并证明这一定理.
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定理 16.6

设 V 是复数域上的 n 维线性空间，σ ∈ L(V ). 用 λ1, . . . , λm 表示 σ 的所有互异特
征值.

(1) 每个 (σ − λjI)|Gλj
都是幂零的；

(2) 每个 Gλi
在 σ 下都是不变的；

(3) σ 对应于不同特征值的广义特征向量线性无关，故不同特征值对应的广义特征
子空间的和为直和；

(4) V = Gλ1
⊕ · · · ⊕Gλm

，故 V 有一组由 σ 的广义特征向量组成的基；

(5) 若 λ 6= λj，则 (σ − λI)|Gλj
是双射.

证明

1. ∀v ∈ Gλi
，则根据 Gλi

定义可知 (σ − λiI)
nv = 0，因此限制在 Gλi

上，((σ −
λiI)|Gλi

)n 将所有向量化零，因此就是零线性变换，故是幂零的.

2. 设 v ∈ Gλi
，则根据 Gλi

定义可知这等价于存在正整数 j 使得 (σ−λiI)
jv = 0.

考虑 σ(v)，我们有

(σ − λiI)
j(σ(v)) = σ((σ − λiI)

j(v)) = 0,

其中 σ 与 (σ − λiI)
j 可交换是来源于例 7.4.

3. 设 v1, . . . , vm 分别是 λ1, . . . , λm 对应的广义特征向量，设复数 c1, . . . , cm 使得

c1v1 + · · ·+ cmvm = 0, (16.1)

令 k 是使得 (σ − λ1I)
kv1 6= 0 成立的最大非负整数，令

w = (σ − λ1I)
k−1v1,

则 (σ − λ1I)w = 0，即 σ(w) = λ1w，因此对于任意的 λ ∈ C，我们有

(σ − λI)w = (λ1 − λ)w,

归纳可知 (σ − λI)nw = (λ1 − λ)nw.

根据广义特征子空间的定义，(σ−λiI)
nvi = 0, i = 1, · · · ,m，故我们对式 16.1

两边同时作用
(σ − λ1I)

k(σ − λ2I)
n · · · (σ − λmI)

n
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可得

0 = c1(σ − λ1I)
k(σ − λ2I)

n · · · (σ − λmI)
nv1

= c1(σ − λ2I)
n · · · (σ − λmI)

nw

= c1(λ1 − λ2)
n · · · (λ1 − λm)nw,

由于 (λ1 − λ2)
n · · · (λ1 − λm)n 6= 0，因此 c1 = 0，同理可得 c2 = · · · = cm = 0，

因此 v1, . . . , vm 线性无关. 根据线性无关性可知，Gλ1
⊕ · · · ⊕Gλm

为直和是显
然的（特征子空间也有完全一致的讨论）.

这一线性无关的证明思想相信读者并不陌生，只是有一些独特的细节处理. 这
种排除其它系数只留下一个系数必须为零的技巧我们已经多次见到.

4. 我们通过对 V 的维数 n 进行归纳来证明. 当维数为 1 时，结论是显然的. 假设
对任意小于 n 的维数结论都成立，现在我们对维数为 n 的情况证明. 由于是复
向量空间，则必然有一个特征值 λ1，对应的广义特征子空间 G(λ1, σ)（使用这
一记号是为了防止后续线性变换不同引起歧义）的维数不小于 1. 由定理 16.5，
我们有

V = ker(σ − λ1I)
n ⊕ im(σ − λ1I)

n,

即
V = G(λ1, σ)⊕W, (16.2)

其中 W = im(σ − λ1I)
n. 又根据例 15.1 可知 W 是 σ 的不变子空间，又根

据式 16.2 可知 dimW < n，因此我们可以考虑对 σ|W 使用归纳假设，有

W = G(λ2, σ|W )⊕ · · · ⊕G(λm, σ|W ),

因此为了完成证明，我们只需证明 G(λi, σ) = G(λi, σ|W ), i = 2, · · · ,m，而根
据广义特征子空间的定义，包含关系 G(λi, σ|W ) ⊂ G(λi, σ) 是显然的，因此我
们只需证明另一半包含. 设 v ∈ G(λi, σ) ⊂ V，由式 16.2可知 v = v1+w，其中
v1 ∈ G(λ1, σ), w ∈W . 而由归纳假设，w = v2+ · · ·+vm，其中 vi ∈ G(λi, σ|W )，
因此 v = v1 + v2 + · · ·+ vm，改写一下得到

v1 + · · ·+ (vi − v) + · · ·+ vm = 0,

而我们根据上一条证明知道对应于不同特征值的广义特征向量线性无关，而
vi − v ∈ G(λi, σ)，因此只能有 v1 = · · · = vi−1 = vi+1 = · · · = vm = 0，
且 v = vi. 特别地有 v1 = 0，因此 v = w = vi ∈ G(λi, σ|W )，故包含得证.

最后我们结合本定理的 3 和 4，取每个广义特征子空间的基拼在一起可以立刻
得到 V 的一组由 σ 的广义特征向量组成的基.
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5. 很显然，因为 (σ−λI)v = 0要么只有零解（λ不是特征值），要么解在 Vλ ∈ Gλ

中（λ 是特征值），总而言之不可能在 Gλj
中，因此 (σ − λI)|Gλj

核空间为零
空间，故是单射，根据定理 5.10 可知也是双射.

□

结合定理 15.2，上述定理的结果告诉我们，对于任意一个复向量空间上的线性变换，我
们都可以找到一组基使得这个线性变换的矩阵是分块对角矩阵，而任意一个矩阵都可以相
似于一个分块对角矩阵. 自然地，我们很容易发现如果每个广义特征子空间就等于特征子
空间，那么我们的定理就退化为可对角化的情况，即我们有如下推论：

推论 16.3

线性变换 σ（或矩阵 A）可对角化，当且仅当 σ（或 A）的任意特征值都满足 G(λ, σ) =

E(λ, σ)，即每个特征值对应的广义特征子空间等于特征子空间.

下面我们简要讨论如何将这一标准形求解出来. 事实上，根据上述定理的证明，我们
发现每个对角块都是从一个广义特征子空间得来的，因此我们只需求出各个广义特征子空
间的基，然后写出对应的矩阵即可. 我们来看一个例子：

例 16.10

设 σ ∈ L(C3) 定义为

σ(z1, z2, z3) = (6z1 + 3z2 + 4z3, 6z2 + 2z3, 7z3),

求一组基使其有分块对角矩阵并写出对应的分块对角矩阵.

解

事实上，读者会发现虽然整体思路是很简单的，但是中间求解广义特征子空间的过程
还是存在一定的困难. 因为当 dimV 较大时，G(λ, σ) = ker(σ − λI)dim V 的求解需要反复
计算幂次，是比较复杂的；而如果根据核空间停止增长的性质不断提升矩阵的幂次，直到
得到的广义特征子空间不再发生改变就能够停止计算也是一种可行的思路，只是每次算出
一个幂次后都要判断线性变换或矩阵的秩是否下降. 在之后的章节中我们会通过多项式的
理论来降低 ker(σ − λI)dim V 所需的幂次.

当然，有的读者或许认为到目前为止我们对于复数域上线性变换与矩阵的标准形讨论
已经进入尾声，毕竟我们已经按照定理 15.2提供的范式找到了对任意线性变换都存在的不
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变子空间分解，得到了分块对角矩阵的标准形. 然而分块对角矩阵有时候可能会遇到分块
很大的情况，或者矩阵本身只有一个特征值因此整个矩阵就是唯一的分块，这时矩阵并不
一定足够简单，所以在后续我们后续我们还会通过更加精细的分解来实现更漂亮的矩阵标
准形. 在下一节中我们给出一个对于这一问题不成熟但对于研究复数域上不变子空间性质
很重要的解决方案，即给出上三角矩阵这一类任意复数域上线性变换和矩阵都可以得到的
矩阵标准形.

16.3 上三角矩阵

我们研究矩阵标准形，很大一部分原因就是希望将对所有矩阵的研究都转向一个性质
很好的矩阵的研究，这样之后的运算等就会非常方便（例如我们之前看到的利用对角化计
算矩阵的幂）. 在之前的讨论中，我们已经见到了上三角矩阵的一些优良性质，事实上上
三角矩阵的特征值求解也是很显然的问题：

定理 16.7

设 A 为上三角矩阵，则 A 的特征值恰好就是其主对角元，且在对角线上出现的次数
就等于特征值的代数重数.

证明

我们知道 A 的特征值就是 |λE −A| = 0 的零点，而

|λE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 a12 · · · a1n

0 λ− a22 · · · a2n
...

... . . . ...
0 0 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− a11)(λ− a22) · · · (λ− ann),

因此很显然这一定理成立. □

因此上三角矩阵也是一个可行的方向. 与定理 15.2 中推导分块对角矩阵等价条件的思
路类似，我们需要首先观察上三角矩阵的性质的等价条件，然后尝试验证某个等价条件是
否对所有线性变换和矩阵都成立的.
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16.3.1 上三角标准形的存在性

定理 16.8

设 σ ∈ L(V )，且 v1, v2, . . . , vn 是 V 的基，则以下条件等价：

1. σ 关于 v1, v2, . . . , vn 的矩阵是上三角的；

2. 对每个 j = 1, . . . , n 有 σ(vj) ∈ span(v1, . . . , vj)；

3. 对每个 j = 1, . . . , n 有 span(v1, . . . , vj) 在 σ 下不变.

定理的证明实际上只需要计算验证即可，非常简单：

证明

□

这一定理给出了上三角矩阵的几个充要条件，因此我们的想法就是利用等价条件中的
某一个条件来验证任意线性变换是否可以得到上三角矩阵. 幸运的是，的确对于任意的复
向量空间上的线性变换，我们可以找到一组基使得其关于这组基有上三角矩阵.

定理 16.9

设 V 是有限维复向量空间，对于任意的 σ ∈ L(V )，则一定存在 V 的一组基使得 σ

关于该组基有上三角矩阵.

证明

仍然是经典的数学归纳法，n = 1 时结论显然. 现假设小于 n 维的复向量空间上的
线性变换都可以找到一组基使得其关于这组基有上三角矩阵，现在考虑 n 维复向量
空间. 因为是复向量空间，故 σ 一定存在特征值. 设 λ1 是 σ 的一个特征值，我们考
虑 U = im(σ− λ1I)，且 U 是 σ 的比 V 维数更小的不变子空间，因此我们可以用归
纳假设，U 存在一组基 u1, · · · , um 使得 σ|U 有上三角矩阵. 根据定理 16.8，我们知
道对于每个 j 都有

σ(uj) = σ|U (uj) ∈ span(u1, . . . , uj),

这里我们只得到一部分的基使得限制映射有上三角矩阵，接下来我们要扩张到全空
间上实现定理证明. 将上面取到的基扩充为

u1, · · · , um, v1, · · · , vk,



16.3 上三角矩阵 443

要使得 σ 关于这组基有上三角矩阵，根据定理 16.8，我们只需验证对每个 i 都有
σ(vi) ∈ span(u1, · · · , um, v1, · · · , vi). 这是显然的，因为 σ(vi) = (σ−λ1I)(vi)+λ1vi，
而根据 U 的定义 σ − λ1I 的像在 U 中，因此 σ(vi) ∈ span(u1, · · · , um, v1, · · · , vi)，
因此我们可以得到一组基使得 σ 关于这组基有上三角矩阵. □

综合定理 16.8 的第 3 点和定理 16.9，我们可以观察到不变子空间的另一个有趣的性
质：

推论 16.4

设 V 是 n 维复向量空间. σ ∈ L(V )，则对任意的正整数 r (1 ⩽ r ⩽ n)，σ 有 r 维
不变子空间.

这是因为任意复向量空间上的线性变换都存在一组基使得矩阵表示为上三角矩阵，而
存在上三角矩阵的其中一个充要条件是存在任意维数的不变子空间，因此任意复向量空间
上的线性变换都存在任意维数的不变子空间. 如果我们更进一步地利用定理 16.8 的第三
点，我们有如下推论：

推论 16.5

设 V 是 n 维复向量空间. σ ∈ L(V )，则存在 σ 的不变子空间 V0, V1, · · · , Vn 使得
V0 ⊆ V1 ⊆ · · · ⊆ Vn，且 dimVi = i.

事实上，根据定理 16.9，我们可以综合分块对角矩阵的存在性，将每个广义特征子空
间的基取成上三角矩阵的基，然后将这些基拼在一起，就可以得到一个每个分块都是上三
角矩阵的分块对角矩阵，显然比之前单纯的分块对角矩阵和上三角矩阵都要简单：

定理 16.10

设 V 是复向量空间，σ ∈ L(V ). 设 λ1, . . . , λm 是 σ 的所有互不相同的特征值，重数
分别为 d1, . . . , dm，则 V 有一组基使得 σ 关于这组基的有分块对角矩阵

A1 O
. . .

O Am
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其中每个 Aj 都是如下所示的 dj × dj 上三角矩阵

Aj =


λj ∗

. . .
O λj



根据相似的定义，定理 16.9 的结论与 “任意 n 阶复矩阵一定相似于一个上三角矩阵”
是等同的，进入矩阵的范畴我们如同从抽象的表达中解脱，所以我们这里也展示一种使用
分块矩阵结合数学归纳法的方法进行证明.

证明

数学归纳法，n = 1 时结论显然，因为任意一阶矩阵本身就是上三角矩阵. 现假设
n− 1 阶复矩阵都可以相似于上三角矩阵，设 A 为 n 阶复矩阵，我们任取 A 的一个
复特征值 λ1，设 α1 为 A 对应于 λ1 的特征向量. 我们把 α1 扩充为 Cn 的一组基，
记为 α1, α2, . . . , αn，记 P1 = (α1, α2, . . . , αn)，则 P1 可逆，且

P−1
1 AP1 =

(
λ1 α′

0 An−1

)
,

我们对 n − 1 阶矩阵 An−1 应用归纳假设，因此存在可逆矩阵 P2 使得 P−1
2 An−1P2

为上三角矩阵，取 P = P1

(
1 0

0 P2

)
，直接有

P−1AP =

(
λ1 α′P1

0 P−1
2 An−1P2

)

为上三角矩阵，因此 n 阶复矩阵一定相似于上三角矩阵. □

事实上，我们在这里介绍这一证明的一个重要的目的在于，这一证明给了我们一个求
解线性变换（或矩阵）上三角化的方法. 与对角化等类似，线性变换的上三角化依赖于矩
阵上三角化，因此我们这里只讨论矩阵的情况. 根据上面的证明，我们只需任意挑选 n 阶
矩阵的一个特征值和一个对应的特征向量，然后问题就转化为求解 n − 1 阶矩阵的上三角
化问题，那么我们继续求出 n − 1 阶矩阵的一个特征值和一个对应的特征向量，依次类推
直到一阶的情况. 我们给出下面的例子供读者运用这一方法：
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例 16.11

设 σ ∈ C3 定义为 σ(x, y, z) = (2x + y, 5y + 3z, 8z)，求 C3 的一组基使得 σ 在这组
基下的矩阵为上三角矩阵.

解

另一方面，我们可以再给出一个定理 16.9 的证明与这一矩阵的证明方法对应：

证明

数学归纳法，n = 1 时结论显然，现假设维数小于 n 的复向量空间上的线性变换都
可以找到一组基使得其关于这组基有上三角矩阵，现在考虑 n 维复向量空间. 因为
是复向量空间，故 σ 一定存在特征值. 设 λ1 是 σ 的一个特征值，v1 是对应的特征
向量. 设 U = span(v1)，这是 1 维不变子空间，剩下我们需要处理 n− 1 阶的子空间
——我们很自然地求助于商空间，因为 V /U 是一个很自然的 n − 1 维复向量空间，
我们可以考虑商映射 σ/U ∈ L(V /U)，我们可以根据归纳假设，存在 V /U 的一组基
使得 σ/U 关于这组基 v2 + U, . . . , vn + U 有上三角矩阵，根据定理 16.8，我们知道
对每个 j 都有

(σ/U)(vj + U) = σ(vj) + U ∈ span(v1 + U, . . . , vj + U),

因此 σ(vj) ∈ span(v1, . . . , vj)，因此结合 v1 是特征向量的性质，我们可以得到一组
基 v1, . . . , vn 使得 σ 关于这组基有上三角矩阵. □

这里我们利用了商空间和商映射与矩阵的证明方法产生了对应：我们都是求助于特征
值，它可以让我们在矩阵的第一列上符合上三角性质，然后我们获得低一阶的矩阵或者底
一维的子空间，然后直接利用归纳假设即可证明. 因此其实基于矩阵和基于抽象映射和空
间的证明方法从某种角度来看是可以相互翻译的.

16.3.2 矩阵可交换的讨论

接下来我们要讨论一个特别的问题，即线性变换/矩阵可交换的性质. 我们有如下定
理：
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定理 16.11

设 V 为 n 维复向量空间，σ, τ ∈ L(V )，στ = τσ，则

1. σ 的每个特征子空间都是 τ 的不变子空间；

2. σ, τ 有公共的特征向量.

证明

1. 设 λ是 σ的一个特征值，Vλ是对应的特征子空间，我们要证明 Vλ是 τ 的不变子
空间. 事实上，对于任意的 v ∈ Vλ，有 σ(v) = λv，故 σ(τ(v)) = τ(σ(v)) = λτ(v)，
即 τ(v) ∈ Vλ，因此 Vλ 是 τ 的不变子空间.

2. 由于 Vλ 是 τ 的不变子空间，考虑限制映射 τ |Vλ
，因为定义在复向量空间上的

线性变换一定有特征值，故存在 µ 是 τ |Vλ
的一个特征值，且存在 u ∈ Vλ 使得

τ(u) = µu，又 Vλ 是 σ 的特征子空间，因此 u 是 σ 和 τ 的公共特征向量.

□

将这一定理的线性变换改为矩阵实际上是等价的，读者完全可以自行推导. 接下来我
们希望应用这上述定理解决下面这一经典的问题：

例 16.12

设 V 为 n 维复向量空间，σ, τ ∈ L(V )，στ = τσ，证明：

1. 若 σ 有 s 个不同的特征值，则 σ, τ 至少有 s 个公共且线性无关的特征向量；

2. 存在 V 的一组基，使得 σ 和 τ 在这组基下的矩阵均为上三角矩阵.

证明

1. 设 λ1, . . . , λs 是 σ 的 s 个不同的特征值，Vλ1
, . . . , Vλs

是对应的特征子空间. 根
据定理 16.11，Vλ1

, . . . , Vλs
是 τ 的不变子空间，并且根据定理 16.11 的 2 的证

明我们可以在每个特征子空间中找到一个公共的特征向量，这样我们就找到了
s 个公共且线性无关的特征向量.

2. 这一结论的证明与定理 16.9 类似，也有矩阵和商空间两个版本.

(1)

(2)
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□

这一例子的结论告诉我们：线性变换可交换对应于同时上三角化. 例中 2 的结论如果
换为矩阵表述应当是：设 A,B 是复数域上的两个 n 阶矩阵，且 AB = BA，则存在可逆
矩阵 P 使得 P−1AP 和 P−1BP 同时为上三角矩阵.

16.4 复数域上相似标准形理论的应用

我们在前文已经基本完成了对复数域上线性变换的相似标准形基本理论的讨论，这一
理论包括对角标准形的充要条件，任意线性映射的广义特征子空间分解与分块对角矩阵标
准形，以及上三角矩阵的等价条件与存在性. 接下来我们将利用这些理论来解决一些具体
的问题，本节我们主要讨论幂等矩阵、幂零矩阵的性质以及线性变换的平方根问题.

16.4.1 幂等矩阵

本节我们专门讨论一个常见的特殊矩阵：幂等矩阵. 若 n 阶方阵 A 满足 A2 = A，则
A 称为幂等矩阵. 幂等矩阵具有如下基本性质：

1. A 是幂等矩阵等价于 r(A) + r(A− E) = n；

2. A 为幂等矩阵则一定可对角化，特征值为 0 和 1，其中 1 的重数等于 r(A)；

3. A 是幂等矩阵时，r(A) = tr(A)；

4. 所有秩为 1 迹也为 1 的矩阵均为幂等矩阵.

证明

1. 参考例 12.5 第四点的证明即可.

2. 与例 16.7 第一问中解法类似可得 A 为幂等矩阵则一定可对角化，且特征值为
0 和 1. 因为 A 可对角化，故 0 和 1 的代数重数等于几何重数（统称重数），且
二者重数之和为 n. 由于 0 的重数（从几何重数的角度看）就等于 AX = 0 的
解空间维数，即等于 n− r(A)，因此 1 的重数等于 n− (n− r(A)) = r(A).

3. 事实上 tr(A) 等于 A 的所有特征值之和. 事实上由上面的结论，幂等矩阵 A

特征值由 n − r(A) 个 0 和 r(A) 个 1 组成，即与幂等矩阵相似的对角矩阵为
Λ = diag(0, . . . , 0, 1, . . . , 1)，其中有 r(A) 个 1. 又因为相似矩阵有相同的特征
值，因此对于任意的幂等矩阵 A 都有 tr(A) = tr(Λ) = r(A).

4. 根据我们在相抵标准形中讨论的分解可知，所有秩为 1 的矩阵都可分解为一个
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列向量乘以行向量的形式，即 A = αβT，其中 α, β 都是列向量. 并且同例 16.6
中的讨论，A 的迹即为 αTβ = βTα = 1，因此

A2 = (αβT)(αβT) = α(βTα)βT = αβT = A,

因此 A 是幂等矩阵.

□

实际上，幂等矩阵还有很多其他的性质，我们可以回到线性变换的角度去理解这一矩
阵，不仅仅是将上述定理换成线性变换的描述进行讨论（因为根据线性映射矩阵表示很容
易知道，幂等线性变换在任意一组基下的矩阵表示都是幂等矩阵），我们还可以讨论其与投
影变换的等价性，这一点我们将在后续内积空间讲解投影变换时中给出详细说明. 下面是
一个技巧性较强的题目，读者可以在此题中体会 “幂等” 这一性质的特点：

例 16.13

设 A，B 为两个 n 阶幂等矩阵，证明：

1. A+B 为幂等矩阵当且仅当 AB = BA = O；

2. A−B 为幂等矩阵当且仅当 AB = BA = B；

3. 若 AB = BA，则 AB 为幂等矩阵. 反之，若 AB 为幂等矩阵，是否必有
AB = BA；

4. 若 E −A−B 可逆，则 r(A) = r(B).

证明

1. 必要性：由于 A+B 幂等，所以

A+B = (A+B)2 = A2 +AB +BA+B2 = A+B +AB +BA,

因此 AB +BA = O，即 AB = −BA. 又由于 A 和 B 均幂等，从而也有

AB = A2B = A(AB) = A(−BA) = −(AB)A = (BA)A = BA2 = BA.

于是有 AB = BA = O.

充分性：由于 AB = BA = O，因此

(A+B)2 = A2 +AB +BA+B2 = A+B.

因此 A+B 幂等.
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2. 必要性：由于 A−B 幂等，所以

A−B = (A−B)2 = A2 −AB −BA+B2 = A+B −AB −BA,

因此 AB +BA = 2B，即 AB = 2B −BA，从而也有

AB = AB2 = (2B−BA)B = 2B2−B(AB) = 2B2−B(2B−BA) = B2A = BA.

于是有 AB = BA = B.

充分性：由于 AB = BA = B，因此

(A−B)2 = A2 −AB −BA+B2 = A−B.

因此 A−B 幂等.

3. 由于 AB = BA，因此

(AB)2 = ABAB = A(BA)B = A2B2 = AB,

因此 AB 幂等. 反之，取

A =


1 0 1

0 0 0

0 0 0

 , B =


1 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

可以验证 AB 幂等，但 AB = B 6= A = BA.

4. 由于 E −A−B 可逆，因此

r(A) = r(A(E −A−B)) = r(A−A2 −AB) = r(AB) ⩽ r(B);

r(B) = r(B(E −A−B)) = r(B −B2 −BA) = r(BA) ⩽ r(A).

因此 r(A) = r(B).

□

16.4.2 幂零矩阵

基于之前核空间的讨论，并为了方便后面小节的研究，我们将讲解幂零线性变换与幂
零矩阵的相关准备知识. 根据线性映射矩阵表示很容易知道，幂零线性变换在任意一组基
下的矩阵表示都是幂零矩阵. 我们接下来首先讨论幂零线性变换的一些基本性质：
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定理 16.12

设线性变换 N ∈ L(V ) 是幂零的，则

1. N 的所有特征值均为 0（等价定义）；

2. Ndim V =0；

3. V 有一组基使得 N 关于这组基的矩阵对角线和对角线下方元素均为 0（等价
定义）；

4. N ± I 可逆.

证明

1. 这一结论我们将在下一讲中介绍 Hamilton-Cayley 定理后给出证明；

2. 考虑定理 5.11

3. 考虑上三角矩阵

4. 考虑矩阵版本，结合第一点可知 N + I 的特征值全为 1，因此一定是可逆的.

□

事实上 1,2,4 都有相应的矩阵的结论，我们将线性变换替换为它的矩阵表示即可，此
处不再赘述. 而第三点则解释了我们在求矩阵的幂时将一些矩阵分解为一个矩阵加一个对
角线上全为 0 的矩阵的合理性，因为后者一定是幂零的. 接下来我们来看一个比较经典的
幂零矩阵的例子：

例 16.14

若 A,B 为两个 n 阶矩阵且满足 AB −BA = A，证明：

1. A 不可逆；

2. A 是幂零矩阵.

证明

1.

2.

□
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16.4.3 平方根问题

在进入下一个话题前，我们先简单介绍线性变换平方根的概念，这一概念在之后内积
空间线性变换会进一步说明.

定义 16.4

我们称线性变换 σ ∈ L(V ) 的平方根是满足 τ 2 = σ 的线性变换 τ ∈ L(V ).

在复向量空间中，我们有如下两个结论：

定理 16.13

设 V 是复向量空间.

1. 设 N ∈ L(V ) 幂零，则 (I +N) 有平方根；

2. 若 σ ∈ L(V ) 可逆，则 σ 有平方根.

证明

1.

2.

□

我们发现，这一定理的证明思路基于
√
1 + x 的泰勒展开，我们不是第一次看到使用

泰勒展开的情况，在求解矩阵的逆的进阶方法中，求逆的分式思想中也使用了
1

1− x
的泰

勒展开，足以体现一些数学直觉对于我们解决一些问题的重要性.

例 16.15

定义 N ∈ L(F5) 为

N(x1, x2, x3, x4, x5) = (2x2, 3x3,−x4, 4x5, 0)

求 (I +N) 的一个平方根.

解



452 第 16 讲 相似标准形：复数域上的尝试与理论

最后，在开始习题内容前，我们需要讲解一类特殊的题型，即举例或举反例的问题. 一
般而言，我们有如下两种思路：

1. 考虑几何意义：例如旋转矩阵，特征值的几何意义等

例 16.16

找出有限维实向量空间的一个线性变换 σ，使得 0 是 σ 仅有的特征值但 σ 不
是幂零线性变换.

例 16.17

找出一个 σ ∈ L(R2) 使得 σ4 = −I.

2. 考虑简单的情况：例如考虑 2 阶、3 阶的简单线性变换/矩阵

例 16.18

证明或给出反例：V 上的幂零线性变换的集合是 L(V ) 的子空间.

很多时候一些反例很难构想就选择记住这一构造思想即可. 一些反例可能基于一些简
单的结论，但如果未思考到位可能很难构造.

内容总结
本讲我们介绍了相似的定义与性质，并介绍了第一个且是最简单的相似标准形——对

角矩阵. 我们介绍了线性变换和矩阵可对角化的定义以及二者的统一性，介绍了如何求解
线性变换/矩阵的对角化问题. 我们也探讨了线性变换/矩阵可对角化的几个充分必要条件，
并通过大量的例题运用了这些条件. 最后我们介绍了幂等矩阵这一特殊矩阵，它有很多值
得探讨的性质，并且很适合于作为本讲的一个运用.

从下一讲开始，我们将要介绍当线性变换/矩阵不可对角化时，它们可以有哪些退而求
其次的也比较简单的相似标准形.

习题

事类相推，各有攸归，故枝条虽分而同本干知，发其一端而已.

——刘徽，《九章算术注·原序》

A 组

1. 请举例：存在两个矩阵相抵但不相似.
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2. 求矩阵

A =


0 −1 1

−1 0 1

1 1 0


的所有特征值，对应的特征子空间，以及与 A 相似的一个对角矩阵.

3. 设 A =

(
a b

c d

)
为二阶实矩阵.

(1) 若 |A| < 0，问：A 与对角矩阵是否相似；

(2) 若 ad− bc = 1，|a+ d| > 2，问：A 是否可对角化.

4. 设 A =


1 1 a

1 a 1

a 1 1

，β =


1

1

−2

，方程组 AX = β 有解但不唯一.

(1) 求 a 的值；

(2) 求可逆矩阵 P 使得 P−1AP 为对角矩阵.

5. 设 A 为三阶矩阵，α1, α2, α3 线性无关，且 Aα1 = α1, Aα2 = α1 + α2 − 2α3, Aα3 =

α1 − 2α2 + α3，求 A 的特征值.

6. 设三阶实对称矩阵 A的各行元素之和为 3，向量 α1 = (−1, 2,−1)T，α2 = (0,−1, 1)T

是方程组 AX = 0 的两个解，求矩阵 P 使得 P−1AP 为对角矩阵.

B 组

1. 设 a 6= b，且 (aE −A)(bE −A) = O. 证明：A 可对角化（特例：对合矩阵）；

2. 证明：满足 A2 = E 且特征值只有 1 的矩阵只能是 E，特征值只有 −1 的矩阵只能是
−E.

3. 设 A 为三阶矩阵，A2 = A 且 r(A) = r，求 |A− 2E|.

4. 设 T ∈ L(C3)使得 6和 7是 T 的特征值，且 T 不可对角化. 证明：存在 (x, y, z) ∈ C3

使得 T (x, y, z) = (17 + 8x,
√
5 + 8y, 2π + 8z).

5. 证明：两个可对角化的同阶矩阵特征值相同（包括重数）等价于它们相似. 对于不可
对角化的矩阵来说，这一结论还成立吗？

6. 设 A =


2 2 0

8 2 a

0 0 6

 相似于对角矩阵，求常数 a，并求可逆矩阵 P 使得 P−1AP 为

对角矩阵.
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7. 设 A = (aij)n×n 是上三角矩阵.

(1) 求 A 的全部特征值；

(2) 若 A 主对角元互不相等，证明：A 与对角阵相似；

(3) 若 n 个主对角元相等且 A 不为对角矩阵，证明：A 不与对角阵相似.

8. 已知 R3 的一个线性变换

σ(x1, x2, x3) = (2x1 − 2x2,−2x1 + x2 − 2x3,−2x2).

(1) 求 σ 关于自然基 {e1, e2, e3} 所对应的矩阵 A；

(2) 求 σ 关于基 {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)} 所对应的矩阵 B；

(3) 求矩阵 C1，使 C−1
1 BC1 = A.

9. 设 A =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , B =


1 0 0

0 1 2

0 −1 −2

，证明：A ∼ B，并求可逆矩阵 P 使得

P−1AP = B.

10. 已知 A =


2 0 0

0 0 1

0 1 x

 与 B =


2 0 0

0 y 0

0 0 −1

 相似.

(1) 求 x 和 y；

(2) 求一个可逆矩阵 P，使 P−1AP 为对角矩阵.

11. 设 A =



1 2 0 0 0

4 3 0 0 0

0 0 1 −3 3

0 0 3 −5 3

0 0 6 −6 4


，求 A 的特征值. 若 A 可对角化，求可逆矩阵 P，使

P−1AP 为对角矩阵.

12. 设三阶矩阵 A 的特征值为 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3，它们对应的特征向量为 ξ1 =

(1, 1, 1)T, ξ2 = (1, 2, 4)T, ξ3 = (1, 3, 9)T，又 β = (1, 1, 3)T，计算 Anβ.

13. 设 A =


3 4 0 0

4 −3 0 0

0 0 2 4

0 0 0 2

，求 An(n ∈ N+).

14. 已知三阶矩阵 A 和三元列向量 X，使得向量组 X,AX,A2X 线性无关，且满足

A3X = 3AX − 2A2X.
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(1) 记 P = (X,AX,A2X)，求三阶矩阵 B 使得 A = PBP−1；

(2) 计算行列式 |A+ E|.

C 组

1. 设 V 是有限维复向量空间，σ ∈ L(V ). 证明：σ 可对角化当且仅当对每个 λ ∈ C 有
V = ker(σ − λI)⊕ im(σ − λI).

2. 设 B = ααT，其中 α = (a1, . . . , an)
T 6= 0 (ai ∈ R, i = 1, 2, . . . , n).

(1) 证明：Bk = tB，其中 k 为正整数，t 为常数，并求 t；

(2) 求可逆阵 P 使得 P−1BP 为对角矩阵，并写出该对角矩阵.

3.（秩为 1 的矩阵）设 n 阶矩阵 A 的元素均为 1.

(1) 求 A 的特征值，并求矩阵 P 使得 P−1AP 为对角矩阵；

(2) 若 f(x)是 x的 m次多项式，且常数项为 0，证明：存在 k ∈ R使得 f(A) = kA，
并求出 k；

(3) 设 B 是 n 阶实对称矩阵，每行元素之和都为 b，若 b 是 f(λ) = |λE − B| 的单
根，求 B 属于 b 的特征向量；当 f(λ) = (λ − b)g(λ) 时（其中 f(B) = 0），证
明：g(B) = kA，其中 k 为常数，A 为元素全部为 1 的 n 阶矩阵.

4. 设 A,B 为 n 阶矩阵，且 A+B = AB，求证：

(1) A,B 的特征向量是公共的；

(2) A 相似于对角矩阵当且仅当 B 相似于对角矩阵；

(3) r(A) = r(B).

5. 设 A,B ∈Mn(R)，证明 A 与 B 在 R 上相似当且仅当在 C 上相似.

注：实际上相似这一性质与数域无关，本题是这一结论的特例.

6. (1) 设 A,B ∈Mn(F)，A 有 n 个不同的特征值，证明：AB = BA 当且仅当 A 的特
征向量也是 B 的特征向量；

(2) 若 A,B 均可对角化，且 AB = BA，则对角化的过渡矩阵可以相同.

7. 设 A,B ∈ Mn(F)，A 有 n 个不同的特征值，且 AB = BA. 证明：存在次数小于等
于 n− 1 的多项式 f(x) 使得 B = f(A).

8. 设 T ∈ L(V )，λ ∈ F. 证明：对 V 的每个使得 T 有上三角矩阵的基，λ 出现在 T 的
矩阵的对角线上的次数等于 λ 作为 T 的特征值的重数.

9. 证明：A 为幂零矩阵 ⇐⇒ ∀k ∈ N+, tr(Ak) = 0.
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17
若当标准形

本讲我们将在前面讨论的基础上实现复数域上相似标准形理论的终极目标，即得到复
数域上全体线性变换都可以得到的一种比较简单的矩阵表示——若当标准形. 我们将讨论
其存在与唯一性，并在证明唯一性的过程中给出一种求解若当标准形的方法. 最后，我们
将讨论若当标准形的应用.

17.1 若当标准形的存在性

回顾定理 15.2，我们知道寻找线性变换 T ∈ L(V ) 在基下简单的表示矩阵的一般思路
是将 V 分解为一系列不变子空间的直和. 在对角化一节中我们尝试分解为一维不变子空间
的直和，但这并不能对所有的线性变换都成立，于是我们进一步在定理 16.6 中对于任意的
线性变换都利用广义特征子空间实现了这一分解，这也直接导出了定理 16.10 中的分块对
角形矩阵表示. 然而我们仍无法满足于将这一矩阵表示作为标准形，因为我们还希望分块
对角矩阵中每个分块都要足够简单，即有一定的规律且有较多的零元素，所以我们需要对
广义特征子空间做进一步的分解，并且取特定形式的基来实现这一目标. 我们首先看如下
例子：

例 17.1

设 σ ∈ L(C)6 满足

σ(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (2x1 + x2, 2x2 + x3, 2x3, 2x4, 3x5 + x6, 3x6),
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则我们很容易写出其在 (C)6 自然基下的矩阵表示为

2 1 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 3 1

0 0 0 0 0 3



通过这一例子我们观察到线性变换的一种分块对角矩阵表示，其中每个分块都十分简
单，很适合作为我们实现为复数域上任意线性变换寻找的标准形. 我们称如上例矩阵表示
的每个分块的形式的矩阵为若当块，更严谨地，域 F 上的一个 r 级矩阵形如

λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ


则称其为一个 r 级若当块（1 级显然就是 1 阶矩阵），记作 Jr(λ)，其中 λ 是对角线上元素.
若一个线性变换 σ 在基 B 下的矩阵表示是对角块均为若当块的分块对角矩阵，则称这个
分块对角矩阵是线性变换 σ 的若当标准形，而这组基 B 称为 T 的若当基. 我们希望复数
域上任意线性变换都能找到一组若当基使其矩阵表示为若当标准形，而这正是本节需要证
明的目标.

为了证明这一结果，我们需要首先观察若当块能在怎样的基下表示出. 为了发现这一
规律，我们考虑一种最简单的情况，即一个线性变换 T 在某组基 B = {v1, v2, v3, · · · , vn}
下的矩阵表示就是一个若当块，即

σ(v1, v2, v3, · · · , vn) = (v1, v2, v3, · · · , vn)


λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ

 ,

所以我们根据线性映射矩阵表示的定义可以得到

σ(v1) = λv1,

σ(v2) = λv2 + v1,

σ(v3) = λv3 + v2,

· · ·

σ(vn) = λvn + vn−1.
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我们稍作变换，可以得到
(σ − λI)v1 = 0,

(σ − λI)v2 = v1,

(σ − λI)v3 = v2,

· · ·

(σ − λI)vn = vn−1.

(17.1)

即我们需要的这组基实际上具有如下形式：

B = {(σ − λI)n−1(vn), (σ − λI)n−2(vn), · · · , (σ − λI)(vn), vn},

并且有 (σ − λI)n = 0. 事实上观察上面这组等式，从第一个式子我们知道 v1 实际上是 σ

关于特征值 λ 的特征向量，v2, · · · , vn 则是关于特征值 λ 的广义特征向量.

再进一步观察这样的一组向量，我们发现这组向量似乎与定理 15.3中提到的循环基有
些类似：它们都是从一个向量开始，不断作用一个线性变换等到的一组向量. 这里我们给
出一个定义来详细地说明一些术语：

定义 17.1

设 σ ∈ L(V )，v ∈ V 是关于特征值 λ ∈ C 的一个广义特征向量. 设 n 是使得
(σ − λI)nv = 0 成立的最小正整数，则称 {(σ − λI)n−1(v), (σ − λI)n−2(v), · · · , (σ −
λI)(v), v} 是σ 关于特征值 λ 的循环广义特征向量组（不引起歧义的情况下也可称
循环向量），其中 (σ − λI)n−1(v) 称为其起始向量，v 称为其终止向量.

给出这一定义后，便可以开始研究这一组向量与我们目标中的若当基之间的关联. 我
们需要暂时停下前进的脚步，仔细思考我们需要什么. 我们的最终目标是证明，对于任意
复向量空间上的线性变换，都能找到一组基，其矩阵表示为分块对角矩阵，且每一对角块
为若当块. 根据定理 15.2，我们要求每个若当块对应的基向量张成的子空间是不变子空间，
因为这样才能保证生成一个对角块. 而根据之前的推导，我们知道生成若当块必须要这样
的一组循环向量，那么自然地我们会有两个问题：

1. 循环向量生成的子空间一定是不变子空间吗？因为这样才能保证生成一个对角块；

2. 我们是从一组基 v1, · · · , vn 可以得到若当块出发定义出这样的循环向量的，那么是不
是一组向量满足这样的定义也一定线性无关的呢？因为这样只需要找到这样一组循环
向量就一定可以构成若当基的一部分.

事实上如果读者熟悉之前讨论的一些例子和性质，这两个问题可以轻松解决：
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定理 17.1

设 σ ∈ L(V )，B 是 σ 关于特征值 λ 的循环广义特征向量组，则

1. B 是线性无关的，因此可以构成 span(B) 的一组基，称其为一组若当循环基；

2. B 生成的子空间 W 是 σ 的不变子空间（就是定义 15.4 定义的循环子空间）.

证明

1. 由 B 的生成过程式 17.1 和例 15.11，线性无关性是显然的推论.

2. 由 B 的定义（注意 (σ − λI)nv = 0）以及定理 15.3，W 是 σ 的不变子空间.

□

在以上问题被解决后，我们的目标将非常清晰，即对任意的复数域上的线性变换是否
一定能找到一组基是由不同的若当循环基合并而成的，从而在在这组基下的矩阵表示是若
当标准形？似乎有些困难，我们需要一些观察：事实上，若当循环基中的每个向量都是关于
某个特征值 λ 的广义特征向量，因此它们张成的子空间应当是广义特征子空间 Gλ 的一部
分（当然也可能张成整个广义特征子空间）. 于是站在定理 16.6 中广义特征子空间分解的
基础上，我们的目标可以转化为对其中的每一个广义特征子空间，找到一组由一个或多个
若当循环基合并而成的基？这样首先利用定理 16.6 中广义特征子空间分解，再利用广义特
征子空间的若当循环基分解，我们就可以得到一组由不同的若当循环基合并而成的基，从
而得到若当标准形.

为了更清晰地展示，我们将上述过程形式化. 设 σ ∈ L(V )，λ1, · · · , λm 是 σ 的互异特
征值，Gλi

是关于特征值 λi 的广义特征子空间. 根据定理 16.6，我们知道

V = Gλ1
⊕ · · · ⊕Gλm

=
m
⊕
i=1

Gλi
,

然后我们希望为每个广义特征子空间选取一组由一个或多个若当循环基合并而成的基，也
就是说我们希望将每个广义特征子空间分解为一个或多个循环子空间的直和. 形式化而言，
我们希望每个广义特征子空间 Gλi

可以由 si 组若当循环基 Bi1, Bi2, · · · , Bisi 张成，其中
每一组基都可以表达为：

Bij = {(σ − λiI)
rij−1(vij), (σ − λiI)

rij−2(vij), · · · , vij},

事实上 rij 就是这组若当循环基的长度. 我们设由 Bij 张成的循环子空间为 Cij，则有

Gλi
= Ci1 ⊕ Ci2 ⊕ · · · ⊕ Cisi =

si
⊕
j=1

Cij ,

再结合定理 16.6 的分解，我们有

V =
m
⊕
i=1

Gλi
=

n
⊕
i=1

si
⊕
j=1

Cij . (17.2)
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根据定理 17.1，每个循环子空间都是不变子空间，并且每个若当循环基都对应于一个
若当块. 回忆我们上面的推导过程，我们现在剩下的任务就是为复数域上的任意广义特征
子空间 Gλi

找到一组由一个或多个若当循环基合并而成的基，这样就能得到式 17.2 所示
的分解，从而得到任意复数域上的线性变换都存在若当标准形. 为了实现这一目标，我们
需要先证明一个关于若当循环基的性质.

引理 17.1

设 σ ∈ L(V )，λ ∈ C 是 σ 的一个特征值. 设 B1, · · · , Bq 都是 σ 关于特征值 λ 的一
组若当循环基，且它们的起始向量各不相同且构成了一组线性无关向量组，则

1. Bi(i = 1, · · · , q) 是互不相交的；

2. B = B1 ∪ · · · ∪Bq 是线性无关向量组.

证明

1. 反证法. 假设 Bi 和 Bj 有交集，即存在 v ∈ Bi ∩Bj . 设 Bi 和 Bj 的终止向量
分别为 vi 和 vj，则存在非负整数 mi,mj 使得

(σ − λI)mi(vi) = (σ − λI)mj (vj) = v.

故 (σ − λI)mi+m(vi) = (σ − λI)mj+m(vj)，其中 m 是任意非负整数，因此 Bi

和 Bj 从向量 v 开始一直到起始向量必定都是相等的，而这与定理的前提起始
向量各不相同矛盾，故 Bi(i = 1, · · · , q) 是互不相交的.

2. 同样反证法，假设 B 是线性相关向量组，则一定存在一个子向量组 u1, · · · , us，
使得有全部非零的 k1, · · · , ks 使得

k1u1 + · · ·+ ksus = 0. (17.3)

这是一定能做到的，因为 B 线性相关表明存在一个向量 u1 能被其它向量线性
表示，我们写出这一线性表示，去除表示中系数为 0 的向量，又 u1 6= 0，故一
定剩余一组向量满足

u1 = c2u2 + · · ·+ csus,

其中 ci 6= 0，则 −u1 + c2u2 + · · ·+ csus = 0，这就满足式 17.3 中 k1, · · · , ks 全
部非零.

接下来我们可以对每个 ui 作用 (σ − λI) 的幂次，在经过某个幂次后，所有的
ui 都会变成它所在的 Bj 的起始向量. 假设每个 ui 在作用 (σ − λI)ri 次后变
成所在 Bj 的起始向量，我们取 r = max{r1, · · · , rs}，然后在式 17.3 两边作用
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(σ − λI)r，则可以得到

ki1(σ − λI)r(ui1) + · · ·+ kit(σ − λI)r(uit) = 0, (17.4)

其中 ui1 , · · · , uit 是 u1, · · · , us 中在作用 (σ − λI)r 后变成对应起始向量的向
量，即 (σ − λI)r(uij ) 都是起始向量，而其它向量已经到达超出起始向量所需
次数，因此被化零. 又 kij 全都不为 0，因此这些起始向量 (σ − λI)r(uij ) 线性
相关，这与定理的前提起始向量线性无关矛盾，故 B 是线性无关向量组.

□

接下来我们便可以证明本节最核心的一个结果，即复数域上任意一个广义特征子空间
都有一组由互不相交的循环基并起来构成的基，从而我们可以进一步利用广义特征子空间
分解得到每个线性变换都有一组基使得其矩阵表示为若当标准形：

定理 17.2

设 V 是 C 上的有限维线性空间，σ ∈ L(V )，Gλ 是关于特征值 λ 的广义特征子空
间，则 Gλ 有一组由不相交的若当循环基取并集构成的基.

证明

我们对 Gλ 的维数进行归纳. 维数等于 1 时结论显然成立. 我们假设对于维数小
于 n 的情况结论成立，现在考虑 Gλ 维数为 n 的情况，由于使用归纳法，我们需
要构造出一个维数更低的广义特征子空间. 我们考虑限制线性变换 (σ − λI)|Gλ

，我
们知道这一定不是单射，因为 λ 是 σ 的特征值，因此 (σ − λI)v = 0 在 Gλ 内一
定有非零向量解（实际上就是特征向量），因此由定理 5.10，这也不是满射，因此
dim im(σ − λI)|Gλ

< dimGλ.
我们记 U = im(σ− λI)|Gλ

，这是一个维数更低的子空间，现在我们需要说明它是某
个线性变换的广义特征子空间. 事实上我们可以直接考虑 σ|U，因为 σ 在全空间 V

上关于特征值 λ 的广义特征子空间是 Gλ，因此限制在 Gλ 的子集上的映射 σ|U 关
于特征值 λ 的广义特征子空间必然就是 U，因为对于任意的 u ∈ U ⊂ Gλ，必然存
在正整数 j 使得 (σ − λI)ju = 0. 于是根据归纳假设，U 有一组由不相交的若当循
环基取并集构成的基，记作 B = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bq（因为是基所以起始向量也必定
线性无关）.
于是接下来我们要将这组基扩充成 Gλ 的一组基，并保持若当循环基的特点. 观察
U = im(σ − λI)|Gλ

和 Gλ 的区别，其一在于 σ − λI 将 Gλ 的一些向量映射进了 U，
但这些向量本身没能被其它向量映射到 U 中，其二在于 σ − λI 将 Gλ 中的一些向
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量（实际上就是特征向量）化零，因此我们就从这两个角度扩充.

1. 我们考虑任一若当循环基 Bi 的终止向量，它应当是某个 vi ∈ Gλ 在 σ− λI 下
的像，我们直接将 vi 加入到 Bi 中，这样我们就得到了 B̃i = Bi ∪ {vi}, i =
1, · · · , q，它们仍然是满足循环向量组定义的.

2. B 中的特征向量实际上就是每个 Bi 的起始向量，我们记为 w1, · · · , wq，它们
是特征子空间 Vλ 的一组线性无关向量，因此可以将其扩充为 Vλ 的一组基

w1, · · · , wq, u1, · · · , us.

从而扩张后我们得到新的一组不相交且起始向量线性无关的若当循环基的并：

B̃ = B̃1 ∪ B̃2 ∪ · · · ∪ B̃q ∪ {u1} ∪ · · · ∪ {us},

由引理 17.1，B̃ 必然线性无关. 最后我们证明 B̃ 是 Gλ 的一组基. 假设 B 包含
r = dimU 个向量，于是 B̃ 包含 r+ q + s 个向量. 又因为 w1, · · · , wq, u1, · · · , us 是
Vλ 的一组基，而 Vλ = ker(σ − λI)|Gλ

，由线性映射基本定理，

dimGλ = dimker(σ − λI)|Gλ
+ dim im(σ − λI)|Gλ

= q + s+ r,

因此 B̃ 线性无关且长度等于 Gλ 的维数，故是 Gλ 的一组若当循环基. □

由此，我们证明了复数域上线性变换的广义特征子空间一定有一组由若干个若当循环
基合并而成的基，根据式 17.2 的推导过程，下面这一定理也就自然成立：

推论 17.1

设 V 是 C 上的有限维线性空间，σ ∈ L(V )，则存在一组基 B 使得 σ 在 B 下的矩
阵表示为若当标准形.

接下来我们需要描述矩阵的若当标准形. 实际上，线性变换在某组基下有若当标准形
与矩阵有相似标准形为若当标准形是等价的，这一点与之前对角化、分块对角化等是一致
的，因此我们很容易得到如下推论：

推论 17.2

对复数域上的任意 n 阶矩阵 A，都存在一个 n 阶矩阵 P，使得 P−1AP 是若当标准
形.

至此我们已经证明对于复数域上的任意线性变换和矩阵，若当标准形的存在性，接下
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来我们将讨论若当标准形的唯一性，并在这一过程中讨论如何求解若当标准形和对应的基
或者过渡矩阵.

17.2 若当标准形的唯一性

在上一节内容中，我们已经证明对于复数域上的任意线性变换和矩阵，都能有一组基
或者过渡矩阵得到若当标准形. 本节我们将回答一个重要的问题，即一个线性变换或矩阵
是否可能有两种若当基或过渡矩阵的取法，得到不同的若当标准形？我们的答案是否定的，
并且在回答问题的过程中我们将给出获得这一唯一若当标准形的方法.

回忆式 17.2，我们的目标应当是为每一个广义特征子空间找到一组由若当循环基合并
而成的基，然后将这些基合并成一组基，从而得到若当标准形. 因此我们只需要讨论如何
对某一个特征值 λ 对应的广义特征子空间 Gλ 找到一组由一个或多个若当循环基合并而成
的基即可，当一个线性变换或矩阵有多个特征值时，只需要对每一个特征值对应的广义特
征子空间做同样的操作即可.

因此我们现在只考虑将映射限制于一个广义特征子空间 Gλ 上的情形，将该特征值对
应的若当块和若当基求解出来即可. 考虑到若当基是由一系列若当循环基合并而成，而若
当循环基中会出现大量的 σ−λI 的幂次. 回忆定理 16.6，我们知道 (σ−λI)|Gλ

是幂零线性
变换，因此我们可以自然地简记 N = σ − λI. 假设最终我们求得限制在 Gλ 下的若当基中
有 n 组若当循环基，每组若当循环基的长度分别为 m1, · · · ,mn（不妨设 m1 ⩾ · · · ⩾ mn），
则我们可以将这些若当基记为：

Nm1v1, . . . , Nv1, v1, . . . , N
mnvn, . . . , Nvn, vn.

事实上这里有两组未知量，其一是每组若当循环基的长度 mi，这对应每个若当块的大
小，因为每组若当循环基就对应于一个若当块；其二是每组若当循环基的终止向量 vi，这
就可以决定出整个若当基. 我们接下来将分成两步来求解这两组未知量，我们将用到一个
重要的工具，我们称其为 Young 图，如图 17.1. 这是一种倒三角形的方格图，每一列都是
一组若当循环基，按照长度从长到短依次从左到右排列，这是从列的角度看 Young 图.

在利用 Young 图求解的过程中，我们也需要从行的角度来看 Young 图，这时需要引
入一个新的记号方便我们的求解：我们记 Gj(λ, σ) = kerN j（其中 N = σ − λI）. 根据定
理 5.11 中的核空间增长性质，我们知道当 i < j 时有 Gi(λ, σ) ⊆ Gj(λ, σ). 最后，在求解
之前，我们需要一个引理表明下述方法的合理性：
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引理 17.2

设 σ ∈ L(V )，若 V 中向量 v ∈ Gj(λ, σ)\Gj−1(λ, σ)，记 N = σ − λI，则对任意的
i < j，有 N iv ∈ Gj−i(λ, σ)\Gj−i−1(λ, σ).

证明

1. 直接利用定义，v ∈ Gj(λ, σ)\Gj−1(λ, σ) 表明 N jv = 0 且 N j−1v 6= 0，因此有
N j−i(N iv) = 0 且 N j−i−1(N iv) 6= 0，即 N iv ∈ Gj−i(λ, σ)\Gj−i−1(λ, σ).

2. 与定理 17.1 理由一致，不再赘述.

□

这一定理对于 Young图从行来看的性质提供了一个合理性的保证. 如图 17.1所示，首
先我们知道最上方一行是起始向量，因此都是特征向量，故这一行的向量都属于 G1(λ, σ)

（或者 G1(λ, σ)\G0(λ, σ)）. 然后根据引理 17.2，N 的次数增加 1，对应的 Gi(λ, σ) 的下标
i 就会减小 1，这也就得到了图 17.1 中每行右侧的标注的含义. 由此我们得到了 Young 图
的行性质，接下来我们就基于 Young 图的行列性质求解若当基.

第一步 求解 m1, . . . ,mn

我们首先确定每组若当循环基的长度，这一参数确定后若当形矩阵就确定了，因为每
个若当循环基就对应一个若当块，因此若当循环基的长度就等于若当块的阶数，故若当形
矩阵中每个若当块的大小是 (mi + 1)× (mi + 1), i = 1, . . . , n.

1. 我们假设 m1 ⩾ · · · ⩾ mn，根据前面对 Young 图按列和行的解读，我们将 Gλ 对应
的若当基排列如下 Young 图形式（实际上图中情况对应 mn = 0，因为 vn 所在的若
当循环基长度只有 1）：



466 第 17 讲 若当标准形

v1

Nm1v1

v2

Nm2v2

Nv1 Nv2 v3

Nmnvn

· · · · · ·

G1(λ, σ)

G2(λ, σ)\G1(λ, σ)

Gm1
(λ, σ)\Gm1−1(λ, σ)

Gm1+1(λ, σ)\Gm1
(λ, σ)

图 17.1: 将若当基排列成 Young 图形式

2. 接下来要确定每个若当循环基的长度，也就是 Young图每一列的长度，我们应当从行
的性质入手，因为这是我们目前仅有的可以计算的信息. 我们需要求解每个 Gj(λ, σ)

及其维数（目前只有维数有用，但后续求解具体若当基时其中的向量也是有用的），直
到某个 Gj(λ, σ) 的维数等于 Gλ 的维数，因为 Young 图中所有方格与 Gλ 的一组基
一一对应，因此方格总数就等于 Gλ 的维数. 另一方面由定理 16.6，N 是 Gλ 上的
幂零线性变换，且在其它广义特征子空间上是双射，因此在核空间最高次数也只能是
Gλ 的维数.

在求出各个 Gj(λ, σ) 的维数后阶梯形状也即确定，因为各层向量个数确定了. 举个简
单的例子，假设 Gλ 是 11 维空间，满足 G1(λ, σ)，G2(λ, σ)，G3(λ, σ) 的维数分别为
5,9,11. 对照 Young 图每行右侧的标注，这说明从最上方一行往下的向量个数依次为
5，4(= 9− 5)，2(= 11− 9)，具体 Young 图为

N2v1 N2v2 Nv3 Nv4 v5

Nv1 Nv2 v3 v4

v1 v2

然后我们就能得到每组若当循环基的长度，即每个若当块的阶数，分别为 3, 3, 2, 2, 1.

基于上面的求解过程，我们就可以得到一般性的 Young 图大小的决定公式如下：
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定理 17.3

令 rj 表示 Young 图从上至下第 j 行的格数，则有（其中 N = σ − λI）：

1. r1 = dimV − r(N)；

2. rj = r(N)j−1 − r(N)j(j > 1).

证明

根据图 17.1 中每行右侧的标注的含义，第一行的格数就是 G1(λ, σ) 的维数，即特
征子空间的维数，即 dimV − r(N)；第 j(j > 1) 行的格数就是 Gj(λ, σ) 的维数
减去 Gj−1(λ, σ) 的维数，由线性映射基本定理，dimGj(λ, σ) = dimGλ − r(N)j，
dimGj−1(λ, σ) = dimGλ − r(N)j−1，因此第 j 行的格数就是 r(N)j−1 − r(N)j . □

基于上述定理，我们可以进一步得到每个特征值对应的若当块个数和每个若当块大小
的公式. 进一步地，这些公式实际上就表明了若当标准形的唯一性，因为每个特征值对应
的若当块的个数和大小都可以被如下公式唯一确定. 我们将这一定理总结如下：

定理 17.4

设 V 是 n维复向量空间，σ ∈ L(V )，λ1, . . . , λm 为其互异的特征值，记 Nj = σ−λjI，
则主对角元为 λj 的若当块的个数 nj 为

nj = n− r(Nj), (17.5)

其中 t 级若当块 Jt(λj) 的个数 nj(t) 为

nj(t) = r(N t+1
j ) + r(N t−1

j )− 2r(N t
j ), (17.6)

以上公式表明，除若当块的排列次序外，一个线性变换对应的若当标准形唯一.

证明

实际上，证明这一定理就是要从定理 17.3中得到的 Young图每行的长度推出 Young
图有多少列，以及每列的长度. 很显然，Young 图的列数就是第一行的长度，即
dimV − r(Nj). 进一步观察，我们知道 Young 图第 j 行与第 j + 1 行的长度之
差来源于有 rj − rj+1（记号来源于定理 17.3）组循环若当基长度终止于 j，因此大
小为 j 的若当块的个数就是 rj − rj+1 = r(Nj)

t+1 + r(Nj)
t−1 − 2r(Nj)

t. □

尽管我们理论上可以通过上述过程得到任意复向量空间上的线性变换的若当块的个数
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和大小，但我们知道，直接对线性变换计算特征值是困难的，因此更多的时候我们仍然是
利用线性变换和它的矩阵表示的特征值与广义特征向量的对应关系，将求解线性变换的若
当标准形转化为求解其某个矩阵表示的若当标准形.

于是我们讨论矩阵的情况. 我们考虑 P−1AP = J，其中 P 为过渡矩阵，J 为 A 的若
当标准形. 我们可以将 A 视为 σ(α) = Aα 在自然基下的矩阵，于是 σ 在推论 17.1 给出的
基（记为 B）下的表示矩阵的求解方式就是 σ(B) = (B)J，将 B 组成的矩阵记作 P，代入
σ 的定义，σ(B) = (B)J 就等同于 AP = PJ，即 P−1AP = J，故如果我们要求矩阵相似
于其若当标准形的过渡矩阵，问题转化为求解 σ(α) = Aα 的若当基然后排列成矩阵即可.

然而我们知道，求解 σ的若当基需要求解各个Gi(λ, σ) = ker(σ−λI)i，代入 σ(α) = Aα

可知，Gi(λ, σ)实际上就是 (A−λI)iX = 0的解. 所以对于矩阵而言，上述所有的过程都只
是不断对矩阵求幂然后解线性方程组，因此是一定可解的. 我们用解空间替代各个 Gi(λ, σ)

重复上述过程可以得到如下定理：

定理 17.5

设 A 是 n 阶复矩阵，λ1, . . . , λm 为其互异的特征值，则主对角元为 λj 的若当块的
个数 nj 为

nj = n− r(A− λjI), (17.7)

其中 t 级若当块 Jt(λj) 的个数 nj(t) 为

nj(t) = r(A− λjI)
t+1 + r(A− λjI)

t−1 − 2r(A− λjI)
t, (17.8)

以上公式表明，除若当块的排列次序外，一个矩阵对应的若当标准形唯一.

最后我们需要提到一点，根据上面的叙述，若当标准形在不考虑若当块的排列顺序的
情况下是唯一的. 因此任一复数域上矩阵均有唯一的若当标准形（相似标准形），因此我们
可以知道，两矩阵相似的一个充要条件是两矩阵有相同的若当标准形（不考虑若当块的排
列顺序），这也是判定两个矩阵是否相似的关键，当然之后我们还会学到其它判定方式，届
时我们再做总结.

接下来我们将讨论如何求出 Young 图中所有方格中的向量，当然实际上只需确定每
个终止向量即可得到所有向量. 在正式讨论之前，我们先考虑一种投机取巧的方式. 事实
上，如果题目只要求我们求解矩阵的若当标准形时，如果我们要求解过渡矩阵，也有简单
的方法. 要求 P 使得 P−1AP = J，则有 AP = PJ . 假定 P 为 n 阶矩阵，我们可以设
P = (X1, . . . , Xn)，剩下的任务就是解方程了. 因此这种方法非常简单，缺陷在于绕开了若
当基这一本质的问题.
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例 17.2

利用上述方法求解矩阵 
2 3 2

1 8 2

−2 −14 −3


的若当标准形以及对应的过渡矩阵.

解

下面我们将讨论对于一般的线性变换，无法投机取巧时，或者希望从更本质的角度求
解时，我们应当使用的方法.

第二步 求解 v1, . . . , vn

1. 实际上，我们在前述求解若当块大小的过程中求出了各个 Gj(λ, σ)，接下来我们需要
利用这些向量将之前确定形状的阶梯内容填满. 我们首先将阶梯最上方的向量确定，
实际上就是利用求出的 Gm1+1(λ, σ)（也就是 V）和 Gm1

(λ, σ) 求出二者之差. 似乎
很简单，但若仔细思索便会发现线性空间的差并不一定好求. 举一个简单的例子，设
Gm1+1(λ, σ) = {α1, α2, α3, α4}，Gm1

(λ, σ) = {β1, β2}. 这其中出现的所有向量可能都
完全不一样，所以作差并不容易. 但我们有一种好方法，如果我们每次从 Gm1+1(λ, σ)

中挑选两个向量和 Gm1
(λ, σ) 中的两个向量放在一起，如果这四个向量线性无关，这

就说明这两个挑出的向量就是作差的结果. 原因在于这相当于 Gm1
(λ, σ) 直和这两个

向量长成的空间后得到了 Gm1+1(λ, σ). 如果四个向量线性相关，这说明挑选的向量
有在 Gm1

(λ, σ) 中的.

2. 接下来继续计算第二行中的向量. 实际上算出第一行后第二行中部分向量就已经确定
了，例如图上的 Nv1 和 Nv2. 我们这时用类似的方法求解 Gm1

(λ, σ) 和 Gm1−1(λ, σ)

的差，如图只需要确定一个向量，但这一个向量的确定除了要像（a）中一样每次从
Gm1

(λ, σ) 中选择一个与 Gm1−1(λ, σ) 的基一起判断线性相关性外，还需要确保这个
向量和已经求出的 Nv1 和 Nv2 是线性无关的，因为它们构成 Gm1

(λ, σ) 的一组基.

总结一下，处于 Gj(λ, σ)\Gj−1(λ, σ) 对应的行的需要补充的向量 v 应当满足如下三
个条件：

(1) v ∈ Gj(λ, σ)；

(2) v /∈ Gj−1(λ, σ)（通过加入 Gj−1(λ, σ)）的基保证线性无关判断）；

(3) v 与同一行中左边已求出的向量线性无关.
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3. 最后，我们将所有求出的基按照若当基原先的排列顺序重新组合即可. 如果求矩阵相
似于若当标准形的过渡矩阵，则按顺序按列摆放即可.

我们可以通过一个例子来说明上述过程.

例 17.3

设 V 是由两个变量 x, y 生成的次数不大于 2 的多项式函数（例如 xy2 不是，因为
次数等于 1+2=3，x2 + y 是）关于一般的多项式加法和数乘构成的线性空间，于是
我们可以取一组基为 {1, x, y, x2, y2, xy}，定义 σ ∈ L(V ) 为

σ(f(x, y)) =
∂

∂x
f(x, y).

求 V 的一组基使得 σ 在这组基下的矩阵是若当标准形.

解

17.3 若当标准形的应用

17.3.1 求解不变子空间

在不变子空间一节中我们提到，我们可以利用若当标准形求解不变子空间. 下面是一
个与若当块直接相关的例子：

例 17.4

设 V 为 n 维复向量空间，σ ∈ L(V )，σ 在基 v1, . . . , vn 下的矩阵是一个若当块
λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λ

 ,

证明：

1. V 中包含 vn 的不变子空间只有 V 自身；

2. V 中任意非零不变子空间都包含 v1；

3. V 不能分解为两个非平凡的不变子空间的直和；
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4. V 中有且仅有 n+ 1 个不变子空间，它们分别是

{0}, span(v1), span(v1, v2), . . . , span(v1, . . . , vn−1, vn)

解

1. 设 W 是包含 vn 的不变子空间，根据线性映射矩阵表示的定义，σ(vn) = λvn+

vn−1 ∈W，故 vn−1 ∈W，同理可得 vn−2, . . . , v1 ∈W，即 W = V .

2. 设 U 为任一非零不变子空间，那么 U 中存在一个非零向量 v，则 v 一定可以
表达为

v = k1v1 + · · ·+ ksvs(s ⩽ n),

其中 ks 6= 0. 由 σ(v) ∈ U 以及线性映射矩阵表示有

σ(v) = λk1v1 + k2(λv2 + v1) + · · ·+ ks(λvs + vs−1)

= λv + k2v1 + · · ·+ ksvs−1 ∈ U,

因此 k2v1 + · · · + ksvs−1 ∈ U，同理进一步作用 σ 有 k3v1 + · · · + ksvs−2 ∈ U，
以此类推有 ksv1 ∈ U . 又 ks 6= 0，故 v1 ∈ U，命题得证.

3. 利用上一点显然.

4. 显然 {0}, span(v1), span(v1, v2), . . . , span(v1, . . . , vn−1, vn)都是不变子空间，下
面证明不变子空间一定在它们当中.

设 U 为任一不变子空间，若 U = {0}，则也符合结论. 我们考虑非零的情况，
设 β1, · · · , βs 是 U 的一组基，并且假设

βi = ai1v1 + ai2v2 + · · ·+ aitvt, i = 1, 2, · · · , s

其中满足至少有一个 i 使得 ait 6= 0（把所有基下表示末尾的 0 去除即可）. 对
于满足 ait 6= 0 的 i，由于 U 是不变子空间，故 σ(βi) ∈ U，与第二点证明完全
相同，我们得到

ai2v1 + ai3v2 + · · ·+ aitvt−1 ∈ U,

ai3v1 + ai4v2 + · · ·+ aitvt−2 ∈ U,

· · ·

ai,t−1v1 + aitv2 ∈ U,

aitv1 ∈ U.
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由于 ait 6= 0，故由最后的式子知道 v1 ∈ U . 代入倒数第二个式子知道 v2 ∈ U，
以此类推，最终得到 span(v1, . . . , vt) ⊂ U，而 U ⊂ span(v1, . . . , vt) 显然（因
为每个 βi 都在其中），故命题得证.

因此我们如果能将线性变换在一组基下表示为若当块，我们就可以很快地利用这一例
子的结论写出其不变子空间. 但我们有时候会遇到线性变换在一组基下表示为多个若当块
的情况，这时我们可能需要通过组合不同若当块对应的不变子空间来得到线性变换的不变
子空间（很容易知道不相交的不变子空间的直和还是不变子空间，因为矩阵表示还是分块
对角矩阵），并且同时还要证明组合出来的就是全部的不变子空间. 下面就是一个非常经典
的例子：

例 17.5

设 V 是复数域上的 n维线性空间，σ ∈ L(V )，若 σ 有 n个不同的特征值 λ1, . . . , λn，
求 σ 的不变子空间的个数.

解

显然 σ 可对角化，每个对角元素就是一阶若当块，因此我们需要考虑组合这些若当
块对应的基构成新的不变子空间. 由可对角化我们有

V = Vλ1
⊕ · · · ⊕ Vλn

,

结合 dimV = n 可知每个特征子空间都是 1 维的. 根据我们组合的思想，我们知道
对于任意的 1 ⩽ j1 < j2 < · · · < jr ⩽ n，r = 1, 2, . . . , n，Vλj1

⊕ · · · ⊕ Vλjr
都是不变

子空间. 这样的不变子空间加上零空间的个数总和为 C0
n + C1

n + · · ·+ Cn
n = 2n.

下面我们需要说明这些不变子空间是全部的不变子空间. 设 U 为任一不变子空间，若
为零空间则符合要求，若不是零空间，设 dimU = m > 0，U 的一组基为 β1, . . . , βm，
将其扩充为 V 的一组基 β1, . . . , βm, βm+1, . . . , βn，则在这组基下 σ 的矩阵为

B =

(
A C

O D

)
,

于是 σ|W 的矩阵为A，对应特征多项式 |λE−A|可以整除 σ的特征多项式 |λE−B| =
|λE−A||λE−D|，由于 σ有 n个不同的特征值，因此 σ|W 必定有m个不同的特征值
λl1 , . . . , λlm，且 1 ⩽ l1 < · · · < lm ⩽ n，而对每个特征值 λli 都有特征向量 αi ∈W，
满足 σ|W (αi) = λliαi，因此 σ(α) = λliαi，即 αi ∈ Vλli

，故 Vλl1
⊕ · · · ⊕ Vλlm

⊂ U .
再结合

dim(Vλl1
⊕ · · · ⊕ Vλlm

) = m = dimU,

故 U = Vλl1
⊕ · · · ⊕ Vλlm

，故所有不变子空间都是之前讨论的 2n 种之一，命题得证.
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当然需要注意的是，不变子空间的个数不一定有限，例如对于数乘变换 σ = kI ∈ L(V )，
很容易验证 V 的任意子空间都是其不变子空间.

17.3.2 矩阵求幂与马尔可夫链

若当标准形的另一个应用在于我们可以利用它计算矩阵的幂，因为若当块的幂的计算
是简单的，这一点与对角矩阵是类似的：

Jk(a)
n = (aE + Jk(0))

n = anE + C1
na

n−1Jk(0) + · · ·+ Cn
nJk(0)

n

同时我们也知道 Jk(0)
k = O（幂零矩阵），所以利用若当标准形求解矩阵的幂是简单的. 我

们来看一个例子：

例 17.6

设 A =


2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

，求 Am(m ⩾ 1).

解

下面是一个非常经典的例子，在接下来的讨论中还会有应用：

例 17.7

设 J = Jn(a) 是特征值为 a 的 n 阶若当块，求 Jm 的若当标准形，其中 m 为非零
整数.

解

我们需要分别考虑 a 6= 0 和 a = 0 的情况：

1. 当 a 6= 0 时，首先显然 Jm 的特征值都为 am，我们先处理 m ⩾ 1 的情况，我
们有

Jm = (aE + J(0))m = amE + C1
ma

m−1Jn(0) + · · ·+ Cm
mJn(0)

m.

故 r(Jm − amEn) = r(C1
ma

m−1Jn(0) + · · · + Cm
mJn(0)

m) = n − 1（很容易通
过 Jn(0) 的幂次的特点写出这一矩阵，然后通过行列式秩判断），因此根据定
理 17.4 可知 Jm 的若当块个数为 n− (n− 1) = 1，因此 Jm 的若当标准形就是
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Jn(a
m).

然后我们考虑 m = −1的情况，显然 J−1 的特征值为 a−1，这里我们借用例 9.8
的分式思想，得到

J−1 =
1

a
En −

1

a2
Jn(0) + · · ·+ (−1)n−1 1

an
Jn(0)

n−1.

故 r(J−1 − 1

a
En) = r(− 1

a2
Jn(0) + · · · + (−1)n−1 1

an
Jn(0)

n−1) = n − 1，因此
J−1 的若当块个数为 n− (n− 1) = 1，因此 J−1 的若当标准形就是 Jn(a

−1).

最后处理 m ⩽ −2 的情况，注意到 Jm = (J−1
n )−m，故根据前面 m ⩾ 1 的讨

论，Jm 的若当标准形就是 Jn((a
−1)−m) = Jn(a

m).

综上所述，无论 m 取什么整数值，Jm 的若当标准形就是 Jn(a
m).

2. 当 a = 0时，我们有 m ⩾ n时 Jm = O，此时若当标准形也就是零矩阵. 我们考
虑m < n的情况，我们需要使用定理 17.4的结论来辅助我们求解 Jm的若当标
准形，因此我们需要研究 (Jm)k的秩. 我们做带余除法，n = mq+r(0 ⩽ r < m)，
则根据 Jn(0) 的幂次的特点，我们有

r((Jm)k) = n−mk, 0 ⩽ k ⩽ q, r((Jm)k) = 0, k ⩾ q + 1.

因此

(1) 1 ⩽ k < q 时，Jk(0) 的个数为 r((Jm)k−1) + r((Jm)k+1) − 2r((Jm)k) =

(n−m(k − 1)) + (n−m(k + 1))− 2(n−mk) = 0；

(2) k = q 时，Jk(0) 的个数为 r((Jm)q−1) + r((Jm)q+1) − 2r((Jm)q) = (n −
m(q − 1)) + 0− 2(n−mq) = m− r；

(3) k = q + 1 时，Jk(0) 的个数为 r((Jm)q) + r((Jm)q+2) − 2r((Jm)q+1) =

(n−mq) + 0− 0 = r.

(4) k > q + 1 时，Jk(0) 的个数为 0.

综上所述，Jm 的若当标准形是 diag(Jq(0), · · · , Jq(0), Jq+1(0), · · · , Jq+1(0))，其
中 Jq(0) 的个数为 m− r，Jq+1(0) 的个数为 r.

由于复数域上任意矩阵都有若当标准形，因此利用若当标准形，我们可以求出复数域
上任意矩阵的任意幂次. 于是我们会有一个问题，即任意给定一个矩阵，当我们取其幂次
趋向于无穷时，会得到一个什么样的矩阵呢？是所有元素都有限的矩阵，还是有些元素可
能趋于无穷了呢？
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17.3.3 若当标准形与矩阵分解

矩阵分解是我们讨论标准形时绕不开的话题，接下来我们讨论若当标准形应用于矩阵
分解的情形. 我们首先讨论平方根分解，这一点是之前线性变换平方根讨论的延续. 下面
这一结论是相当经典的：

定理 17.6

在复数域上，我们有如下关于若当标准形的根式结论：

1. 设 a 6= 0，则存在矩阵 A 使得 Am = Jn(a)；

2. 当 n ⩾ 2 时，不存在矩阵 A 使得 Am = Jn(0).

证明

1. 根据例 17.7，我们知道 Jn(a)
m ∼ Jn(am). 设 bm = a（在复数域上一定存在这

样的 b），则 Jn(b)
m ∼ Jn(a)，因此存在可逆矩阵 P 使得 P−1Jn(b)

mP = Jn(a)，
取 A = P−1Jn(b)P 即可.

2. 反证法. 若存在矩阵 A 使得 Am = Jn(0)，则 A 显然也为 n 阶幂零矩阵，因
此有 An = O（因此至少有 m ⩽ n）. 设 n = mq − r(m ⩾ 2, 0 ⩽ r < m)，则
O = An+r = (Am)q = Jn(0)

q 6= O，这是因为 Jn(0) 至少需要 n 次才能化零，
但 n = mq − r(m ⩾ 2, 0 ⩽ r < m) 表明 q < n，故矛盾.

□

接下来我们考虑之前已经证明的定理 16.13 的 2，即可逆线性变换一定有平方根，我
们现在可以使用若当标准形的方式证明. 我们直接使用矩阵证明即可，因为基固定的情况
下矩阵和线性映射一一对应. 因为可逆线性变换对应可逆矩阵 A，可逆矩阵特征值均不为
0，因此每个对应的若当标准形 J 的若当块对角线上都不为 0，均有平方根（即上述定理中
m = 2，我们记 B2 = J）. 进一步地，由于一定存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP = J，我们
取 C = PBP−1，则 C2 = PB2P−1 = PJP−1 = A，故我们找到了任意可逆矩阵对应的平
方根 C. 这一结论显然可以进一步推广，即任意复数域上的可逆线性变换和可逆矩阵一定
有 m 次方根.

利用若当标准形，我们还可以有以下著名的 Jordan-Chevalley 分解. 这一定理的证明
过程将会给出我们利用若当标准形证明一般矩阵性质的通用方法，一般包含如下步骤：

1. 证明结论对于若当块成立；

2. 证明结论对于若当标准形成立；
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3. 利用问题在相似下的不变性证明结论对于一般矩阵成立.

事实上，上面讨论任意复可逆矩阵均有平方根也是遵循这一范式证明的，我们也是先
证明了对角线元素非零的若当块一定有平方根，那么自然若当标准形是由若当块构成的分
块对角矩阵也满足这一性质，然后利用 (P−1AP )n = P−1AnP 这一相似具有的运算特点证
明对一般可逆矩阵有平方根成立. 总而言之，当我们希望使用若当标准形证明矩阵具有的
性质时，这些性质在相似下要有一定的不变性，然后我们遵照上述范式即可给出证明. 因
此，我们发现了研究相似标准形的一个重要的意义，因为这些很简单的矩阵一般而言都是
具有很好的性质的，再结合很多性质在相似下都可以保持，因此我们可以通过研究更容易
处理的相似标准形来研究一般矩阵的性质. 下面我们就开始证明这一著名的分解：

定理 17.7 Jordan-Chevalley 分解

设 A 是 n 阶复矩阵，则 A 可分解为 A = B + C，其中 B,C 满足如下条件：

1. B 是可对角化的；

2. C 是幂零的；

3. BC = CB；

4. B,C 均可以表示为 A 的多项式.

不仅如此，满足上述条件 1-3 的分解是唯一的.

证明

我们首先对若当块 Jn(a) 证明这一定理. 事实上这非常显然，我们取 B = aEn，
C = Jn(0)，则 B 可对角化，C 是幂零的，且 BC = CB = aJn(0). 又因为 O =

Cn = (Jn(a)−B)n，因此我们取 f(x) = (x−a)n+a，代入 x = Jn(a)有 f(Jn(a)) =

(Jn(a)−aEn)
n+aEn = aEn = B，因此 B表示为了 A的多项式，而 C = Jn(a)−B =

Jn(a)− f(Jn(a)) 也是 A 的多项式.
接下来推广到若当标准形 J，我们假设 J 互不相同的特征值为 λ1, · · · , λm，设每个
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特征值 λi 对应 si 个若当块，则可以将 J 表示为

J =



J11
. . .

J1s1
. . .

Jm1

. . .
Jmsm


.

对每个若当块 Jij，假设若当块大小为 kij，我们类似于前面对若当块的讨论取出每
个 Mij = λiEkij

，Nij = Jkij
(0)，然后将这些矩阵按 J 的顺序排列成分块对角矩阵

即可得到 M 和 N，则 J =M +N，M 可对角化，N 是幂零的，且 MN = NM 是
容易验证的.
我们设每个特征值 λi 对应的最大的若当块的阶数为 ki，因此 (Jij − λij)

ki = O. 我
们知道 (λ − λ1)

k1 , · · · , (λ − λm)km 是两两互素的多项式，因此由中国剩余定理定
理 14.11 可知，存在多项式 f(λ) 满足

f(λ) = gi(λ)(λ− λi)
ki + λi, i = 1, · · · ,m

故 f(Jij) = gi(Jij)(Jij − λi)
ki + λiEkij

= λiEkij
=Mij，因此 f(J) =M 也成立. 同

理 N = J −M = J − f(J) 也是 J 的多项式，因此命题结论对若当标准形都成立.
接下来考虑一般情形，设 P−1AP = J，则 A = PJP−1 = P (M+N)P−1 = PMP−1+

PNP−1. 取 B = PMP−1，C = PNP−1，则 B可对角化，C 是幂零的，且 BC = CB，
B,C 均可以表示为 A的多项式都可以从 M,N 具有这样的性质立刻得到，即这一问
题是在相似下不变的.
最后证明唯一性. 假设 A有另一满足 1-3的分解 A = B′+C ′，则 B−B′ = C ′−C，由
B′C ′ = C ′B′，结合 A = B′ + C ′ 可知 AB′ = B′A,AC ′ = C ′A，又因为 B = f(A)，
故 BB′ = B′B，同理有 CC ′ = C ′C. 设 Cr = O,C ′t = O，用二项式定理可知
(C − C ′)r+t = O，因此 (B −B′)r+t = O.
我们知道 B 和 B′ 可对角化且 BB′ = B′B，根据上一讲的习题可知它们可以同时对
角化，即存在可逆矩阵 Q 使得 Q−1BQ 和 Q−1B′Q 均为对角矩阵. 注意到

(Q−1BQ−Q−1B′Q)r+t = (Q−1(B −B′)Q)r+t = Q−1(B −B′)r+tQ = O,

又两对角矩阵的差是对角矩阵，因此只能有 Q−1BQ = Q−1B′Q，即 B = B′，从而
C = C ′ 也成立，因此唯一性得证. □
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17.3.4 求解微分方程

取一常系数微分方程如下：
df1
dx2 − a

df1
dx = bf1.

令
df1
dx = f2，则上式可以改写为 

df1
dx = f2,

df2
dx = af2 + bf1.

我们可以将上述方程写成矩阵形式：

d
dx

(
f1

f2

)
=

(
0 1

b a

)(
f1

f2

)
.

类似地，n 阶常微分方程

df1
dxn − an−1

df1
dxn−1

− · · · − a1
df1
dx = bf1

可以改写为

d
dx


f1

f2
...
fn

 =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

b a1 a2 · · · an−1




f1

f2
...
fn

 = C


f1

f2
...
fn

 .

若有 P−1CP = J，令

P−1


f1

f2
...
fn

 =


g1

g2
...
gn

 ,

于是我们有

d
dx


g1

g2
...
gn

 = J


g1

g2
...
gn

 .

一个直观的事情是 J 越简单方程越容易解，因此这时若当标准形就能帮助我们解决这
一问题.
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17.4 实数域上的若当标准形

定理 17.8

设 A,B 为域 F 上的同阶方阵，域 K 是域 F 的一个扩域，则 A,B 在域 K 上相似当
且仅当它们在域 F 上也相似.

证明

□

定理 17.9

设 A 是 n 阶实矩阵，则 A 在实数域上相似于如下分块对角矩阵：

1. J = diag(Jr1(λ1), · · · , Jrk(λk), Js1(a1, b1), Jsl(al, bl))；

2. J̃ = diag(Jr1(λ1), · · · , Jrk(λk), J̃s1(a1, b1), J̃sl(al, bl))

其中 λ1, · · · , λk, a1, b1, · · · , al, bl 都是实数，b1, · · · , bl 都非零，Jri(λi) 表示以 λi 为

特征值的通常意义下的若当块，Rj =

(
aj bj

−bj aj

)
, C2 =

(
0 0

1 0

)
，

Jsi(ai, bi) =



Ri I2

Ri I2
. . . . . .

Ri I2

Ri


, J̃si(ai, bi) =



Ri C2

Ri C2

. . . . . .
Ri C2

Ri


.

证明

□

内容总结

习题

A 组
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1.

B 组

1. 求矩阵 

2 3 0 −1 2 −2
−1 0 2 1 −1 −2
1 3 2 0 1 −4
5 6 −1 −2 5 −3
3 3 −1 −2 3 −1
1 3 2 0 1 −4


的若当标准形以及相应的过渡矩阵（提示：这一矩阵是幂零指数为 3 的幂零矩阵）.

2. 设 A =


2 1 1

−2 −1 −2
1 1 2

，求 A 的若当标准形 J 和矩阵 P，使得 P−1AP = J .

3. 定义 σ ∈ L(C3) 为 σ(z1, z2, z3) = (z2, z3, 0). 证明不存在 τ ∈ L(C3) 使得 τ 2 = σ.

4. 证明：存在复数域上的对称矩阵 B,C，使得 A = BC，并且可以指定 B,C 中任意一
个可逆.

C 组

1.



18
多项式的进一步讨论

在之前的讨论中，我们从不变子空间的角度出发，得到复数域上线性变换和矩阵的相
似标准形理论，包括对角化、上三角化、分块对角化以及终极目标若当标准形. 接下来我们
将从多项式的视角再次讨论相似标准形理论，这将会为我们很多时候的讨论带来便捷，因
为相比于抽象的不变子空间，多项式的角度更具体且可以通过直接的计算解决问题.

18.1 特征多项式 Hamilton-Cayley 定理

我们从大家熟悉的特征多项式出发，首先讨论其具有的性质，然后讨论它与相似标准
形理论的关联. 事实上我们在初次引入特征值与特征向量时已经提到过特征多项式的定义，
这里简要回顾复数域上的情况，因此根据定理 14.13 可知特征多项式能分解为一次多项式
的乘积，每个一次多项式具有 λ− λi 的形式，其中 λi 是特征值. 我们更严谨地表达如下：
设 V 是复向量空间，σ ∈ L(V )，A 为 σ 在任意一组基下的的矩阵表示. 令 λ1, . . . , λm 表
示 σ（也即矩阵 A）的所有互异特征值，则它们的特征多项式可以写成如下形式：

f(λ) = |λE −A| = (λ− λ1)
d1 · · · (λ− λm)dm (18.1)

其中 d1, . . . , dm 称为特征值 λ1, . . . , λm 的代数重数.

下面是一个基本结论，讨论了限制在不变子空间下的线性变换的特征多项式与全空间
上的线性变换的特征多项式的关联：

定理 18.1

设 V 是复向量空间，V1, . . . , Vm 都是 V 的非零子空间使得 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm. 设
σ ∈ L(V )，每个 Vj 在 σ 下不变. 对每个 j，令 fj 表示 σ|Vj

的特征多项式. 证明：σ
的特征多项式为 f1 · · · fm.

481
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证明

我们直接用矩阵形式给出证明，因为矩阵形式更加方便，并且线性变换与其矩阵表
示的特征多项式相等. 根据定理 15.2，我们为每个 Vi 取任意一组基 Bi，设 σ 在 Bi

下的矩阵表示为 Ai，则 σ 在基 B = B1 ∪ · · · ∪Bm 下的矩阵表示为分块对角矩阵

A =


A1

. . .
Am

 ,

于是 σ 的特征多项式为

f(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λE −A1

. . .
λE −Am

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
m∏
i=1

|λE −Ai| =
m∏
i=1

fi(λ).

其中 fi 就是 σ|Vi
的特征多项式，故得证. □

这一定理能给我们一个启发. 回顾定理 16.6，我们设 σ 的特征值为 λ1, . . . , λm，则有
广义特征子空间分解 V = Gλ1

,⊕ · · · ⊕ Gλm
，且每个广义特征子空间都是不变子空间. 我

们设每个广义特征子空间 Gλi
的维数为 di，故 σ|Gλi

的特征多项式就是 (λ − λi)
di，因为

特征值只有 λi，次数等于空间维数. 则根据上面的定理，我们有

f(λ) =
m∏
i=1

fi(λ) =
m∏
i=1

(λ− λi)
di .

我们发现它和式 18.1 的形式是一致的，因此我们可以得到 λi 对应的广义特征子空间的维
数 di 就是特征值 λi 的代数重数. 即我们有如下推论：

推论 18.1

设 σ ∈ L(V )，λi 为其任意特征值，di 为 λi 的代数重数，则 λi 对应的广义特征子空
间的维数也为 di.

因此未来我们提到代数重数（或者简称重数）时，我们可以从两个角度来理解. 于是
下面这一例子我们可以从两种重数的定义出发给出不同的证明：

例 18.1

设 σ, τ ∈ L(V ) 可逆，证明：σ 和 τ−1στ 有相同的特征值，且重数也相同.
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证明

□

在此后深入讨论多项式与标准形之间的联系的过程中，我们通常需要使用一些零化多
项式来辅助我们的讨论. 我们给出如下定义：

定义 18.1 零化多项式

我们有线性变换和矩阵的零化多项式定义如下：

1. 设 T ∈ L(V )，若 p ∈ F[x] 使得 p(T ) = 0，则称 p 为 T 的一个零化多项式；

2. 设 A ∈ Fn×n，若 p ∈ F[x] 使得 p(A) = 0，则称 p 为 A 的一个零化多项式.

一个显然的事情是，如果一个多项式是线性变换 T 的零化多项式 p，那么它一定也是
T 在任意一组基下表示矩阵 A 的零化多项式，这是因为线性变换的多项式 p(T ) = 0 的矩
阵表示是 p(A) = 0.

很自然地，我们需要找到一些零化多项式. 我们可以先做一个观察. 对于矩阵 A =(
1 2

0 −1

)
，我们容易验证 A2 − I = 0，因此 λ2 − 1 是 A 的一个零化多项式，同时我们发

现这是 A 的特征多项式，因此我们可以猜想，是否对于所有的矩阵都有特征多项式是零化
多项式呢？事实上，这就是著名的 Hamilton-Cayley 定理：

定理 18.2 Hamilton-Cayley 定理

设 V 是复向量空间，σ ∈ L(V ). 令 q 表示 σ 的特征多项式，则 q(σ) = 0.

定理的证明我们将从前面讨论的三个相似标准形：对角矩阵，上三角矩阵和分块对角
矩阵三个角度给出三个证明. 通过这三个证明我们可以体会到标准形与多项式背后的联系.

1. 利用对角矩阵：这一角度的证明需要使用一些拓扑的概念，我们将在矩阵空间未竟专
题中给出证明.

2. 利用分块对角矩阵分解

证明

设 σ 的特征值为 λ1, . . . , λm，根据定理 16.6，我们有广义特征子空间分解 V =

Gλ1
⊕ · · · ⊕Gλm

. 设每个广义特征子空间的维数为 di. 根据定理 5.11 核空间停
止增长的性质，以及 σ|Gλi

是幂零线性变换，我们知道一定有 (σ − λiI)
di = 0
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（因为 σ − λiI 在 Gλi
上的幂次的核空间最大维数为 di，因此最多增长到 di 次

幂）. 换句话说，设 fi(λ) = (λ− λi)
di，则 fi(σ) 能将 Gλi

中向量都化零，而
根据定理 18.1，σ 在 V 上的特征多项式就是 f(λ) = f1(λ) · · · fm(λ)，而每个
fi(σ) 都能将 Gλi

中的向量化零. 我们取 Gλi
的基为 vi1, · · · , visi，合并成 V

的一组基 v11, · · · , v1s1 , · · · , vm1, · · · , vmsm，故对于任意的 vij，根据例 7.4 的
可交换性质，f(σ)v = f1(σ) · · · fi−1(σ)fi+1(σ) · · · fm(σ)fi(σ)vij = 0，即 f(σ)

能将 V 的一组基化零，根据线性映射的定义可知它也能将任意向量化零，故
f(σ) = 0，得证. □

3. 利用上三角矩阵

证明

根据定理 16.9，我们设 σ 在基 v1, · · · , vn 下的矩阵表示为

A =


λ1 a12 · · · a1n

0 λ2 · · · a2n
...

... . . . ...
0 0 · · · λn

 ,

其中 λ1, . . . , λn 为 σ 的特征值. 根据线性映射矩阵表示的定义我们有

σ(v1) = λ1v1,

σ(v2) = a12v1 + λ2v2,

· · ·

σ(vn) = a1nv1 + a2nv2 + · · ·+ λnvn.

由第一行我们有 (σ − λ1I)v1 = 0，代入第二行有

(σ − λ1I)(σ − λ2I)v2 = (σ − λ1I)(a12v1) = 0,

依此类推，我们有

(σ − λ1I) · · · (σ − λiI)vi = 0, ∀vi ∈ V.

因此根据例 7.4 的可交换性质，

f(σ)vi = (σ − λ1I) · · · (σ − λnI)vi = 0, ∀vi ∈ V,

即 f(σ) 能将 V 的一组基化零，根据线性映射的定义可知它也能将任意向量化
零，故 f(σ) = 0，得证. □



18.2 特征多项式与标准形 485

由此我们知道，复向量空间上的线性变换和矩阵的特征多项式是它的零化多项式，接
下来我们就将利用这一结果给出一些重要的结论. 但在此之前，或许读者会有一个疑问：在
实数域上是否也有类似的结论呢？实际上答案是肯定的，我们需要利用线性变换的复化来
证明这一结论：

定理 18.3

设 V 是实向量空间，σ ∈ L(V )，则 σ 的特征多项式是它的零化多项式.

证明

□

18.2 特征多项式与标准形

18.2.1 特征多项式唯一分解与广义特征子空间

在证明了定理 18.2后，接下来我们便可以利用它进一步研究特征多项式与相似标准形
之间的关系. 我们的目标是找到能在直和后得到原空间的不变子空间的分解方式（事实上
就是找到广义特征子空间）. 实际上，我们可以利用定理 14.8 得到以下关键结论：

引理 18.1

设 σ ∈ L(V )，且在 F[x] 中有 p = p1p2，且 p1, p2 互素，则有

ker p(σ) = ker p1(σ)⊕ ker p2(σ).

证明

此处证明直和采取先证明和，再证明直和的方式. 由于 p1, p2 互素，根据定理 14.8，
存在 u, v ∈ F[x] 使得

u(x)p1(x) + v(x)p2(x) = 1,

代入 σ 有
u(σ)p1(σ) + v(σ)p2(σ) = I,

于是对于任意 v ∈ V，我们有

v = u(σ)p1(σ)v + v(σ)p2(σ)v, (18.2)
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令 v1 = u(σ)p1(σ)v, v2 = v(σ)p2(σ)v，我们有 v = v1 + v2. 又 v ∈ ker p(σ)，故
p(σ)v = p1(σ)p2(σ)v = 0. 从而

p2(σ)v1 = p2(σ)u(σ)p1(σ)v = u(σ)p1(σ)p2(σ)v = 0,

即 v1 ∈ ker p2(σ). 同理可得 v2 ∈ ker p1(σ). 因此我们有 ker p(σ) ⊂ ker p1(σ) +
ker p2(σ).
我们进一步证明直和. 设 α ∈ ker p1(σ) ∩ ker p2(σ)，结合式 18.2，我们有

α = u(σ)p1(σ)α+ v(σ)p2(σ)α = 0,

因此 ker p1(σ)∩ker p2(σ) = {0}. 于是我们有 ker p(σ) = ker p1(σ)⊕ker p2(σ)，得证.
□

为了得到广义特征子空间分解，我们还需要将这一定理推广到因式更多的情况，证明
只需要依照引理 18.1 然后进行数学归纳法即可，此处不再赘述：

推论 18.2

设 σ ∈ L(V )，且在 F[x] 中有 p = p1p2 · · · ps，且 p1, p2, . . . , ps 两两互素，则有

ker p(σ) = ker p1(σ)⊕ ker p2(σ)⊕ · · · ⊕ ker ps(σ).

这一定理表明，将多项式分解为互素的多项式乘积，原多项式作用于线性变换的核空
间等于分解后各个互素因式作用于线性变换的核空间的直和. 我们结合 Hamilton-Cayley
定理，如果 f 是 σ 的特征多项式，故 f(σ) = 0，则 ker f(σ) 就是全空间 V . 接下来我们
将特征多项式分解为互素因式乘积，有

f(λ) = (λ− λ1)
r1(λ− λ2)

r2 · · · (λ− λm)rm ,

其中 λ1, . . . , λm 为 σ 的所有互异特征值，r1, . . . , rm 为特征值的重数. 然后由于分解的因
式显然是两两互素的，因此根据推论 18.2，我们有

ker f(σ) = V = ker(σ − λ1I)
r1 ⊕ · · · ⊕ ker(σ − λmI)

rm ,

这或许就是一种巧合，我们从多项式的角度也推导出了和广义特征子空间相近的结论. 我
们回顾定理 16.6：

V = G(λ1, σ)⊕ · · · ⊕G(λm, σ),

其中 G(λi, σ) = ker(σ−λiI)
dim V，这与上式的形式是类似的，但这里将广义特征子空间定

义中 (σ− λI) 由于核空间扩张所需的幂次降低了，并且我们可以直接利用多项式的因式分
解显得更加直接与具体.
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例 18.2

设 σ ∈ L(V )，p(z) = anx
n + · · ·+ a1x ∈ F[x] 是 σ 的一个零化多项式，其中 a1 6= 0，

证明：
V = kerσ ⊕ imσ.

证明

□

18.2.2 初等因子分解与若当标准形

事实上，学习了若当标准形后，我们已不满足于基于广义特征子空间的分解. 我们知
道同一个特征值可能对应多个若当块，因此每个广义特征子空间还能继续分解，分解成可
以得到若当块的由循环基张成的循环子空间的直和. 我们可以根据推论 17.1 形式化地写出
这一分解：设 V 是 C 上的有限维线性空间，T ∈ L(V )，设每个特征值 λi(i = 1, · · · , n) 对
应的广义特征子空间 Kλi

可以由 si 组若当基 Bi1, Bi2, · · · , Bisi 张成，其中每一组基都可
以表达为：

Bij = {(T − λiI)
rij−1vij , (T − λiI)

rij−2vij , · · · , vij},

事实上 rij 就是这组循环基的长度. 我们设由 Bij 张成的循环子空间为 Cij，则有

Kλi
= Ci1 ⊕ Ci2 ⊕ · · · ⊕ Cisi =

si
⊕
j=1

Cij ,

再根据定理 16.6，我们有
V =

n
⊕
i=1

Kλi
=

n
⊕
i=1

si
⊕
j=1

Cij . (18.3)

简而言之，我们将 V 分解为了一系列循环子空间的直和，每个循环子空间的循环基对
应一个若当块. 进一步地，我们也希望探究这一分解与多项式之间的联系. 这时我们需要
回忆起例 14.7，帮助我们得到如下结论：

定理 18.4

设 V 是 C 上的有限维线性空间，T ∈ L(V ). 设

Bij = {(T − λiI)
rij−1vij , (T − λiI)

rij−2vij , · · · , vij}

是 V 的一组循环基，Cij 是由 Bij 张成的循环子空间. 则有

Cij
∼= F[λ]/((λ− λi)

rij ).



488 第 18 讲 多项式的进一步讨论

事实上证明这一定理是显然的，因为根据例 14.7，我们知道 F[λ]/((λ− λi)
rij ) 是一个

rij 维线性空间，与 Cij 相同. 但为什么我们在这里选择这一特别的商空间呢？事实上，回
顾例 14.7 的解答，我们发现，这一商空间的基是

(λ− λi)rij−1, (λ− λi)rij−2, · · · , 1,

其中 a = a + (λ − λi)
rij . 我们很容易发现这一基的形式与 Bij 的形式完全是一一对应的：

(T − λiI)
kvij 对应 (λ− λi)k，事实上，我们不难发现以下两个关系：

Bij = {p(T )vij | deg p ⩽ rij − 1},

F[λ]/((λ− λi)
rij ) = {p(λ) | deg p ⩽ rij − 1}.

因此我们能构造出一个非常自然的同构映射 ϕ : Cij → F[λ]/((λ−λi)
rij )，使得 ϕ(p(T )vij) =

p(λ), ∀ deg p ⩽ rij − 1.

我们可以做进一步的观察，对于限制在 Cij 上的线性映射 T |Cij
，我们利用同构映射将

其自然地变为 F[λ]/((λ − λi)
rij ) 上的线性映射 T ′：由于 T |Cij

(p(T )vij) = T · p(T )vij，根
据同构我们有 T ′(p(λ)) = λ · p(λ).

事实上，由于映射 T ′ 和 T |Cij
是完全由它们对应的线性空间的同构映射 ϕ对应的，因

此我们很自然地能知道，T ′ 在基 (λ− λi)rij−1, (λ− λi)rij−2, · · · , 1下的矩阵实际上与 T |Cij

在基 Bij 下的矩阵是完全一致的，即是一个若当块. 如果读者不相信，我们将这一结果的
计算性验证留作习题.

总而言之，经过上面一系列看似繁杂的推演，我们事实上是想说明 Cij 和 F[λ]/((λ −
λi)

rij ) 的同构是非常自然的，我们完全可以将 F[λ]/((λ − λi)
rij ) 也视为一个循环子空间，

并且我们也将循环基中出现的 (T − λiI)
k 中的多项式 (λ − λi)

k 提取出来，从而可以从多
项式的角度来研究若当标准形. 利用这一同构，我们可以将式 18.3 写为

V =
n
⊕
i=1

si
⊕
j=1

F[λ]/((λ− λi)
rij ). (18.4)

注意，上式的等号实际上代表同构，在不引起歧义的情况下，我们可以这样简化书写. 事
实上，这一分解直接引入了一个新的概念：初等因子（组）.

定义 18.2

设 V 是 C上的有限维线性空间，T ∈ L(V ). 我们称式 18.4中出现的多项式 (λ−λi)
rij

为 T 的一个初等因子，并称 T 的全体初等因子为其初等因子组.

对于矩阵显然有类似的定义，就不再赘述了. 对于像初等因子这样，是一次多项式（或
者将来数域不再是复数域时的一般不可约多项式）的次方的形式的多项式，我们称其为准
素多项式. 这是因为不可约多项式可以类比为整数中的素数，而初等因子只是这些 “素多
项式”的次方，因此只有单个 “素多项式”为其因子，非常简单，并且在代数中也比较常见.
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除此之外需要说明的是，引入初等因子组的一个重要目的就是希望说明它是我们判断
两个矩阵是否相似的全系不变量. 这里出现了一个新的名词，但实际上内涵并不新. 所谓
相似的全系不变量，就是满足两个矩阵相似当且仅当它们有相同的这个全系不变量. 我们
知道对于相抵而言，矩阵的秩就是全系不变量，因为矩阵相抵当且仅当它们的秩相同. 但
在相似中，在讨论若当标准形之前只能知道相似矩阵有相同的特征多项式（特征值、迹、行
列式等），这些都是相似的必要条件，直到得到若当标准形后我们才得到了相似的充要条件
是有相同的若当标准形，而且这并不容易得到，而矩阵的秩是非常基础的性质，所以相似
的研究比相抵困难很多. 现在我们从若当标准形这一相似的充要条件出发，抽象出了初等
因子组与若当标准形一一对应（观察推导过程，初等因子组与若当基完全对应）的多项式
组，从而我们可以有如下结论：

定理 18.5

初等因子组是矩阵相似的全系不变量，即两个矩阵相似当且仅当它们有相同的初等
因子组.

对于式 18.4 给出的初等因子分解，我们知道它实际上与循环子空间分解是完全等价
的，于是我们很自然地会有如下三个问题：

1. 为什么叫初等因子分解？这是因为这样的分解已经是最细的分解了吗（即不能再进一
步分解使其与另一种循环子空间分解同构吗）？

2. 是否还有其它更粗粒度的分解与其它可能的循环子空间分解对应？即我们是否能结合
一些初等因子，得到更大的循环子空间？是否有最粗粒度的分解？

3. 我们知道在复数域上多项式是可以完全分裂成一次多项式的乘积的，但是在其它一些
域，例如实数域或者有理数域上，多项式无法完全分裂，那么将会得到二次多项式或
者其它形式的初等因子，此时初等因子分解是否还有意义？

关于以上三个问题，我们都将在下一讲中给出解答. 事实上第二、第三个问题的回答
分别对应着第一、第二有理标准形.

18.3 极小多项式及其性质

18.3.1 极小多项式的定义

根据 Hamilton-Cayley 定理，我们知道特征多项式是复数域上（实数域也可以）线性
变换的零化多项式. 然而特征多项式的次数一定等于线性空间的维数，我们希望零化多项
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式的次数更低，这样我们可以基于多项式理论研究更多的有关标准形的理论. 我们首先给
出极小多项式的定义：

定义 18.3

我们有如下线性变换和矩阵的极小多项式定义：

1. 设 σ ∈ L(V )，则 σ 的极小多项式是唯一一个使得 p(σ) = 0 的次数最小的首一
多项式；

2. 设 A ∈ Fn×n，则 A 的极小多项式是唯一一个使得 p(A) = O 的次数最小的首
一多项式.

这一定义的合理性需要下述定理保证，我们只证明线性变换的角度，矩阵实际上只需
要将定理和证明中的线性变换替换为矩阵即可：

定理 18.6

设 V 为复（实）向量空间，σ ∈ L(V )，则存在唯一一个次数最小的首一多项式 p 使
得 p(σ) = 0.

证明

存在性是显然的，根据 Hamilton-Cayley 定理，我们知道一定存在零化多项式，故
在所有零化多项式中一定有次数最低的多项式. 我们主要证明唯一性，假设存在两
个次数最低（故它们次数相同）的首一多项式 p, q 使得 p(σ) = q(σ) = 0，则有
(p− q)(σ) = 0，又 deg(p− q) < deg p = deg q（因为根据假设它们首项会直接消去），
又 deg p = deg q 是零花多项式的最低次数，故只能有 p = q，得证. □

如果需要计算极小多项式，我们可以给出一个算法化的描述. 对于 m = 1, 2, . . .，我们
相继考虑线性方程组

a0M(I) + a1M(σ) + · · ·+ am−1M(σm−1) +M(σm) = 0,

直到这一方程组有一个解 a0, a1, . . . , am−1，此时 a0, a1, . . . , am−1, 1 即为极小多项式的次
数.
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例 18.3

求矩阵 A =


0 0 0

1 0 2

2 1 −1

 和 B =


2 2 1

0 2 −1
0 0 −3

 的最小多项式.

解

1.

2.

与零化多项式的讨论一致，如果一个多项式是线性变换 σ 的极小多项式 p，那么它一
定也是 σ在任意一组基下表示矩阵 A的零化多项式，这是因为线性变换的多项式 p(T ) = 0

的矩阵表示是 p(A) = O. 下面我们给出一些简单线性变换/矩阵的极小多项式：

1. 幂零线性变换：N ∈ L(V ) 且 N l = 0，但 N l−1 6= 0（l 称为幂零指数），极小多项式
为 λl；

2. 幂等线性变换：σ ∈ L(V ) 且 σ2 = σ，极小多项式为 λ2 − λ 或 λ 或 λ− 1；

3. 对合线性变换：σ ∈ L(V ) 且 σ2 = I，极小多项式为 λ2 − 1 或 λ+ 1 或 λ− 1；

4. 对于对角线上元素为 a 的 r 阶若当块 Jr(a)，根据上面得到的幂零线性变换的结论不
难得到其极小多项式等于特征多项式 (λ− a)r.

18.3.2 极小多项式的性质

我们希望极小多项式具有良好的性质，从而方便我们的讨论. 首先我们利用多项式的
带余除法以及 Hamilton-Cayley 定理可以得到下述简单的结论：

定理 18.7

设 σ ∈ L(V ).

1. q ∈ F[x]，则 q(σ) = 0 当且仅当 q 是 σ 的极小多项式的多项式倍；

2. 设 F = C，则 σ 的特征多项式是 σ 的极小多项式的多项式倍.
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证明

1. 定理的证明非常简单，直接使用带余除法：设 p 是 σ 的极小多项式，q 是任意
一个使得 q(σ) = 0 的多项式，由带余除法定理 14.5 我们有 q = ps + r，其中
deg r < deg p，则有 r(σ) = q(σ)− p(σ) = 0，由极小多项式的定义可知只能有
r = 0，否则 r 就是次数更小的零化多项式，与 p 是极小多项式矛盾，故 q 是
p 的倍式得证.

2. 根据 Hamilton-Cayley 定理，σ 的特征多项式是零化多项式，故根据上一小点
的证明，特征多项式是极小多项式的倍式.

□

这一定理告诉我们，任意线性变换和矩阵的零化多项式都是极小多项式的倍式，而特
征多项式也是零化多项式，因此也是极小多项式的倍式，即极小多项式是特征多项式的因
式，因此极小多项式的根一定也是线性变换和矩阵的特征值. 我们希望知道这一结论反过
来是否成立，即特征值是否一定是极小多项式的根. 事实上，这一结论是成立的，我们给
出如下定理：

定理 18.8

设 σ ∈ L(V )，则 σ 的极小多项式的零点恰好是 σ 的特征值，即极小多项式与特征
多项式在 F 中有相同的根（重数可以不同）.

证明

上面的讨论我们已经说明了极小多项式的根一定是特征值，我们只需要证明特征值
一定是极小多项式的根即可. 记 p(x) 为 σ 的极小多项式，λ 是 σ 的任一特征值，我
们需要证明 p(λ) = 0. 设 α 是 σ 关于特征值 λ 的一个特征向量，即 σ(α) = λα，因
此有

p(λ)α = p(σ)α = 0,

由于 α 6= 0，故 p(λ) = 0，得证. □

我们知道，相似的矩阵一定有相同的特征多项式，那么对于极小多项式是否也有这一
性质呢？答案显然是肯定的：

定理 18.9

相似的矩阵有相同的极小多项式.
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证明

当然我们可以说相似矩阵实际上都是同一个线性变换在不同基下的矩阵表示，因此
极小多项式都等于这个线性变换的极小多项式. 但我们也可以直接证明：设 A,B 相
似，即存在可逆矩阵 P 使得 B = P−1AP . 设 A,B 的极小多项式分别为 pA, pB，注
意到

pA(B) = pA(P
−1AP ) = P−1pA(A)P = 0,

因此 pA 也是 B 的零化多项式，故 pB|pA，同理 pA|pB，又因为二者都是首一多项
式，故 pA = pB. □

18.3.3 极小多项式与标准形

在最后一小节我们尝试将两种描述线性变换的角度（标准形和多项式）联系起来，只
是现在我们是利用极小多项式这一工具. 在前文讨论特征多项式诱导的不变子空间分解时，
我们将广义特征子空间定义中需要求核空间的线性变换幂次降低，而依据定理 18.8以及特
征多项式是极小多项式的倍式可知，这一幂次还可以进一步降低：

定理 18.10

设 σ ∈ L(V )，σ 的极小多项式为 p = (λ− λ1)
s1 · · · (λ− λm)sm，则有

ker p(σ) = V = ker(σ − λ1I)
s1 ⊕ · · · ⊕ ker(σ − λmI)

sm .

我们知道，极小多项式的因式次数无法继续降低，否则不为零化多项式，因此它也给
出了广义特征子空间定义中需要求核空间的线性变换的幂次为何值时，核空间会停止增长，
并且这是一个下界，基于此我们更进一步地理解了极小多项式因式次数的含义.

类似于定理 18.1的讨论，如果我们已知空间的不变子空间分解以及各个不变子空间上
线性变换的极小多项式，一个值得讨论的问题是我们应当如何求解全空间上线性变换的极
小多项式. 实际上这一结论是很直观的，答案是各个不变子空间的极小多项式的最小公倍
式，严谨叙述如下：

定理 18.11

设 σ ∈ L(V )，如果 V 能分解成 σ 的一些非平凡不变子空间的直和：

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Um,
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且 σ|Ui
的极小多项式为 pi，则 σ 的极小多项式为

p = lcm(p1, . . . , pm).

其中 lcm(p1, . . . , pm) 表示 p1, . . . , pm 的最小公倍式.

证明

我们同样利用矩阵的角度来证明这一结论. 设 A 在 Ui 的基 Bi 下的矩阵表示为 Ai，
Ai 的极小多项式为 pi，则 A 在基 B1 ∪ · · · ∪Bm 下的矩阵表示为 diag(A1, . . . , Am).
设 p = lcm(p1, . . . , pm)，则至少有 p(Ai) = O，因此 p(A) = O，故 p 是 A 的零化多
项式. 设 A 的极小多项式为 q，则 q|p.
又因为 q(A) = O，故对于每个 Ai，q(Ai) = O，又 Ai 的极小多项式为 pi，故 pi|q，
因此它们的最小公倍式 p|q，故 q = p，得证. □

这一结论的直接应用就是若当标准形的极小多项式，并且基于若当标准形的极小多项
式我们可以得到更多的结论. 我们首先利用之前讨论的若当块的极小多项式来得到若当形
矩阵的极小多项式：

例 18.4

设若当标准形 J 的互不相同的特征值为 λ1, · · · , λm，每个特征值 λi 对应 si 个若当
块，则可以将 J 表示为

J =



J11
. . .

J1s1
. . .

Jm1

. . .
Jmsm


.

对每个若当块 Jij，假设若当块大小为 kij，则若当块 Jij 的极小多项式为 pij = (λ−
λi)

kij . 于是根据定理 18.11，J 的极小多项式为这些 pij 的最小公倍式. 设每个特征
值 λi 对应的最大的若当块的阶数为 ki，又由于对于不同的特征值 λi，(λ− λi)

ki 互
素，故 J 的极小多项式为

p = (λ− λ1)
k1 · · · (λ− λm)km .



18.3 极小多项式及其性质 495

因此我们知道，若当标准形的极小多项式中各个特征值 λi 对应的 λ − λi 的幂次，就
是 λi 对应的最大若当块的大小. 因此我们知道，同一个极小多项式可能可以对应于不同的
若当标准形，例如：

例 18.5

设 A =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 和 B =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

，它们的极小多项式根据上面的结论
均为 λ2，但两者是不同的若当标准形.

因此我们知道，极小多项式不能作为相似的全系不变量. 进一步地，特征多项式和极
小多项式都确定时，也无法唯一确定线性变换，因此二者结合也不能作为相似的全系不变
量. 更一般地，我们有如下结论：

例 18.6

设 p, q ∈ C[x] 是具有相同零点的首一多项式，q 是 p 的多项式倍，证明：存在 σ ∈
L(Cdeg q)使得 σ 的特征多项式为 q 且极小多项式为 p，且满足条件的 σ 可以不唯一.

证明

我们只需要注意到特征多项式决定了整个矩阵的大小以及每个特征值对应的若当块
的大小之和，而极小多项式决定了每个特征值对应的最大若当块的大小即可. □

更进一步地，因为极小多项式决定了每个特征值对应的最大若当块的大小，因此如果
极小多项式可以分解为不同的一次因式的乘积，这就表明每个特征值对应的最大若当块都
是一阶的，即线性变换可对角化. 因此我们有如下结论：

定理 18.12

设 σ ∈ L(V )，σ 可对角化当且仅当 σ 的极小多项式能分解成不同的一次因式的乘
积.

这给出了线性变换可对角化的另一等价条件，基于此，可对角化一节中给出矩阵多项
式判断可对角化的习题都可以 “秒杀”，例如幂等矩阵、对合矩阵可对角化，但幂零矩阵除
非自身为 0 否则一定不可对角化，高于 1 阶的若当块矩阵一定不可对角化，包含高于 1 阶
的若当块矩阵的若当形矩阵也一定不可对角化.
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例 18.7

证明：设 σ ∈ L(V )，若 σ 可对角化，则对于 σ 的任意非平凡不变子空间 U，都有
σ|U 可对角化.

证明

直接利用定理 18.12 即可证明. □

我们需要补充说明一点，虽然矩阵相似不随数域改变而改变，但可对角化与数域有关.
例如实矩阵 A 的极小多项式为 λ3 − 1，在它在实数域上无法分解为互素一次因式的乘积，
复数域上则可以，这表明 A 在实数域上不可对角化，但在复数域上可以.

最后我们讨论特征多项式等于极小多项式的情况. 实际上我们发现一个矩阵可对角化，
且特征值互不相同，那么根据定理 18.8 和定理 18.12，它的特征多项式一定等于极小多项
式. 基于这一观察我们可以推广得到如下结论：

例 18.8

设 A 为 n 阶方阵且极小多项式次数为 n，则 A 的若当标准形中各个若当块的主对
角线元素互不相同.

证明

□

更进一步地，我们发现对于一个若当块矩阵，它的特征多项式和极小多项式是相同的.
基于这一观察我们可以得到一个更强的结论，即特征多项式等于极小多项式的充要条件：

定理 18.13

设 V 是有限维线性空间，T ∈ L(V )，则 T 的特征多项式等于极小多项式当且仅当
V 是循环子空间，即可以由一组循环基张成.

证明

□

内容总结

习题
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A 组

1.

B 组

1. 证明：定理 18.4 之后定义的线性映射 T ′ 在基 (λ− λi)rij−1, (λ− λi)rij−2, · · · , 1 下的
矩阵实际上就是一个若当块.

2. 已知某个实对称矩阵 A 的特征多项式为 λ5 + 3λ4 − 6λ3 − 10λ2 + 21λ − 9，求 A 的
极小多项式.

3. 设 V 为 n 阶方阵构成的线性空间，σ ∈ L(V ), ∀A ∈ V, σ(A) = 2A− 3AT.

(1) 求 σ 的特征值；

(2) 证明：σ 可对角化.

C 组

1.
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19
有理标准形

在实数域上的若当标准形一节中，我们说明了在实数域这样的非代数闭域上，我们不
一定能得到若当标准形. 事实上，我们希望能得到一个在任何数域上都存在的标准形，由于
有理数域是最小的数域，因此这种标准形被称为有理标准形. 我们将遵循上一讲定理 18.5
后提出的三个问题的思路来解决构造有理标准形的问题. 为了阅读方便，我们将这三个问
题再次叙述：

1. 为什么叫初等因子分解？这是因为这样的分解已经是最细的分解了吗（即不能再进一
步分解使其与另一种循环子空间分解同构吗）？

2. 是否还有其它更粗粒度的分解与其它可能的循环子空间分解对应？即我们是否能结合
一些初等因子，得到更大的循环子空间？是否有最粗粒度的分解？

3. 我们知道在复数域上多项式是可以完全分裂成一次多项式的乘积的，但是在其它一些
域，例如实数域或者有理数域上，多项式无法完全分裂，那么将会得到二次多项式或
者其它形式的初等因子，此时初等因子分解是否还有意义？

19.1 推广的广义特征子空间与第二有理标准形

为了逻辑上的顺畅，我们首先介绍第二有理标准形的构造，因为这一构造恰好需要对
若当标准形的推导中广义特征空间以及初等因子的概念进行推广. 但需要注意的是，有理
标准形在复数域上并不能退化为若当标准形，即有理标准形并不是在任何数域上都能找到
的一个更广泛的标准形概念，不是若当标准形的推广，这一点是初学时必须要注意的，我
们也将在后面详细讲述其中的差异与关联.

回顾定理 14.13叙述的唯一分解性质，任意数域上的特征多项式（所以是首一的）f(λ)

499
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都可以被唯一分解为一些首一不可约多项式的乘积，即

f(λ) = p1(λ)
n1p2(λ)

n2 · · · pk(λ)nk ,

其中 pi(λ) 是首一不可约多项式，ni 是正整数. 如果我们讨论的是复数域，则这些不可约
多项式都是一次多项式，即 pi(λ) = λ − λi，其中 λi 是复数域上的特征值. 但是如果我们
讨论的是实数域或者有理数域，则这些不可约多项式可能是一次多项式，也可能是更高次
的多项式. 事实上，在复数域上我们推导若当标准形的起点是定义广义特征子空间，然后
将广义特征子空间分解为循环子空间的直和，那么我们最直接的想法便是，在所有数域上
（包括非代数闭域）定义类似的概念，进行类似的分解. 于是我们首先有如下定义：

定义 19.1

设 V 是一个有限维线性空间，T ∈ L(V ). 设 T 的特征多项式为

f(λ) = p1(λ)
n1p2(λ)

n2 · · · pk(λ)nk ,

其中 pi(λ) 是首一不可约多项式，ni 是正整数. 对于每一个不可约多项式 pi(λ)，我
们定义广义特征子空间Gpi

为

Gpi
= {v ∈ V | ∃m ∈ N+, (pi(T ))

mv = 0},

Gpi
中的向量则称为广义特征向量.

事实上我们很容易发现这就是原先复数域上定义的广义特征子空间在任意数域上的推
广形式：当数域为复数域时，pi(λ) = λ−λi，其中 λi 是复数域上的特征值，则 Gpi

= {v ∈
V | ∃m ∈ N+, (T − λiI)

mv = 0}，实际上就等同于之前定义的广义特征子空间. 于是，我
们也期望将定理 16.6 推广到任意数域上：

定理 19.1

设 V 是有限线性空间，T ∈ L(V ). T 的特征多项式有如下分解：

f(λ) = p1(λ)
n1p2(λ)

n2 · · · pk(λ)nk ,

其中 pi(λ) 是首一不可约多项式，ni 是正整数，Gpi
为广义特征空间，则我们有如下

结论：

(1) 每个 Gpi
在 T 下都是不变的；

(2) T 对应于不同特征值的广义特征向量线性无关；

(3) T 不同特征值对应的广义特征子空间的和为直和，且 V = Gp1
⊕Gp2

⊕· · ·⊕Gpk
；

(4) V 有一个由 T 的广义特征向量组成的基.
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证明

1.

2.

3.

4.

□

接下来我们的目标便是将广义特征子空间分解为循环子空间的直和. 事实上，我们无
法分解为若当块所需的循环子空间的形式，因为一方面我们不一定在复数域上讨论，另一
方面若当标准形有唯一性，而我们需要找到另一种标准形，如果还保持原先的循环子空间
还是只能局限于若当标准形. 因此我们有如下定义：

定义 19.2

设 T ∈ L(V )，v ∈ V 是一个非零向量. 我们称子空间

W = {v, Tv, T 2v, · · · , T kv, · · · }

为由 v 生成的 T − 循环子空间. 在不引起歧义的情况下，我们也称 W 为T −
循环子空间 或循环子空间.

事实上，V 一定是 T 的不变子空间，并且当 V 是有限维线性空间时，循环子空间也
一定是有限维的. 一个有趣的事实是，如果循环子空间的维数等于 m，那么它的一组基就
是 {v, Tv, · · · , Tm−1v}. 我们来书写这一定理并给出证明：

定理 19.2

设 V 是有限维线性空间，T ∈ L(V )，v ∈ V 是一个非零向量，W 是由 v 生成的
T −循环子空间，则

1. W 是 T 的不变子空间；

2. 若 W 的维数为 m，则 W 的一组基为 {v, Tv, · · · , Tm−1v}.
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证明

1.

2.

□

若我们记由 v 生成的 T −循环子空间 为 Cv，则我们可以得到限制映射 T |Cv
在循环

基 {v, Tv, · · · , Tm−1v} 下的矩阵. 为了得到这一矩阵，我们设 Tv = a0v + a1Tv + · · · +
am−1T

m−1v（因为 Tv 一定可以在这组基下被表示），则我们有矩阵表示为

A =



0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
0 1 · · · 0 −a2
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 −am−1


,

事实上我们可以很容易计算出这一矩阵的特征多项式为 |λE−A| = λm+am−1λ
m−1+ · · ·+

a1λ + a0. 更进一步地，根据定理 18.13，这一矩阵的极小多项式就等于这一特征多项式.
一件很有趣的事情是，这一矩阵除了主对角线下一行的元素全为 1 之外，只有最后一列元
素非零，且是特征多项式的负系数的排列，因此这一矩阵被称为多项式 λm + am−1λ

m−1 +

· · ·+ a1λ+ a0 的友阵，也称一个弗罗贝尼乌斯块. 如果一个分块对角矩阵的对角块都是形
如上述的弗罗贝尼乌斯块，则这一矩阵被称为弗罗贝尼乌斯标准形，也即有理标准形.

于是接下来的目标则是将广义特征子空间分解为上述可以生成弗罗贝尼乌斯块的循环
子空间的直和. 接下来的几个定理将逐步实现这一目标：

定理 19.3

若 T 的极小多项式具有如下形式：g(λ) = (p(λ))m，则 T 有一组基使得其表示矩阵
为有理标准形.

推论 19.1

Gp 有一组由不相交的循环基的并集构成的基.

推论 19.2

设 V 是 C 上的有限维线性空间，T ∈ L(V )，则存在一组基 B 使得 T 在 B 下的矩
阵表示为有理标准形.
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证明

□

事实上，如果我们按照上一讲的做法将直和分解书写出来，我们发现这样的分解仍然
是基于初等因子的分解，我们将这样得到的有理标准形称为第二有理标准形.

接下来我们需要描述矩阵的第二有理标准形.

推论 19.3

矩阵的第二有理标准形

证明

□

有理标准形的唯一性定理：

定理 19.4

1. r1 =
1

d
(dimV − r(p(T )))；

2. ri =
1

d
(r(p(T )i−1)− r(p(T ))i).

19.2 不变因子与第一有理标准形

接下来我们将讨论第二个问题及其回答，从而引入不变因子的概念以及第一有理标准
形. 事实上，尽管我们暂未给出第一个问题的解答，但直觉告诉我们，初等因子分解已经
是一种比较细的分解方式了——因为它都是一些准素多项式，因此我们希望对一些初等因
子进行合并，得到更大的循环子空间. 因此我们需要研究初等因子合并的条件，我们将其
叙述为以下定理：

定理 19.5

设 p1(λ), p2(λ) ∈ F[λ]，则循环子空间 C1
∼= F[λ]/(p1(λ)) 与 C2

∼= F[λ]/(p2(λ)) 可以
直和成一个新的循环子空间 C ∼= F[λ]/(p(λ))（其中 p(λ) ∈ F[λ]）当且仅当 p1(λ) 与
p2(λ) 互素，且互素时有 p(λ) = p1(λ)p2(λ).
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证明

首先证明必要性. 若 p1(λ) 与 p2(λ) 互素，我们证明 F[λ]/(p1(λ)p2(λ)) =

F[λ]/(p1(λ))⊕ F[λ]/(p2(λ)). 回忆证明直和的两种方法，我们选取更简单的，即

1. 交集为 {0}：设 v ∈ F[λ]/(p1(λ)) ∩ F[λ]/(p2(λ))，则基于 p(x) 实际上是
F[λ]/(p(λ)) 的特征多项式的事实，根据 Hamilton-Cayley 定理，p1(λ)v =

p2(λ)v = 0. 由于 p1(λ) 与 p2(λ) 互素，因此存在 q1(λ), q2(λ) ∈ F[λ] 使得
q1(λ)p1(λ) + q2(λ)p2(λ) = 1，因此 v = q1(λ)p1(λ)v + q2(λ)p2(λ)v = 0.

2. dimF[λ]/(p1(λ))+dimF[λ]/(p2(λ))) = dimF[λ]/(p1(λ)p2(λ))：这是显然的，因
为由例 14.7 可知，dimF[λ]/(p(λ)) = deg p，而 deg p = deg p1p2 = deg p1 +
deg p2.

接下来证明充分性：我们用反证法，假设 p1(λ)与 p2(λ)不互素，且存在 p(λ) ∈ F[λ]
使得 F[λ]/(p(λ)) = F[λ]/(p1(λ))⊕ F[λ]/(p2(λ))，我们需要导出矛盾.
考虑 p1(λ) 和 p2(λ) 的最小公倍式 l(λ)|p1(λ)p2(λ)，且 l(λ) 6= p1(λ)p2(λ). 然而我
们知道，∀v ∈ F[λ]/(p(λ))，由于 v 可以写为 v = v1 + v2, v1 ∈ F[λ]/(p1(λ)), v2 ∈
F[λ]/(p2(λ))，因此必有 l(λ)v = l(λ)v1 + l(λ)v2 = 0，因此 l(λ) 是 F[λ]/(p(λ)) 的零
化多项式. 而零化多项式是极小多项式的倍式，且循环空间的极小多项式等于特征
多项式，故 l(λ) 是 p(λ) 的倍式. 这表明 dimF[λ]/(p(λ)) = deg p ⩽ deg l < deg p1 +
deg p2，故根据直和维数相加的等价条件，不可能存在这样的 p(λ)使得 F[λ]/(p(λ)) =
F[λ]/(p1(λ))⊕ F[λ]/(p2(λ)). □

推论 19.4

两两互素

事实上一个巧合在于这一定理间接回答了第一个问题：

推论 19.5

最细分解

证明

□

自然地，在证明初等因子分解是最细分解后，我们可以利用定理 19.5 来构造更大的循
环子空间. 事实上，根据定理，我们知道这样的构造由非常多种，我们可以仅仅合并两个初
等因子，也可以把所有可以合并的初等因子全部合并. 为了得到更标准且优雅的形式，我
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们做如下合并：首先我们将 T 的特征多项式进行分解得到

f(λ) = p1(λ)
n1p2(λ)

n2 · · · pk(λ)nk ,

其中 pi(λ) 是首一不可约多项式，ni 是正整数. 于是 T 的初等因子具有形式 p
rij
i ，我们将

这些初等因子按照不可约多项式进行分组，即将所有底数 pi(λ) 相同的初等因子写在一行，
并且按不可约多项式次数降幂排列：

pr111 , pr121 , · · · , pr1s11 ,

pr212 , pr222 , · · · , pr2s22 ,

· · ·

prk1

k , prk2

k , · · · , prksk

k .

其中 rij 是正整数，ri1 ⩾ ri2 ⩾ · · · ⩾ risi，且有
si∏
j=1

rij = ni. 接下来我们将每一行的长度

对齐，不足的补 1，于是可以写成

pr111 , pr121 , · · · , pr1s1 ,

pr212 , pr222 , · · · , pr2s2 ,

· · ·

prk1

k , prk2

k , · · · , prks

k .

其中 s = max{s1, s2, · · · , sk}. 然后我们从后往前依次计算每一列的元素相乘的结果，即

d1 = pr1s1 pr2s2 · · · p
rks

k ,

· · ·

ds−1 = pr121 pr222 · · · p
rk2

k ,

ds = pr111 pr212 · · · p
rk1

k .

根据定理 19.5，由于 pi(λ) 两两互素，因此我们有

F[x]/(ds+1−i) = F[x]/(pr1i1 )⊕ F[x]/(pr2i2 )⊕ · · · ⊕ F[x]/(prki

k ),

且 F[x]/(di) 可以由一组循环基张成. 因此式 18.4 可以写成经过上述合并的形式：

V = F[x]/(d1)⊕ F[x]/(d2)⊕ · · · ⊕ F[x]/(ds), (19.1)

其中 di|di+1(i = 1, · · · , s− 1). 这样的一组具有 “一个整除下一个” 性质的多项式被称为 T

的不变因子组，其中的每个多项式 di 都是 T 的一个不变因子.

事实上，由定理 19.5 的互素条件可知，这一分解已经是最 “粗粒度” 的分解了，因为
每个不变因子都是不互素的，无法进一步组合成更大的循环子空间. 接下来我们需要为这
一不变因子分解具体实现出一组循环基和对应的标准形.
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定理 19.6

定理 19.5 组合的有理标准形基的构造

证明

□

定理 19.7

不变因子组也是相似的全系不变量.

证明

与初等因子组互相唯一确定，一一对应. □

推论 19.6

第一有理标准形唯一.

19.3 关于相似的最后讨论

最后我们再来总结一个题型. 一些题目可能需要判断矩阵是否相似，实际上我们有如
下基本方法：

1. 定义法：找到 P 使得 P−1AP = B 即可，这一般是 A,B 没给出具体矩阵的做法，例
如上面的性质证明；

2. 我们也可以先计算两者特征多项式是否相等（即特征值是否一致），若不一致则一定
不相似，得到结论，若一致且均为实对称矩阵则相似，否则不一定相似（因为这是相
似的必要条件）. 对于这种特征值一致的情况，我们进行对角化，情况如下：

(1) 若两矩阵均可对角化，则两矩阵相似：因为特征多项式相等则特征值相等，均可
对角化那么对角矩阵也完全一致，因此二者与同一个对角矩阵相似，根据相似这
一等价关系的传递性可知两矩阵相似；

(2) 若一个矩阵可对角化，另一个矩阵不可对角化，则一定不相似；
(3) 若两个矩阵都不可对角化，不一定相似. 需要两矩阵各个特征值的几何重数（即
各个特征子空间维数）都一致才相似，否则不相似. 这是因为只有几何重数一致
才有相同的若当标准形.
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例 19.1

设 A,B ∈Mn(F)，证明：若 A 可逆，则 AB ∼ BA.

证明

□

例 19.2

设 A =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 , B =


−1 0 0

0 0 1

0 −1 2

，判断 A 与 B 是否相似.

解

内容总结

习题

A 组

1.

B 组

1.

C 组

1.
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对称多项式和 Young 图
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20
内积空间

20.1 内积和范数

20.1.1 内积和范数的定义及性质

前面研究的所有空间都是线性空间，只注重于线性结构，忽视了向量的度量性质，如
向量的长度、夹角等. 但度量性质恰是在分析、几何问题中不可缺少的. 故从此章起，我们
引入度量的概念，将线性空间推广为内积空间.

内积的引入始于我们曾在高中研究过的 R2 与 R3 上的向量点积，范数则是始于向量
的长度概念. 内积即是点积性质的推广，本质上就是一个函数，它把 V 中元素的每个有序
对 (u, v) 都映射成一个数 〈u, v〉 ∈ F，并且具有以下性质：

1. 正定性：∀v ∈ V, 〈v, v〉 ⩾ 0, 〈v, v〉 = 0 ⇐⇒ v = 0；

2. 第一个位置的加性：∀u, v, w ∈ V, 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉；

3. 第一个位置的齐性：∀λ ∈ F, ∀u, v ∈ V, 〈λu, v〉 = λ〈u, v〉；

4. 共轭对称性：∀u, v ∈ V, 〈u, v〉 = 〈v, u〉.

每个实数都等于它的复共轭，所以在处理实向量空间时，共轭对称性实际上转变为对
称性，即：∀u, v ∈ V, 〈u, v〉 = 〈v, u〉.

而由以上定义，我们可以快速得到以下性质：

1. 对于每个取定的 u ∈ V，将 v 变为 〈v, u〉 的函数是 V 到 F 的线性映射.

2. ∀u ∈ V, 〈0, u〉 = 〈u,0〉 = 0.

511
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3. ∀u, v, w ∈ V, 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉.

4. ∀λ ∈ F, ∀u, v ∈ V, 〈u, λv〉 = λ〈u, v〉.

其实从以上的定义与性质可以发现，实内积空间上的内积与我们之后要提到的双线性
函数有着密不可分的联系——实线性空间上的正定对称双线性函数实际上就是该空间上的
一个内积，在此先按下不表.

内积定义完成后，便可由该内积确定一个相应的范数：对于 v ∈ V，v 的范数（记作
‖v‖）定义为 ‖v‖ =

√
〈v, v〉. 并且具有以下性质：

1. ∀v ∈ V, ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0.

2. ∀v ∈ V, ∀λ ∈ F, ‖λv‖ = |λ| ‖v‖.

上述性质留给读者自证，从中我们也能发现一个普遍原理：处理范数的平方通常比直
接处理范数更容易.

以下给出几个内积和范数的示例：

例 20.1

1. Fn 上的欧几里得内积定义为：

〈(w1, . . . , wn), (z1, . . . , zn)〉 = w1z1 + · · ·+ wnzn = wzT

对应范数：
‖(z1, . . . , zn)‖ =

√
|z21 |+ · · ·+ |z2n|

2. 定义在 [−1, 1] 上的连续实值函数构成的向量空间可定义内积如下：

〈f, g〉 =
∫ 1

−1

f(x)g(x) dx

对应范数：

‖f‖ =

√∫ 1

−1

(f(x))2 dx

20.1.2 正交的定义 基于正交的性质

以下给出一个关键定义：



20.1 内积和范数 513

定义 20.1

两个向量 u, v ∈ V 称为正交的，如果 〈u, v〉 = 0.

该定义中向量的次序是无关紧要的，因为 〈u, v〉 = 0 ⇐⇒ 〈v, u〉 = 0.

那么正交的定义关键在何处呢？以下给出 Rn 空间上夹角的定义以供理解（证明良定
义需要用到 Cauchy-Schwarz 不等式）：

定义 20.2

设 u, v ∈ Rn，则 u, v 的夹角 θ 为 θ = arccos 〈u, v〉
‖u‖‖v‖

.

那么我们可以发现，当两向量正交时，它们的夹角就是
π

2
，也就是我们在几何中常说

的垂直，它能将我们导向一些重要的定理.

让我们从一些简单的结果开始研究正交性，比如正交性与 0 的关系：

1. 0 正交与 V 中的任意向量.

2. 0 是 V 中唯一一个与自身正交的向量.

然后是熟悉的勾股定理在内积空间上的推广：

定理 20.1

设 u, v 是 V 中的正交向量，则 ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

注意勾股定理的逆定理仅在实内积空间上成立.

借助于正交的性质，我们能够简化很多与内积相关的计算，进而会很自然的思考这样
一个问题：一个向量能否分解两个互相正交的向量？

从而便引进了正交分解：

定理 20.2

设 u, v ∈ V 且 v 6= 0. 令 c =
〈u, v〉
‖v‖2

, w = u− 〈u, v〉
‖v‖2

v. 则 〈w, v〉 = 0 且 u = cv + w.

而通过正交分解，我们可以证明一个数学中最重要的不等式（之一）：Cauchy-Schwarz
不等式.
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定理 20.3 Cauchy-Schwarz 不等式

设 u, v ∈ V . 则 |〈u, v〉| ⩽ ‖u‖‖v‖. 等号成立当且仅当 u, v 之一是另一个的标量倍.

也可以通过引入参数，利用二次三项式的判别式证明.

借助 Cauchy-Schwarz 不等式，我们可以得到三角不等式：

定理 20.4

设 u, v ∈ V . 则 ‖u, v‖ ⩽ ‖u‖ + ‖v‖. 等号成立当且仅当 u, v 之一是另一个的非负标
量倍.

其几何解释就是俗称的三角形两边之和小于第三边.

另一个与几何相关的结论就是平行四边形恒等式：

定理 20.5

设 u, v ∈ V . 则 ‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2).

其几何解释为任意的平行四边形两对角线的长度的平方和等于四边长度的平方和.

以下为另外几个与内积有关的恒等式，我们会在证明正规算子和自伴算子的性质时运
用到它们：

例 20.2

证明下列式子成立：

1. F = R 时：

〈u, v〉 = 1

4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

)
(20.1)

〈Tu, v〉+ 〈Tv, u〉 = 1

2
(〈T (u+ v), u+ v〉 − 〈T (u− v), u− v〉) (20.2)

2. F = C 时：

〈u, v〉 = 1

4

(
(‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2) + i(‖u+ iv‖2 − ‖u− iv‖2)

)
(20.3)

〈Tu, v〉 = 1

4
((〈T (u+ v), u+ v〉 − 〈T (u− v), u− v〉)

+ i(〈T (u+ iv), u+ iv〉+ 〈T (u− iv), u− iv〉)).
(20.4)
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20.2 标准正交基

这一节我们将沿着正交的路径接着往下走，看看如果整个向量组乃至一组基都是单位
化的且互相正交的话，会有怎样的性质. 我们也会讲解如何获取这样一组基的算法，并介
绍 Riesz 表示定理，其揭示了线性泛函和内积的深刻联系.

定义 20.3

如果一个向量组的每个向量范数都是 1 且与其他向量正交则称这个向量组是标准正
交（规范正交）的.

在本书的剩余部分中我们都称此性质为标准正交.

由以上定义，我们得出：V 上的向量组 e1, . . . , en 是标准正交的，如果

〈ej , ek〉 = δjk =

1 j = k

0 j 6= k

标准正交组的优势在于处理其线性组合的范数很方便.

定理 20.6

若 e1, . . . , em 是 V 中的标准正交向量组，则对 ∀a1, . . . , am ∈ F 均有

‖a1e1 + · · ·+ anen‖2 = |a1|2 + · · ·+ |an|2.

反复使用勾股定理即可证明. 该定理也有一个重要推论：

定理 20.7

任何标准正交向量组都是线性无关的.

令其线性组合为 0 即证.

例 20.3

设 e1, . . . , em 是 V 的标准正交组. 设 v ∈ V . 证明

‖v‖2 = |〈v, e1〉|2 + · · ·+ |〈v, em〉|2

当且仅当 v ∈ span(e1, . . . , em).
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既然标准正交组都是线性无关的，很自然我们就会想到在线性空间中最有用的线性无
关组：基. 也就有了标准正交基的定义.

定义 20.4

V 的标准正交基是 V 中的标准正交向量组构成的基.

而由向量组确定为基的等价条件，易知长度为 dimV 的标准正交向量组都是 V 的标
准正交基.

标准正交基的优势就在于表出向量的表出系数可以确定.

定理 20.8

设 e1, . . . en 是 V 标准正交基且 v ∈ V . 则

v = 〈v, e1〉e1 + · · ·+ 〈v, en〉en (20.5)

且
‖v‖2 = |〈v, e1〉|2 + · · ·+ |〈v, em〉|2.

此为例 20.3 的特例. 式 20.5 也被称为 v 的 Fourier 展开，其中每个系数 〈v, ej〉 被称
为 v 的 Fourier 系数.

标准正交基的性质十分美妙，但我们取出一组基使得其恰好是标准正交基是十分困难
的，所幸前人已经研究出了一套算法，可以将所有线性无关组转变为标准正交组，且张成
空间相同.

定理 20.9 Gram-Schmidt 过程

设 v1, . . . , vn 是 V 中的线性无关向量组. 设 e1 =
v1
‖v1‖

. 对于 j = 2, . . . ,m，定义 ej

如下：

ej =
vj − 〈vj , e1〉e1 − · · · − 〈vj , ej−1〉ej−1

‖vj − 〈vj , e1〉e1 − · · · − 〈vj , ej−1〉ej−1‖

则 e1, . . . , em 是 V 中的标准正交组，使得对 j = 1, . . . ,m 有

span(v1, . . . , vj) = span(e1, . . . , ej)

证明前半部分使用归纳法，后半部分证明两向量组等价即可.

让我们简单运用一下 Gram-Schmidt 过程.
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例 20.4

求 R[x]2 的一组标准正交基，内积定义为 〈p, q〉 =
∫ 1

−1

p(x)q(x) dx.

不难发现，Gram-Schmidt 过程实际上可以分成两部分：

1. 正交化：定义 u1 = v1, uj = vj − 〈vj , e1〉e1 − · · · − 〈vj , ej−1〉ej−1, j = 2, . . . ,m，此
时 u1, . . . , um 已经互相正交.

2. 单位化：ej =
uj
‖uj‖

, j = 1, . . . ,m，从而有 ‖ej‖ = 1, j = 1, . . . ,m

Gram-Schmidt 过程可以说是线性代数计算较为困难的方面之一，也是应试经常考察
的方面，需要多加注意.

借助 Gram-Schmidt 过程，显然我们可以得到以下结论：

1. 每个有限维内积空间都有标准正交基；

2. 设 V 是有限的. 则 V 中每个标准正交向量组都可以扩充成 V 的标准正交基.

也可以得到这样一个定理.

定理 20.10 Schur 定理

设 V 是有限维的复内积空间，且 T ∈ L(V )，则 T 关于 V 的某个标准正交基具有上
三角矩阵.

证明并不复杂，只需要结合定理 16.9 和 Gram-Schmidt 过程即可. 虽然十分浅显，但
它迈出了我们在内积空间上算子简化表示的第一步，在更进一步的结论中我们会运用到它.

20.3 内积的表示方式

在此我们先打住，回忆一下内积的定义，其本质上就是一个函数，它把 V 中元素的每
个有序对 (u, v) 都映射成一个数 〈u, v〉 ∈ F，而我们也很熟悉一类把 V 中元素映射成一个
数的函数，即所谓的线性泛函. 那么这两者之间是否存在着某种联系？我们先借助几个例
子观察一下.
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例 20.5

1. 定义如下的函数 φ : F3 → F

φ(z1, z2, z3) = 2z1 − 5z2 + z3

是 F3 上的线性泛函. 我们可以将其写成以下形式：∀z ∈ F3，

φ(z) = 〈z, u〉

其中 u = (2,−5, 1).

2. 定义如下的函数 φ: R[x]2 → R

φ(p) =

∫ 1

−1

p(t)(cos(πt)) dt

是 R[x]2 上的线性泛函, 此处的内积为例 20.1 2 中定义的. 但以下的事实并不
那么显然：∃u ∈ R[x]2, 使得 ∀p ∈ R[x]2 均有 φ(p) = 〈p, u〉.

可以发现，若是固定内积的第二个位置上的向量，内积就等同于一个线性泛函. 即对
于确定的 u ∈ V, φ(v) = 〈v, u〉 就是一个线性泛函. 下面的定理揭示了这两者的关系，其指
出 V 上所有的线性泛函都是这种形式：

定理 20.11 Riesz 表示定理

设 V 是有限维的且 φ是 V 上的线性泛函，则存在唯一的向量 u ∈ V 使得对 ∀v ∈ V
均有 φ(v) = 〈v, u〉.

证明

存在性：设 e1, . . . , en 是 V 上的一组标准正交基，则对 ∀v ∈ V 均有

φ(v) = φ(〈v, e1〉e1 + · · ·+ 〈v, en〉en)

= 〈v, e1〉φ(e1) + · · ·+ 〈v, en〉φ(en)

= 〈v, φ(e1)e1 + · · ·+ φ(en)en〉

故取
u = φ(e1)e1 + · · ·+ φ(en)en,

对 ∀v ∈ V 都有 φ(v) = 〈v, u〉.
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唯一性：设 u1, u2 ∈ V 使得对 ∀v ∈ V 均有

φ(v) = 〈v, u1〉 = 〈v, u2〉.

则对 ∀v ∈ V 均有
0 = 〈v, u1〉 − 〈v, u2〉 = 〈v, u1 − u2〉

取 v = u1 − u2 可得 u1 − u2 = 0，即 u1 = u2，唯一性得证. □

Riesz 表示定理不仅证明了内积和线性泛函的联系，也给出了求解向量 u 的公式使其
满足 ∀v ∈ V，使得 φ(v) = 〈v, u〉. 具体来说，就是

u = φ(e1)e1 + · · ·+ φ(en)en,

而根据 Riesz 表示定理，我们知道 u 只依赖于线性泛函 φ，所以选取任意一组 V 上的标
准正交基都会计算出相同的结果.

按以往的经验，该节的内容常在考试中作为大题单独考察.

例 20.6

定义在 V = R3 上的运算

〈x,y〉V = x1y1 + x2y2 + (x2 + x3)(y2 + y3)

其中 x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3).

1. 验证 〈·, ·〉V 是 R3 上的一个内积；

2. 求 R3 在 〈·, ·〉V 下的一组标准正交基；

3. 求 β ∈ V 使得 ∀x ∈ V, x1 + 2x2 = 〈x,β〉V .

但内积的表示方式也不仅仅只与线性泛函相关，考虑取定一组基 (e1, . . . , en)，考虑
v, w ∈ V，其在此组基下的坐标分别为 α = (a1, . . . , an)和 β = (b1, . . . , bn)，若 〈ei, ej〉 = gij，
则有

〈v, w〉 = 〈a1e1 + · · ·+ anen, b1e1 + · · ·+ bnen〉

= a1g11b̄1 + · · ·+ angnnb̄n

= (a1, . . . , an)


g11 · · · g1n
... . . . ...
gn1 · · · gnn



b̄1
...
b̄n

 = αGβ̄T
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此处的矩阵 G 被称为内积在基 (e1, . . . , en) 下的 Gram 矩阵，显然在实空间下它是对
称矩阵，而在复空间下它是共轭对称矩阵. 矩阵的共轭对称依托于共轭转置操作，我们会
在下一节中介绍. 此外，因为内积的正定性，所以 αGᾱT > 0，这也是 Gram 矩阵的一个
重要性质，也被称作正定性. 可以发现 Gram 矩阵的特性实际上是与内积的性质相对应的.

而内积在任一一组标准正交基下的 Gram 矩阵都是单位矩阵，这也是标准正交基的一
个重要性质.

20.4 正交补

本节的内容更偏向于几何方向，将带领大家了解空间的正交补，以及一种特殊的映射：
正交投影. 并介绍一下极小化问题及一点应用.

20.4.1 正交补 正交投影

定义 20.5 正交补

设 U 是 V 的子集，则 U 的正交补（记作 U⊥）是由 V 中与 U 的每个向量都正交
的那些向量组成的集合：

U⊥ = {v ∈ V | ∀u ∈ U, 〈v, u〉 = 0}

例如，若 U 是 R3 中的直线，则 U⊥ 是垂直于 U 且包含原点的平面. 若 U 是 R3 中
的平面，则 U⊥ 是垂直于 U 且包含原点的直线.

正交补具有如下的基本性质：

1. 若 U 是 V 的子集（注意使用的是子集），则 U⊥ 是 V 的子空间.

2. {0}⊥ = V .

3. V ⊥ = {0}.

4. 若 U 是 V 的子集，则 U ∩ U⊥ ⊂ {0}.

5. 若 U 和 W 均为 V 的子集且 U ⊂W，则 W⊥ ⊂ U⊥.

那么根据之前的几何示例，我们不难猜测，如果 U 上升成为了一个子空间，那么就可
以诱导一个自然的直和分解.
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定理 20.12

设 U 是 V 的有限维子空间，则 V = U ⊕ U⊥.

由该直和分解，我们可以推出两个结论：

1. 若 V 是有限维的且 U 是 V 的子空间，则 dimU⊥ = dimV − dimU

2. 设 U 是 V 的有限维子空间，则 U = (U⊥)⊥

第二条的证明还是具有一定技巧性的，希望读者仔细品味.

除去这两个结论，该直和分解为我们定义正交投影奠定了基础：

定义 20.6

设 U 是 V 的有限维子空间. 定义 V 到 U 上的正交投影为如下算子 PU ∈ L(V )：对
v ∈ V 将其写成 v = u+ w，其中 u ∈ U 且 w ∈ U⊥，则 PUv = u.

正交投影的性质相当之多，不过大部分是成对刻画以及简单的推理，在此仅作罗列不
加证明：

设 U 是 V 的有限维子空间且 v ∈ V . 则

1. PU ∈ L(V )；

2. 对 ∀u ∈ U 均有 PUu = u；

3. 对 ∀w ∈ U⊥ 均有 PUw = 0；

4. imPU = U；

5. kerPU = U⊥；

6. v − PUv ∈ U⊥；

7. PU
2 = PU；

8. ‖PUv‖ ⩽ ‖v‖；

9. 对 U 的每个规范正交基 e1, . . . , em 均有 PUv = 〈v, e1〉e1 + · · ·+ 〈v, em〉em.

其中由 7 我们知道正交投影存在一种矩阵表示是幂等的，且进一步可以证明在实空间上则
是对称幂等的，这一性质在卡方分布中有着运用，此处仅仅介绍一下.
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例 20.7

设 U 是实内积空间 V 的一个有限维子空间. 证明：正交投影 PU 具有以下性质：

〈PUu, v〉 = 〈u, PUv〉, ∀u, v ∈ V

这个例子的意义可能你暂时还没法理解，但等你学习完正规算子与自伴算子后，再结
合这个例子，你会发现实内积空间上的正交投影存在一种对称幂等的矩阵表示形式是显然
的.

20.4.2 极小化问题

我们常会遇到这样的一种问题：给定 V 的子空间 U 和点 v ∈ V，求点 u ∈ U 使得
‖v − u‖ 最小. 下面的定理表明，取 u = PUv 即可解决此极小化问题.

定理 20.13

设 U 是 V 的有限维子空间，v ∈ V 且 u ∈ U . 则

‖v − PUv‖ ⩽ ‖v − u‖.

等号成立当且仅当 u = PUv.

∗ 极小化问题的应用：最小二乘解

在许多实际问题中我们需要研究一个变量 y 和其他一些变量 x1, . . . , xn 之间的依赖关
系. 经过实际观测和分析，假定 y 与 x1, . . . , xn 之间呈线性关系，即

y = k1x1 + · · ·+ knxn,

其中系数 k1, . . . , kn 是未知的，为确定它们，需要观测数据 m 次，即测得 m 组数：

y x1 x2 · · · xn

b1 a11 a12 · · · a1n
...

...
... . . . ...

bm am1 am2 · · · amn

如果观测是绝对精准的，那么只需要测量 m = n 次，通过线性方程组即可解得 k1, . . . , kn.
但是任何观测都会有误差，这样就会需要更多的观测次数，即 m > n，得到如下的线性方
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程组 

a11k1 + · · ·+ a1nkn = b1,

a21k1 + · · ·+ a2nkn = b2,

...

am1k1 + · · ·+ amnkn = bm.

中，方程个数 m 大于未知数个数 n，该线性方程组可能无解. 于是我们的目标转为寻找一
组数 c1, . . . , cn，使得

m∑
i=1

(ai1c1 + · · ·+ aincn − bi)2

⩽
m∑
i=1

(ai1k1 + · · ·+ ainkn − bi)2, ∀k1, . . . , kn ∈ R

此时我们把 (c1, . . . , cn)
T 称为该线性方程组的最小二乘解.

鉴于上式两侧平方和的形式类似于欧几里得空间 Rm 下范数的平方，该问题可被转化
为一个极小化问题. 该向量的第 i 个分量为

ai1c1 + · · ·+ aincn − bi, i = 1, . . . ,m

将线性方程组的系数矩阵记为 A，其列向量组记为 α1, . . . ,αn，行向量组记为 γ1, . . . ,γm.
令

x = (k1, . . . , kn)
T, β = (b1, . . . , bn)

T, α = (c1, . . . , cn)
T

将分量形式合写为 
γ1α− b1
γ2α− b2

...
γmα− bm

 =


γ1α

γ2α
...

γmα

−

b1

b2
...
bm

 = Aα− β

设 U = span(α1, . . . ,αn)，易知 Aα ∈ U, Ax ∈ U, ∀k1, . . . , kn ∈ R

从而条件转化为

‖Aα− β‖2 ⩽ ‖Ax− β‖2, x ∈ Rn

⇐⇒ PUβ = Aα

⇐⇒ β −Aα ∈ U⊥

⇐⇒ 〈β −Aα,αj〉 = 0, j = 1, . . . , n

⇐⇒ αj
T(β −Aα) = 0, j = 1, . . . , n

⇐⇒ AT(β −Aα) = 0

⇐⇒ ATAα = ATβ
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由于

r(ATA,ATβ) = r(AT(A,β)) ⩽ r(AT) = r(ATA)

r(ATA,ATβ) ⩾ r(ATA)

因此 r(ATA,ATβ) = r(ATA)，由我们很久之前学习的关于非齐次线性方程组有解的
条件，可以得出 ATAx = ATβ 一定有解. 故求线性方程组 Ax = β 的最小二乘解转化为
求线性方程组 ATAx = ATβ 的解.

可能很多同学对于行秩、列秩相等以及转置的几何意义很感兴趣. 实际上我们有两种
获得转置矩阵的方式，第一种来源于我们之前讨论的对偶空间上的线性映射对应的矩阵，
这种方式可能不够直观. 另一种获得的方法基于伴随算子. 接下来我们将说明这些定义的
统一性，深刻理解转置的内涵.

我们可以研究矩阵及其转置的关系，我们可以用一个图形来表示：

行空间

A 的核空间

dim r

Rn

dimn− r

列空间

AT 的核空间

dim r

Rm

dimm− r

xr

x = xr + xn

xn

0

b

Axr = b

Ax
= b

Axn = 0

我们观察到以下几点：

1. 矩阵的行空间与解空间（零空间）互为正交补（直观理解两个空间就是互相垂直且互
为补空间），这一点应当是在正交的内容中有所提及的；

2. 矩阵的列空间与其转置矩阵的零空间互为正交补，这一点实际与上一条等价.

接下来我们来看行秩（列秩比较显然，此处不再详细展开）. 我们首先得到解空间 N(A)

的维数，这可以直接根据维数公式得到：dimN(A) = n− r(A)，根据正交补的性质，我们
的可以得到行秩即为 n− (n− r(A)) = r(A). 于是我们得到了一个基于正交补的行秩解释.
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内容总结
本章是内积空间的基础，首先通过点积引入内积这一最基本的概念，然后相应地定义

了范数. 然后沿着正交的路径拾级而上，从正交的定义、性质，到标准正交的向量组，标
准正交基，最后到了正交的子空间：正交补. 此外，在标准正交基部分中我们顺着前人的
思路，成功掌握了求标准正交基的方法，即 Gram-Schmidt 过程，也通过 Riesz 表示定理
寻找到了内积的凭依：它就是我们曾学习过的线性泛函，只不过换了一种形式. 另外还有
一些可能并非应试重点考察但我希望你了解一下的内容，它们往往与之后的章节或是其他
的课程有着一些现阶段不容易想见的联系，如极小化的应用等. 但这正是数学的美妙之处，
不是吗？

习题

A 组

1.

B 组

1. 设 (e1, . . . , em) 是复内积空间 V 的一个标准正交组，证明：∀v ∈ V，均有
m∑
j=1

|〈v, ej〉|2 ⩽ ‖v‖2,

等号成立当且仅当 v =
m∑
j=1

〈v, ej〉ej . 这个不等式被称为 Bessel 不等式.

C 组

1.
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21
内积空间上的算子

21.1 内积空间的同构

由前面一章，我们成功的给线性空间加上了度量，使其升格成了内积空间. 依照之前
的研究线性空间的习惯，我们也需要研究内积空间的结构. 线性空间结构的区分依靠的是
同构关系，也就是维数，而内积空间除去维数外还有内积的结构. 所以，我们研究内积空
间的结构依靠的是能够保持内积的同构映射.

21.1.1 内积空间的同构

定义 21.1

设 V 和 U 是数域 F 上的两个内积空间. S : V → U 是一个线性映射. 若 ∀u, v ∈
V, 〈Su, Sv〉 = 〈u, v〉，则称 S 是一个保持内积的线性映射. 若 S 是双射，则称 S 是
一个保积同构.

在内积空间的语境下，保积同构也被称作同构. 显然，因为其能够保持内积，所以也
能够保持范数. 自然地，其对偶问题也是我们关心的.

定理 21.1

若 S : V → U 是一个保持范数的线性映射，则 S 是一个保积同构.

而回忆此前同构映射将空间的基映射到空间的基，内积空间中我们使用的是标准正交
基. 所以，我们可以得到如下的结论.

527
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定理 21.2

设 V 和 U 是数域 F 上的两个 n 维内积空间. 若 S : V → U 是一个线性映射，则以
下条件等价：

1. S 保持内积.

2. S 是保积同构.

3. S 将 V 的任一组标准正交基映射到 U 的一组标准正交基.

4. S 将 V 的某一组标准正交基映射到 U 的一组标准正交基.

有了这个等价条件的刻画，我们就会发现，区分内积空间的结构的本质还是落在了维
数上.

定理 21.3

设 V 和 U 是数域 F 上的两个内积空间. 则二者同构的充分必要条件是它们有相同
的维数.

下面我们理应研究同一线性空间下的保积同构，也就是线性变换. 但在此之前，我们
需要讲明线性映射在内积作用下的对称性问题.

21.1.2 伴随

考虑 T ∈ L(V,W )，v ∈ V,w ∈ W，我们常会求解这样的式子 〈Tv,w〉W . 我们可以将
其定义成一线性泛函 φ : V → F, φ(v) = 〈Tv,w〉W，利用 Riesz 表示定理，存在唯一的
u ∈ W，使得 φ(v) = 〈v, u〉V . 于是可以得出 〈Tv,w〉W = 〈v, u〉V . 观察形式的变化，Tv
“脱去”了 T，那么我们猜测，这里从 w 到 u 应该也经历了某种变化，并且理应与 T 有某
种对称性. 我们将此种变化命名为伴随.

定义 21.2 伴随

设 T ∈ L(V,W )，T 的伴随 T ∗ :W → V 满足如下条件：∀v ∈ V,w ∈W, 〈Tv,w〉W =

〈v, T ∗w〉V .

伴随映射的定义利用的是 Riesz 表示定理，只需将 T ∗w 定义成 u 即可.

那么伴随与原映射的对称性究竟体现在何处呢？其中之一体现在对应标准正交基下的
表示矩阵. 为此，我们先补充一种在复内积空间下的矩阵操作.
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定义 21.3 共轭转置

m× n 矩阵的共轭转置是先互换行和列，然后对每个元素取复共轭得到的 n×m 矩
阵.
即矩阵 A = (aij)m×n，则 A 的共轭转置阵 AH = (aji)n×m

这种操作的地位近似于实空间中的转置，与复空间上内积的共轭对称性相关联. 伴随
映射与原映射在对应标准正交基下的表示矩阵正是这种对称关系. 而显然这一对称关系在
实内积空间下变为转置.

定理 21.4

设 T ∈ L(V,W )，e1, . . . , en 是 V 的一组标准正交基，f1, . . . , fm 是 W 的一组
标准正交基，有 T (e1, . . . , en) = (f1, . . . , fm)A，A = (aij)m×n，T ∗(f1, . . . , fm) =

(e1, . . . , en)B，B = (bij)n×m，则 B 是 A 的共轭转置.

证明

首先确定矩阵 A 的元素. 因为 f1, . . . , fm 是 W 的一组标准正交基，所以有

Tej = 〈Tej , f1〉f1 + · · ·+ 〈Tej , fm〉fm, ∀j = 1, . . . , n

也就是说，aij = 〈Tej , fi〉. 那么同理，对于矩阵 B 而言，bij = 〈T ∗fj , ei〉. 所以有

aij = 〈Tej , fi〉 = 〈ej , T ∗fi〉 = 〈T ∗fi, ej〉 = bji

所以，矩阵 B 是 A 的共轭转置. □

这一对称性同样寓于伴随映射与原映射的核空间、像空间之间.

设 T ∈ L(V,W ). 则

1. kerT ∗ = (imT )⊥;

2. imT ∗ = (kerT )⊥;

3. kerT = (imT ∗)⊥;

4. imT = (kerT ∗)⊥.

也寓于对应的特征值、不变子空间，这里给出两道例题.
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例 21.1

设 T ∈ L(V ), λ ∈ F. 证明：λ 是 T 的特征值当且仅当 λ 是 T ∗ 的特征值.

例 21.2

设 T ∈ L(V ) 且 U 是 V 的子空间. 证明：U 在 T 下不变当且仅当 U⊥ 在 T ∗ 下不
变.

然后是伴随的运算性质.

1. ∀S, T ∈ L(V,W ), (S + T )∗ = S∗ + T ∗;

2. ∀λ ∈ F, T ∈ L(V,W ), (λT )∗ = λT ∗;

3. ∀T ∈ L(V,W ), (T ∗)∗ = T ;

4. 对 V 上的恒等算子 I 有 I∗ = I;

5. ∀T ∈ L(V,W ), S ∈ L(W,U), (ST )∗ = T ∗S∗.

伴随映射这一对称性问题是我们在内积空间中的凭依，在它的基础上我们才能讨论内
积空间上的映射相关的问题.

21.1.3 内积空间的保积自同构

自同构在代数中有着重要的地位，此处也不例外.

定义 21.4

设 V 是数域 F 上的内积空间，S ∈ L(V ) 保持内积. 若 F = R，则称 S 是正交变换；
若 F = C，则称 S 是酉变换.

二者首先都保持了内积，所以都将对应空间的一组标准正交基映射到标准正交基，也
就是说，二者都是可逆的线性变换. 进而，在先前伴随的基础上，我们自然地会思考正交
变换和酉变换与其伴随之间的关系. 设 S ∈ L(V ) 是正交变换或酉变换，那么 〈Sv,w〉 =
〈Sv, SS−1w〉 = 〈v, S−1w〉，所以 S−1 = S∗，即 S 的逆等于其伴随. 因而可以得出如下等
价条件.
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定理 21.5

设 V 是数域 F 上的内积空间，则 S ∈ L(V ) 是正交变换或酉变换等价于 S 是可逆
的，且 S−1 = S∗.

相应地，在矩阵空间中，我们可以利用这个等价条件定义正交矩阵和酉矩阵.

定义 21.5

设 A 是 n 阶实方阵，若 AT = A−1，则称 A 是正交矩阵；设 A 是 n 阶复方阵，若
AH = A−1，则称 A 是酉矩阵.

结合伴随的表示矩阵与原映射的表示矩阵的对称性，我们可以得出如下定理.

定理 21.6

设 S ∈ L(V ) 是酉变换（正交变换），则 S 在 V 的任一一组标准正交基下的表示矩
阵是酉矩阵（正交矩阵）.

我们也可以对定义做一些变形，显然，酉矩阵满足 AHA = AAH = E，而正交矩阵满
足 ATA = AAT = E. 设

A = (α1, . . . , αn) =


β1
...
βn

 ,

也就是将矩阵分别用列向量和行向量的形式表示，那么在酉矩阵的情形下，我们可以得到
这样的两个式子.

AHA =


αH
1

...
αH
n

 (α1, . . . , αn) = E

AAH =


β1
...
βn

 (βH
1 , . . . , β

H) = E

代入计算后我们会发现，若取 Cn 上的标准内积，则 〈αi, αj〉 = δij，〈βi, βj〉 = δij，也
就有如下定理：
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定理 21.7

设 A 是 n 阶复矩阵，A 是酉矩阵当且仅当 A 的列向量是 n 维复列向量空间上的标
准正交基（取标准内积），或者 A的行向量是 n维复行向量空间上的标准正交基（取
标准内积）.

对于正交矩阵而言，我们可以得到类似的结论.

定理 21.8

设 A 是 n 阶实矩阵，A 是正交矩阵当且仅当 A 的列向量是 n 维实列向量空间上的
标准正交基（取标准内积），或者 A 的行向量是 n 维实行向量空间上的标准正交基
（取标准内积）.

接下来我们理应讨论酉矩阵和正交矩阵的标准形式，如同我们在线性空间中讨论的矩
阵的标准形式，这便牵扯到特征值问题. 这对于酉矩阵来说还算简单，因为它的特征值都
落在复数域中；但对于正交矩阵来说，落在复数域中的特征值并不在讨论范围之中，这就
让我们的刻画有所困难. 因此，尽管酉矩阵和正交矩阵的大部分性质都可以使用统一的语
言书写，我们还是要将它们区别出来的原因. 不过，我们可以先忽略数域的限制，看看它
们的特征值有什么特殊之处.

设 λ 是正交矩阵的一个特征值，x 是对应的特征向量，则 Ax = λx. 因为特征值有
可能是复数，所以取共轭转置得到 xHAT = λ̄xH，两边同时右乘 Ax，得到 xHATAx =

λ̄xHAx = λ̄λxHx，又因为 ATA = E，所以 xHx = λ̄λxHx，即 |λ| = 1. 对于酉矩阵上述讨
论依然成立，所以我们可以得出如下结论.

定理 21.9

设 A 是 n 阶酉矩阵或正交矩阵，λ 是 A 的一个特征值，则 |λ| = 1.

这意味着酉矩阵和正交矩阵的特征值都落在单位圆上. 联系一下特征值的几何意义的
话，我们便会发现，酉矩阵和正交矩阵对内积空间的变换方式无非就是旋转和镜像，更进
一步来说，旋转也可以依靠镜像实现. 不过我们也发现了正交矩阵难以刻画的几何原因，在
复数域上能够轻易描述的旋转在实数域上需要一个更高的维度. 所以关于二者的标准形式，
尤其是正交矩阵，我们需要更有力的工具.
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21.2 自伴算子

酉矩阵和正交矩阵与标准正交基的关联远不止于表示矩阵，事实上，它们是标准正交
基之间的“桥梁”，也就是过渡矩阵.

定理 21.10

设 (e1, e2, . . . , en) 是复（实）内积空间 V 上的标准正交基，(f1, f2, . . . , fn) 是 V 上
的一组基，从 (e1, e2, . . . , en) 到 (f1, f2, . . . , fn) 的过渡矩阵为 A. 则 (f1, f2, . . . , fn)

是标准正交基的充要条件是 A 为酉矩阵（正交矩阵）.

以下仅针对复内积空间的情况进行证明.

证明

由过渡矩阵的定义，(f1, f2, . . . , fn) = (e1, e2, . . . , en)A，A = (aij)n×n.
由矩阵乘法的运算，可以得到

fi =
n∑

j=1

ajiej , fk =
n∑

j=1

ajkej .

对两者做内积，有

〈fi, fk〉 =

〈
n∑

j=1

ajiej ,
n∑

j=1

ajkej

〉
=

n∑
j=1

ajiajk

注意到 aji, j = 1, . . . , n 是 AT 的第 i 行的元素，ajk, j = 1, . . . , n 是 A 的第 k 列
的元素.
定义 B = ATA = (bik)n×n，则 〈fi, fk〉 = bik.
必要性：如果 f1, f2, . . . , fn 是一组标准正交基，则

bik = 〈fi, fk〉 = δik =

1 i = k

0 i 6= k

由此可知 B = E，B = A
T
A = E = E，即 A 是酉矩阵.

充分性：将必要性证明推理过程倒写即可. □

那提到了过渡矩阵，我们也就不得不提与之息息相关的一个等价关系——相似了. 相
似实际上是同一个算子在不同基下的矩阵表示之间的关系，实现这个变化正是依赖于两组
基之间的过渡矩阵. 而我们的主线正是依靠基变换实现的，只不过我们现在用的都是标准
正交基，在基变换上也要有所升级. 所以，让我们先定义两个特殊一点的相似关系：
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定义 21.6

1. 酉相似：复内积空间上，若 B = P−1AP = PHAP，则称矩阵 A 与矩阵 B 酉
相似.

2. 正交相似：实内积空间上，若 B = P−1AP = PTAP，则称矩阵 A 与矩阵 B

正交相似.

自然地，在内积空间中，我们希望去寻找各矩阵的酉相似标准型或正交相似标准型，但
这样的要求对一般的矩阵而言较为困难. 考虑到正交相似中 PTAP 的形式类似于合同变
换，我们可以先从实对称矩阵入手，也就是说，A = AT 的情形. 那么在复内积空间上，这
一关系相应于 A = AH，满足这样条件的矩阵我们称之为 Hermite 矩阵. 再回忆伴随部分
的内容，我们可以得到此关系在算子上的对应.

定义 21.7 自伴算子

若算子 T ∈ L(V ) 满足 T = T ∗，则其被称为自伴算子.

写成内积的语言就是 ∀v, w ∈ V, 〈Tv,w〉 = 〈v, Tw〉.

为了研究自伴算子的酉相似（正交相似）标准型，首先得了解自伴算子的特征值和不
变子空间的情况. 回忆伴随部分的例 21.1，我们可以给出自伴算子的特征值的描述.

定理 21.11

自伴算子的特征值都是实数.

该性质的几何意义就是自伴算子对特征向量方向上的向量仅仅是拉伸的作用，而不产
生旋转或对称的作用.

虽然我们阐明了自伴算子的特征值不与复数纠缠在一块，但还有另外一个阴影，就是
它会不会像正交矩阵对应的算子那样，在实数域上没有特征值，这也是我们不希望看到的
一点. 不过我们可以给出存在性的证明，这需要一点技巧，我们先从一个引理开始.

引理 21.1

设 T ∈ L(V ) 是自伴的，并设 b, c ∈ R 使得 b2 < 4c，则

T 2 + bT + cI

是可逆的.
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证明

取 V 中的一非零向量 v. 则

〈(T 2 + bT + cI)v, v〉 = 〈T 2v, v〉+ b〈Tv, v〉+ c〈v, v〉

= 〈Tv, Tv〉+ b〈Tv, v〉+ c‖v‖2

⩾ ‖Tv‖2 − |b|‖Tv‖‖v‖+ c‖v‖2

=

(
‖Tv‖ − |b|‖v‖

2

)2

+ (c− b2

4
)‖v‖2

> 0

从而 (T 2 + bT + cI)v 6= 0，T 2 + bT + cI 是单射，从而可逆. □

这一算子多项式的引理和实系数二次多项式恒大于 0 的形式非常相似，事实上我们正
需要从普通的多项式演变到算子多项式.

引理 21.2

设 V 6= {0} 且 T ∈ L(V ) 是自伴算子，则 T 恒有特征值.

复内积空间上无论算子自伴与否都有特征值，不再赘述，下面针对实内积空间进行证
明.

证明

设 V 是实内积空间，n = dimV . 取 v ∈ V, v 6= 0. 则

v, Tv, . . . , T nv

必是线性相关的. 故存在不全为 0 的实数 a0, . . . , an 使得

0 = a0v + a1Tv + · · ·+ anT
nv.

以 a0, . . . , an 为系数构建一多项式，并将其在实数域上分解成

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = c(x2 + b1x+ c1) · · · (x2 + bMx+ cM )(x− λ1) · · · (x− λm),

其中 c 是非零实数，bj , cj (j = 1, . . . ,M) ，λi (i = 1, . . . ,m) 均是实数，且 b2j <

4cj , j = 1, . . . ,M，m+M ⩾ 1. 上式对 ∀x ∈ R 均成立. 那么我们可以将算子多项
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式分解如下

0 = a0v + a1Tv + · · ·+ anT
nv

= (a0I + a1T + · · ·+ anT
n)v

= c(T 2 + b1T + c1I) · · · (T 2 + bMT + cMI)(T − λ1I) · · · (T − λmI)v

而由引理 21.1可知，T 2+bjT +cjI, j = 1, . . . ,M 均是可逆的. 而 c 6= 0，所以 m > 0

且
0 = (T − λ1I) · · · (T − λmI)v.

所以 ∃i 使得 T − λiI 不是单射. 所以 T 必有特征值. □

可以看到，我们利用 v, Tv, . . . , T nv 构造线性相关，得出了一个非零多项式，并将其
在实数域上分解，而后转变为算子多项式. 注意这种构造方式我们在证明复向量空间上的
算子均有特征值时也使用到了.

然后是自伴算子的不变子空间的描述.

引理 21.3

设 T ∈ L(V ) 是自伴的，并设 U 是 V 在 T 下不变的子空间. 则

1. U⊥ 在 T 下不变；

2. T |U ∈ L(U) 是自伴的；

3. T |U⊥ ∈ L(U⊥) 是自伴的.

第一条参考例 21.2，第二条和第三条则是直接利用了自伴算子的定义. 不过自伴算子
在不变子空间上的限制还是自伴算子这样的一条性质给归纳法提供了一个很好的切入点，
我们此处选择依靠它来给出自伴算子的完全描述.

定理 21.12 实谱定理

设 F = R 且 T ∈ L(V ). 则以下条件等价：

1. T 是自伴的.

2. V 有一个由 T 的特征向量构成的标准正交基.

3. T 关于 V 的某个标准正交基具有对角矩阵.
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证明

我们将采取 3 =⇒ 1 =⇒ 2 =⇒ 3 进行证明.

3 =⇒ 1 T 关于 V 的某个标准正交基具有对角矩阵，实内积空间上对角矩阵等于其共
轭转置，故 T ∗ = T，T 是自伴的.

1 =⇒ 2 采用数学归纳法.

dimV = 1 时显然成立.

设 dimV > 1 且在维数更小的实内积空间上成立. 因为引理 21.2，设 T 有一个
特征向量 u 且 ‖u‖ = 1，U = span(u)，则 U 是 V 的一个一维子空间且在 T

下不变，有引理 21.3，算子 T |U⊥ ∈ L(U⊥) 是自伴的.

由归纳假设，U⊥ 有一个由 T |U⊥ 的特征向量构成的标准正交基. 将 u 添加进
这组基，就得到了 V 的一组由 T 的特征向量构成的标准正交基，得证.

2 =⇒ 3 这是平凡的.

□

上述的证明虽然都是在实内积空间上进行的，但复内积空间上也依然成立.

21.3 正规算子

我们给出了自伴算子的一个非常漂亮的描述，但它毕竟太特殊了，还有更多的算子并
不能满足这一要求. 不妨考虑将要求放宽一些，考虑到对角化的矩阵是可以与其他对角矩
阵交换的，而对角阵共轭转置后还是对角阵，这引导着我们研究可以与伴随交换的算子.

定义 21.8 正规算子

若算子 T ∈ L(V ) 满足 TT ∗ = T ∗T，则其被称为正规算子.

正规算子在标准正交基下的表示矩阵便称为正规矩阵，在实内积空间下满足 AAT =

ATA，复内积空间下满足 AAH = AHA. 我们就可以发现，其实自伴算子、酉算子、正交
算子都是特殊的正规算子，正规算子将我们先前研究的算子都囊括了进来.

在研究正规算子的特征值与特征向量前，我们先来看看它的一个性质.
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定理 21.13

算子 T ∈ L(V ) 是正规的当且仅当 ∀v ∈ V, ‖Tv‖ = ‖T ∗v‖.

这意味着正规算子与其伴随对向量范数作用的效果是一致的. 也可以得出对于任意一
个正规算子 T ，其核空间和其伴随映射的核空间相等的结论.

正规算子的特征值本身没有特殊之处，但它的特征向量却有着特殊的性质.

定理 21.14

设 T ∈ L(V ) 是正规的，且 v ∈ V 是 T 相应于特征值 λ 的特征向量，则 v 也是 T ∗

相应于特征值 λ 的特征向量.

这是例 21.1在正规算子条件下的加强，它不仅反映了算子与其伴随的特征值在数值上
的关系，也反映出了特征空间的关系. 从这里出发，你可以先思考一下正规算子的不变子
空间是怎样的，如果有困难的话不妨结合一下例 21.2.

在学特征值时我们就学过，同一映射的属于不同特征值的特征向量是线性无关的. 在
正规算子条件下，这一结论也得到了加强，从原先的线性无关变为互相正交.

定理 21.15

设 T ∈ L(V ) 是正规的，则 T 的相应于不同特征值的特征向量是正交的.

证明

设 α, β，是 T 的不同特征值，u, v 分别是相应的特征向量，则 Tu = αu, Tv = βv.
由定理 21.14 有 T ∗v = βv. 从而

(α− β)〈u, v〉 = 〈αu, v〉 − 〈u, βv〉

= 〈Tu, v〉 − 〈u, T ∗v〉

= 0.

而 α 6= β，所以 〈u, v〉 = 0，即 u, v 正交. □

这个定理很有意思，因为它既涉及了可对角化条件中的特征向量，也涉及了内积空间
上的正交. 而这两条正是我们寻求在内积空间上算子对应矩阵简化表示的重要条件.
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21.3.1 复正规算子

有了定理 21.15 的铺垫，我们就可以给出正规算子在复内积空间上的一个非常漂亮的
描述.

定理 21.16 复谱定理

设 F = C 且 T ∈ L(V ). 则以下条件等价：

1. T 是正规的.

2. V 有一个由 T 的特征向量构成的标准正交基.

3. T 关于 V 的某个标准正交基具有对角矩阵.

2 和 3 的等价性我们在可对角化的条件中就已经论述过，所以我们只需要证明 1 和 3
的等价性就行了.

证明

假设 3 成立，也就是 T 关于 V 的某个标准正交基具有对角矩阵，那么 T ∗ 关于同一
组基的矩阵是 T 的共轭转置，也是对角矩阵. 任意两个对角矩阵是可交换的，所以
T 和 T ∗ 是可交换的，所以 T 是正规的.
假设 1 成立，即 T 是正规的. 由 Schur 定理，可知 V 上存在一组标准正交基
(e1, . . . , en) 使得 T 关于其的矩阵是上三角矩阵，设为 A.

A =


a11 · · · a1n

. . . ...
0 ann


接下来的任务就是证明它其实是个对角矩阵.
我们逐个对向量进行讨论. 先考虑 e1 ，从上面的矩阵得到

‖Te1‖2 = |a11|2

而伴随映射的矩阵是原矩阵的共轭转置，所以

‖T ∗e1‖2 = |a11|2 + |a12|2 + · · ·+ |a1n|2

由定理 21.13，我们有 ‖Te1‖ = ‖T ∗e1‖，所以 a1i = 0, i = 2, . . . , n.
现在考虑 e2，因为证明了 a12 = 0，所以

‖Te2‖2 = |a22|2
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且
‖T ∗e2‖2 = |a22|2 + |a23|2 + · · ·+ |a2n|2

同理有 a2i = 0, i = 3, . . . , n.
如此反复，最终证得 A 是对角矩阵. □

当然，证明方法不止一种，我们也可以用证明实谱定理的思路来证明，作为例题供读
者思考.

例 21.3

仿照实谱定理的证明方法，证明复谱定理.

借助复谱定理，我们也可以对正规算子和自伴算子的关系做更深入的理解.

例 21.4

证明：复内积空间上的正规算子是自伴的当且仅当其所有的特征值都是实的.

相应地，我们也可以给出酉变换的一个完全描述.

定理 21.17

设 V 是复内积空间，S ∈ L(V ). 则以下条件等价：

1. S 是酉变换；

2. V 有一个由 S 的特征向量构成的标准正交基，相应的特征值的绝对值均为 1.

这是复谱定理和酉变换特征值的性质的一个直接推论.

复内积空间上的正规算子我们已经有了一个非常漂亮的描述，但实内积空间上的正规
算子有着一个致命的问题，那就是它不一定存在特征值，正交变换时我们就已经给出了一
个反例. 为了从复内积空间过渡到实内积空间，我们需要建立起复数和实矩阵的对应关系.

21.3.2 实正规算子

实内积空间上的自伴算子的完全描述已经由实谱定理给出，所以我们只需要讨论正规
但不自伴的情况，再将二者结合即可. 前面我们提到过，实内积空间刻画旋转需要更高
的维度，本质上是复数需要一个二阶实矩阵来对应. 比如 z = a + bi，我们可以用矩阵(
a −b
b a

)
= aI + bJ 来对应，其中 I =

(
1 0

0 1

)
是单位矩阵，对应于 1，J =

(
0 −1
1 0

)
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是，对应于 i. 可以验证加法和乘法都是对应的，只需注意到 J2 = −I 即可. 而共轭操作则
是矩阵的转置，即 (aI + bJ)T = aI − bJ . 更重要的一点在于，这个二阶矩阵是可以和自己
的共轭转置交换的，即 (aI + bJ)(aI − bJ) = (aI − bJ)(aI + bJ). 也就是说，这是一个实
正规矩阵. 所以萌生出将实正规算子中的复特征值用一个二阶矩阵去替代也就不足为奇了.
下面给出有关此二阶矩阵的完全描述.

定理 21.18

设 V 是二维的实内积空间，T ∈ L(V ). 则以下条件等价：

1. T 是正规的但不是自伴的；

2. T 关于 V 的每个标准正交基的矩阵都有

(
a −b
b a

)
的形式，其中 a, b ∈ R 且

b 6= 0；

3. T 关于 V 的某个标准正交基的矩阵有

(
a −b
b a

)
的形式，其中 a, b ∈ R 且

b > 0.

其正与我们的目标相一致. 而考虑到实谱定理的证明方法，我们希望能够得到正规算
子与其不变子空间之间的联系，最重要的是在不变子空间上的限制依然是正规的，来让我
们继续使用归纳法. 事实上这是可行的，我们有如下的结论.

定理 21.19

设 V 是内积空间，T ∈ L(V ) 是正规的，U 是 V 在 T 下不变的子空间，则

1. U⊥ 在 T 下不变；

2. U 在 T 下不变.

3. (T |U )∗ = (T ∗|U )；

4. T |U ∈ L(U) 和 T |U⊥ ∈ L(U⊥) 都是正规的.

接下来就只需要将整个空间分解为不变子空间的直和，就可以得到实内积空间上正规
算子的完全描述了.

定理 21.20

设 V 是实内积空间，T ∈ L(V )，则以下条件等价：

1. T 是正规的.
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2. 存在 V 的一组标准正交基使得 T 关于这组基有分块对角矩阵，对角线上的每
个块要么是 1× 1 矩阵，要么是形如(

a −b
b a

)

的 2× 2 矩阵，其中 a, b ∈ R 且 b > 0.

我们也可以借此给出正交变换的完全描述. 之前我们提到过，正交变换是由旋转和镜

像组成的，旋转用二阶实矩阵也就是旋转矩阵表示，形式为

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
，而保持不变

或者反向的镜像对应于特征值为 1 和 −1. 所以正交变换的完全表示中只涉及旋转矩阵以
及 1,−1.

定理 21.21

设 V 是实内积空间，S ∈ L(V )，则以下条件等价：

1. S 是正交变换；

2. 存在 V 的一组标准正交基使得 S 关于这组基有分块对角矩阵，对角线上的每
个块要么是 1 或 −1 构成的 1× 1 矩阵，要么是形如(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

的 2× 2 矩阵，其中 θ ∈ (0, π).

21.4 算子与数的类比 正算子

21.4.1 算子与数的类比

从保距自同构到自伴算子和正规算子，我们对内积空间上的算子有了初步的了解，也
对伴随在其中的作用有了一定的认识. 让我们回忆保距自同构和自伴算子有关伴随的描述.

定理 21.22

设 V 是复内积空间，T ∈ L(V )，则

1. T 是保距自同构当且仅当 T ∗T = TT ∗ = I；
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2. T 是自伴算子当且仅当 T = T ∗.

但事实上，这种形式我们并不是初见，考虑以下定理.

定理 21.23

设 z ∈ C，则

1. z 是单位复数当且仅当 zz̄ = z̄z = 1；

2. z 是实数当且仅当 z = z̄.

所以，如果我们将对算子取伴随类比于对复数取共轭转置，那么保距自同构就类比于
单位复数，自伴算子就类比于实数. 不过，这一类比还有一个较大的疑点，就是我们的所
讨论的复内积空间上的算子是否能够类比于复数. 对于任意复数 z = a+ bi，其共轭转置为
z̄ = a− bi. 为了在内积空间上达成类似的效果，我们需要先将算子分解为 T = T1 + iT2 的
形式，并且 T1, iT2 ∈ L(V ) 需要类似地满足实数和纯虚数的性质. 事实上，这是可以做到
的.

定理 21.24

设 T 为复向量空间 V 上的算子，则 T = T1 + iT2，T1 =
T + T ∗

2
，iT2 =

T − T ∗

2
，

并且 T ∗ = T1 − iT2.

由此可见，我们的讨论的确是有意义的. 但紧接着又有一个更大的疑点，就是我们应
该将正规算子置于何处，因为复数是可交换的，而算子并不是. 这也正是这个类比无法解
决的问题，但这并不妨碍类比的意义，因为我们可以从上述定理中得到一个正规算子的等
价条件.

定理 21.25

设 T ∈ L(V )，则 T 是正规的当且仅当 T1 和 T2 可交换.

这也意味着，我们实际上可以通过 T = T1 + iT2 先将全体算子分类为三层，即 T1, T2

不可交换的一般算子，T1, T2 可交换的正规算子，以及 T2 = 0 的自伴算子.

让我们再将这个类比延展到更多方面，比如特征值和特征向量，回忆保距自同构和自
伴算子的特征值的描述.
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定理 21.26

设 V 是复内积空间，T ∈ L(V )，则

1. 若 T 是保距自同构，则 T 的特征值的模长都是 1；

2. 若 T 是自伴算子，则 T 的特征值都是实数.

这一类比似乎暗示了保距自同构和自伴算子的特征值的性质与复数的模长和实数的性
质有关. 这种暗示还延续到了算子作用后的空间与原空间的度量性质上.

定理 21.27

设 V 是复内积空间，T ∈ L(V ). 若 ∀v ∈ V, 〈Tv, v〉 = 0，则 T = 0.

定理 21.28

设 V 是复内积空间，T ∈ L(V ). 则 T 是自伴的当且仅当 ∀v ∈ V, 〈Tv, v〉 ∈ R

下面这个定理是定理 21.27 的一般情况.

定理 21.29

若 T 是 V 上的自伴算子，∀v ∈ V, 〈Tv, v〉 = 0，则 T = 0.

所以在接下来的研究中，我们可以怀着这样的类比去寻找算子更多的性质，以及为我
们研究新的算子提供更多的启发.

21.4.2 正算子

在实谱定理的证明过程中，引理 21.1从自伴算子 T 构造出了一个新的算子 T 2+ bT +

cI，其中 b2 < 4c. 这是一个可逆的自伴算子，并且满足 〈(T 2 + bT + cI)v, v〉 ⩾ 0, ∀v. 也就
是说，T 2+ bT + cI 的作用在内积上是保号的. 这一性质在诸多问题中都是非常重要的，包
括多元函数的极值、量子态的转变等等，为此我们接下来研究与 T 2 + bT + cI 类似的算子.

定义 21.9 正算子

设算子 T ∈ L(V )，如果 T 是自伴的且 ∀v ∈ V 均有 〈Tv, v〉 ⩾ 0.

这里的定义就出现了算子作用后的空间与原空间的度量，所以我们可以猜测，正算子
的行为实际上类似于非负数. 非负数自然蕴含实数，所以我们可以猜测正算子自然也是自
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伴的.

例 21.5

设 V 为复向量空间，T ∈ L(V ). 证明：若 〈Tv, v〉 ⩾ 0, ∀v ∈ V，则 T 是自伴算子.

非负数很重要的一种运算就是开方运算，所以我们自然也希望能够定义正算子的开方
运算，以及相应的平方根.

定义 21.10 平方根

算子 R 被称为算子 T 的平方根，如果 R2 = T .

因为我们先前已经给出过自伴算子的完全描述，所以正算子在对角化方面的行为与自
伴算子是一致的. 下面的刻画更多是从算子与数的类比角度出发.

定理 21.30

设 T ∈ L(V ). 则以下条件等价.

1. T 是正的；

2. T 是自伴的且 T 的所有特征值非负；

3. T 有正的平方根；

4. T 有自伴的平方根；

5. 存在算子 R ∈ L(V ) 使得 T = R∗R.

3 就相当于复数非负当且仅当其有非负的平方根，4 就相当于复数非负当且仅当其有
实的平方根，5 就相当于复数 z 非负当且仅当存在复数 w 使得 z = ww.

每个非负数都有唯一的非负平方根，下面这个定理表明正算子也具有类似的性质.

定理 21.31

V 上每个正算子都有唯一的正平方根.

此处涉及到唯一性的证明. 在我们最初学习线性代数的时候即提到过，如果线性映射
在线性空间的一组基下的对应的像是确定的，则该线性映射是被唯一确定的. 而在内积空
间上，我们倾向选用标准正交基，正算子以及其正平方根又是自伴的，所以证明借助了谱
定理.
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证明

设 T ∈ L(V ) 是正的，v ∈ V 是 T 的一个特征向量，则有 λ ⩾ 0 使得 Tv = λv.
设 R 是 T 的正平方根，我们只需要证明 Rv =

√
λv，因为这样就代表 R 在 T 的特

征向量上是唯一确定的，而 T 是自伴的，V 上肯定有一组以 T 的特征向量构成的标
准正交基，从而唯一确定 R.
设 V 上有一组以 R的特征向量构成的标准正交基 e1, . . . , en. R是正算子，所以其特
征值均非负，即存在非负数 λ1, . . . , λn 使得对每个 j = 1, . . . , n 均有 Rej =

√
λjej .

因为 e1, . . . , en 是 V 的一组标准正交基，所以有 a1, . . . , an ∈ F 使得

v = a1e1 + · · ·+ anen.

于是
Rv = a1

√
λ1e1 + · · ·+ an

√
λnen.

从而
Rv = a1λ1e1 + · · ·+ anλnen.

又 R2 = T 且 Tv = λv，所以有

a1λe1 + · · ·+ anλen = a1λ1e1 + · · ·+ anλnen

上式意味着对 j = 1, . . . , n 有 aj(λ− λj) = 0. 所以

v =
∑

{j|λj=λ}

ajej

所以
Rv =

∑
{j|λj=λ}

aj
√
λej =

√
λv.

命题得证. □

我们将正算子 T 的唯一正平方根记作
√
T . 虽然正算子与非负数相似之处很多，但也

有差异. 比如正算子是可以有无穷多个平方根的，但非负数最多只能有两个.

内容总结

习题

A 组
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1. 证明：上三角的酉矩阵必为对角矩阵.

2. 证明：任一 n 级可逆复矩阵 A 一定可以被唯一分解成 A = PB，其中 P 是 n 级酉
矩阵，B 是主对角元均为正实数的 n 级上三角矩阵.

B 组

1. 设 V 是有限维复内积空间，S, T ∈ L(V ) 均为正规算子. 证明：若 ST = TS，则

(1) V 上存在一组标准正交基，使得 S, T 在此基下的矩阵都是对角矩阵.

(2) S 与 T 的复合也是正规算子.

2. 设 A 为 n 阶实对称幂等矩阵，r(A) = r，求 |A− 2E|.

C 组

1.
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22
奇异值分解

上一讲中我们着重介绍了内积空间上的一些特殊的算子，以及它们的约化分解. 本讲
我们将尝试将所得到的结论推广到一般的线性映射上，并给出一个将一般线性映射都“对
角化”的方式.

22.1 奇异值分解

我们提出要将一般的线性映射都“对角化”，但在若当标准型的时候我们已经知道，这
理应是做不到的，症结在于可能没有足够的特征向量. 所以我们此处的“对角化”并不是
使用线性映射本身的特征值和特征向量，而是采取与之相关的特殊的算子的特征值和特征
向量. 回忆在对称矩阵部分，我们从一般的矩阵 A 构造出了 ATA 这样一个对称矩阵. 那
么采取类似的方法，我们可以从 T ∈ L(V,W ) 构造出算子 T ∗T，让我们来看看它的性质.

定理 22.1 T ∗T 的性质

设 T ∈ L(V,W )，则

1. T ∗T 是正算子.

2. kerT ∗T = kerT .

3. imT ∗T = imT ∗.

4. dim imT = dim imT ∗ = dim imT ∗T .

而正算子的特征值非负，所以我们可以做出如下的定义.

551
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定义 22.1 奇异值

设 T ∈ L(V,W )，则 T ∗T 的特征值的算术平方根称为 T 的奇异值，降序排列，并且
每个奇异值重复 dimE(λ, T ∗T ) 次.

但这样定义出来的值如何描述 T？我们先从线性映射最基本的部分开始.

定理 22.2

设 T ∈ L(V,W )，则

1. T 是单射等价于 0 不是 T 的奇异值.

2. T 的正奇异值的个数等于 dim imT .

3. T 是满射等价于 T 的正奇异值的个数等于 dimW .

借助 22.1 和单射满射的等价条件即可证明.

特征值对应有特征向量，奇异值也对应有奇异向量.

定义 22.2

设 T ∈ L(V,W )，奇异值为 s，若存在 v ∈ V,w ∈W 使得 Tv = sw，T ∗w = sv，则
称 v 为 T 关于 s 的左奇异向量，w 为 T 关于 s 的右奇异向量.

T ∗T 除去其特征值的性质外，更重要的在于其是一个自伴算子，所以我们可以对它应
用谱定理，并由此给出我们所谓的“对角化”的方式——奇异值分解.

定理 22.3 奇异值分解

设 T ∈ L(V,W ) 有正奇异值 s1, . . . , sm. 则存在 V 的一组标准正交组 e1, . . . , em 和
W 的标准正交组 f1, . . . , fm 使得 ∀v ∈ V 均有 Tv = s1〈v, e1〉f1 + · · ·+ sm〈v, em〉fm.

证明

设 s1, . . . , sn 为 T 的所有奇异值，也就有 n = dimV . 因为 T ∗T 是正算子，所以对
其应用谱定理，存在 V 的标准正交基 e1, . . . , en 使得 T ∗Tek = s2kek，k = 1, . . . , n.
首先对正奇异值部分进行讨论. 对 k = 1, . . . ,m，令 fk =

1

sk
Tek，即对应的右奇异

向量. 则对于 j, k ∈ {1, . . . ,m}，有
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〈fj , fk〉 =
1

sjsk
〈Tej , T ek〉 =

1

sjsk
〈ej , T ∗Tek〉 =

1

sjsk
〈ej , s2kek〉 =

sk
sj
〈ej , ek〉 = δjk.

所以 f1, . . . , fm 是 W 的标准正交组. 事实上，考虑到左奇异向量和右奇异向量分别
是 T ∗T 和 TT ∗ 的特征向量，这一点是显然的.
而对于零奇异值部分，k ∈ {m + 1, . . . , n}，T ∗Tek = 0，且 kerT ∗T = kerT，所以
Tek = 0.
从而 ∀v ∈ V，有

Tv = T (〈v, e1〉e1 + · · ·+ 〈v, en〉en)

= 〈v, e1〉Te1 + · · ·+ 〈v, em〉Tem
= s1〈v, e1〉f1 + · · ·+ sm〈v, em〉fm.

命题得证. □

对于线性映射而言，使用两组不同的基是稀疏平常的事情；但对于算子而言，我们频
繁地使用同一组基来表示，经常忽视了这一点. 所以，我们将所有一般线性映射“对角化”
的方法建立在使用两组不同的基上，这与若当标准型的结果并不矛盾.

由此我们也可以得出 T 在这两组标准正交基下的矩阵表示，设为 A = (aij)m×n，则

aij =

si, 1 ⩽ i = j ⩽ m,

0, 其他情况.
. 其形式也非常类似于对角矩阵，我们将其定义为矩形对角矩

阵.

定义 22.3 矩形对角矩阵

设 A = (aij)m×n，则称 A 为矩形对角矩阵，若 aij = 0 当 i 6= j 时.

通过线性映射的矩阵表示的过程，我们也可以得到矩阵形式的奇异值分解.

定理 22.4

设 A 为一 m× n 阶矩阵，则 A 的奇异值分解为 A = UΣV ∗，其中 U 为 m×m 阶
酉矩阵，V 为 n× n 阶酉矩阵，Σ 为 m× n 阶非负实数矩形对角矩阵.

这也表明所有矩阵的作用都可以分解为原空间上的旋转、拉伸和到达空间上的旋转三
部分.
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22.2 奇异值分解的应用

22.2.1 奇异值的几何解释

22.2.2 极分解定理

我们继续算子与数的类比. 每个非零复数 z 都可以写成如下形式

z =

(
z

|z|

)
|z| =

(
z

|z|

)√
zz

其中
z

|z|
是一个单位复数. 那么由此我们可以类比得出一个对 V 上任意算子的漂亮的描

述，因其形式类似于复数极坐标分解，所以称为极分解定理.

定理 22.5 极分解定理

设 T ∈ L(V )，则存在一个等距同构 S ∈ L(V )，使得 T = S
√
T ∗T .

证明

首先 ∀T ∈ L(V )，T ∗T 都是正算子，所以
√
T ∗T 的定义是合理的.

然后 ∀v ∈ V，有

‖Tv‖2 = 〈Tv, Tv〉 = 〈T ∗Tv, v〉

= 〈
√
T ∗T
√
T ∗Tv, v〉

= 〈
√
T ∗Tv,

√
T ∗Tv〉

= ‖
√
T ∗Tv‖2.

所以 ∀v ∈ V, ‖Tv‖ = ‖
√
T ∗Tv‖.

由此我们定义一个线性映射 S1 : im
√
T ∗T → imT 为

S1(
√
T ∗Tv) = Tv.

接下来要做的就是把这个 S1 扩张成一个等距同构 S ∈ L(V ) 使得 T = S
√
T ∗T . 不

过在这之前得先验证 S1 是良定义的.
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设 v1, v2 ∈ V 使得
√
T ∗Tv1 =

√
T ∗Tv2，则

‖Tv1 − Tv2‖ = ‖T (v1 − v2)‖

= ‖
√
T ∗T (v1 − v2)‖

= ‖
√
T ∗Tv1 −

√
T ∗Tx2‖

= 0,

得出 Tv1 = Tv2，所以 S1 是良定义的. 线性性结合范数便可以验证，不多赘述.
从而 ∀u ∈ im

√
T ∗T 有 ‖S1u‖ = ‖u‖.

特别地，S1 是单射，由线性映射基本定理可得

dim im
√
T ∗T = dim imT.

而这也代表着 dim(im
√
T ∗T )⊥ = dim(imT )⊥. 那么就可以取 (im

√
T ∗T )⊥ 的一组

标准正交基 e1, . . . , em 和 (imT )⊥ 的一组标准正交基 f1, . . . , fm. 因为两个空间的维
数相同，所以这两组标准正交基的长度相同（记为 m）.
由此定义线性映射 S2 : (im

√
T ∗T )⊥ → (imT )⊥ 为

S2(a1e1 + · · ·+ amem) = a1f1 + · · ·+ amfm.

所以 ∀w ∈ (im
√
T ∗T )⊥ 均有 ‖S2w‖ = ‖w‖.

到这里我们想要的等距同构 S 就已经呼之欲出了. ∀v ∈ V, v = u + w，其中 u ∈
im
√
T ∗T，w ∈ (im

√
T ∗T )⊥，将 S 定义为

Sv = S1u+ S2w.

∀v ∈ V 均有
S(
√
T ∗Tv) = S1(

√
T ∗Tv) = Tv,

所以 T = S
√
T ∗T . 下面就是确确实实地证明 S 事实上是一个等距同构.

∀v ∈ V，有

‖Sv‖2 = ‖S1u+ S2w‖2 = ‖S1u‖2 + ‖S2w‖2 = ‖u‖2 + ‖w‖2 = ‖v‖2

命题得证. □

极分解定理将所有一般的算子表成了一个等距同构和一个正算子的乘积，而这两种算
子我们之前的章节都已经给出了完全的描述. 所以我们也得到了一般算子的第二种刻画方
式.
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∗ 算子范数和

内容总结

习题

A 组

1.

B 组

1.

C 组

1.



23
线性代数与几何

解析几何很大程度上是线性代数发展的初衷，在研究点线面以及几何体时，将集体的
几何问题抽象化为代数问题使其方便解决与计算，即是解析几何的主要思想. 本节我们将
会从线性代数的角度探究解析几何的一些基本概念与方法. 此在线性代数课程的考察中也
会有少部分的解析几何内容，但内容较浅，主要考察点、直线、平面等之间的关系.

23.1 欧几里得空间

在前面的学习中我们已经较为全面地学习了内积空间的相关知识，而在解析几何中，
我们在更多情况下会研究欧几里得空间下的问题.

定义 23.1 欧几里得空间

欧几里得空间（欧氏空间）是一个有限维实内积空间.

同学们可能对欧氏空间的几何直观更为熟悉. 当欧氏空间的维数为 2 或 3 时，我们可
以用熟悉的平面直角坐标系与空间直角坐标系来描述欧氏空间中的向量，并用点积作为向
量的内积.

23.2 欧氏空间上的运算

我们也已经基本掌握了模、内积、夹角等在内积空间中的基本概念，在此我们引入一
些在先前的学习中接触较少的概念.

557
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定义 23.2 点积

点积是在三维欧氏空间中对两个向量的运算，用 a · b 表示. 两向量点积得到的数值
等于两向量模长的乘积与两向量夹角的余弦的乘积.

特别的，三维欧氏空间中的向量点积 (a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) 可以表示为

a1b1 + a2b2 + a3b3

由点积的计算，我们可以很方便地得到两向量夹角的余弦，即

cos θ = a · b
|a||b|

定义 23.3 叉乘

叉乘是在三维欧氏空间中对两个向量的运算，用 a× b 表示. 两向量叉乘得到的向量
垂直于两向量，方向遵循右手定则，其模长为两向量的模的乘积与两向量夹角的正
弦的乘积.

由定义可知，叉乘仅在三维欧氏空间中有定义，且叉乘的结果是一个向量，而不是一
个数. 关于叉乘向量的计算有另一种更常用的用行列式表示的计算方法，即

(a1, a2, a3)× (b1, b2, b3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
其中 i, j,k 为三维欧氏空间的自然基.

在解析几何中，叉乘的一个重要应用是求解与两向量垂直的向量.

定义 23.4 混合积

混合积（或称标量三重积，不同于矢量三重积）是三维欧氏空间中对三个向量的运
算，用 [a, b, c] 表示，等价于 (a× b) · c.

混合积的几何意义是以 a, b, c 为邻边的平行六面体的体积，可以用行列式表示为

[(a1, a2, a3), (b1, b2, b3), (c1, c2, c3)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
同时读者也不难验证 (a× b) · c = a · (b× c). 其应用之一是可以用来判断三个向量是否共
面.
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23.3 点、直线、平面的表示

一个点在欧氏空间中可以用一个向量来表示. 在三维欧氏空间中，我们可以用三个实
数来表示一个点的坐标.

23.3.1 平面的方程

平面是欧氏空间中的一个基本几何对象，我们有多种代数方法来表示平面.

平面的一般方程是平面的一种最基本的表示方法，即 Ax+By +Cz +D = 0. 平面的
一般方程十分简洁，但是我们很难由此方程得到平面的几何性质，因此我们还需要考虑其
他的表示方法. 例如，一个平面由平面上一点与平面上两个不共线的向量来表示. 假设已
知平面上一点 P (x0, y0, z0) 和平面上两个不共线的向量 u = (a, b, c) 和 v = (d, e, f)，则平
面上的任意一点 Q(x, y, z) 都满足

−−→
PQ 与 u 和 v 线性相关，即

−−→
PQ = k1u+ k2v

化为坐标形式即为 
x = x0 + k1a+ k2d

y = y0 + k1b+ k2e

z = z0 + k1c+ k2f

这就是平面的参数方程，其中 k1, k2 是参数.

此外，平面还可以由平面上一点和平面的法向量来表示. 假设已知平面上一点 P (x0, y0, z0)

和平面的法向量 n = (A,B,C)，则平面上的任意一点 Q(x, y, z) 都满足向量
−−→
PQ 与 n 垂

直，即点积为 0. 由此可得其方程为

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0

这种表示方法称为点法式.

我们发现这跟平面的一般方程十分相似，实际上，我们可以直接通过平面的一般方程
得到平面的法向量.

在得到一张由其他方式表示的平面时，我们往往也会将其转化为一般式或点法式，以
便于我们计算其与其他几何对象的关系. 例如，得到一个由平面上一点与平面上两不共线
的向量表示的平面，则可以通过求两向量的叉积得到平面的法向量，从而得到平面的点法
式.
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例 23.1

若已知一个平面上有三点 A(1, 2, 0), B(0, 1,−1), C(1, 1, 1)，求该平面的一般方程.

23.3.2 直线的方程

直线在欧氏空间中也是一个基本对象，同样有多种代数方法可以表示直线.

首先直线可以用某两张平面的交表示. 假设有两相交平面的方程，联立可得直线方程A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0

即为直线的一般方程. 这种联立方程的表示方法最为基本，但是不够简洁，大多情况下也
不够直观. 所以更多情况下我们希望在表示中可以直观体现直线的一些特征. 因此，可以
用直线上的一个点和直线的方向（即方向向量）来确定一条直线.

假设已知直线上的一点 A0(x0, y0, z0) 和直线的方向向量 l = (a, b, c)，则直线上的任意
一点 A(x, y, z) 都满足

−−→
AA0 与 l 平行，用具体的方程则表示为

x− x0
a

=
y − y0
b

=
z − z0
c

其中 a, b, c 不为零. 这种表示方法称为点向式.

如果我们对上述式子进行替换，令

t =
x− x0
a

=
y − y0
b

=
z − z0
c

则可得 
x = x0 + at

y = y0 + bt

z = z0 + ct

这样就得到了直线的参数方程，其中 t 为参数.

当然还有以两点确定一条直线的表示方法，我们可以轻松地算出直线的方向向量，然
后用点向式或参数方程来表示. 最后可以得出方程

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

那么如何实现从一般方程到点向式或参数方程的转换呢？最简单的方法是求解线性方
程组再用两点表示或者参数表示，但是这样的方法比较麻烦，事实上我们可以利用法向量
进行转换. 假设两平面的一般方程为 A1x+B1y+C1z+D1 = 0与 A2x+B2y+C2z+D2 = 0，
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则可以得到两平面的法向量分别为 n1 = (A1, B1, C1), n2 = (A2, B2, C2)，因为该直线在
两张平面内，所以直线与两个法向量都垂直，所以 n1 × n2 即为直线的方向向量. 再求出
一般方程的一个解（即直线上一点）即可得到直线的点向式与参数方程.

23.4 平面与直线间的位置关系

对于三维欧氏空间中的几何对象，我们主要需要研究平行、相交与重合等关系. 我们
可以通过平面与直线的方程来判断.

23.4.1 线与线的位置关系

线与线之间的位置关系判断主要依靠它们的方向向量. 如果两条直线的方向向量平行，
则两条直线平行或重合，此时再判断两直线是否存在公共点，若联立方程有解，说明两直
线重合，否则两条直线平行. 如果两条直线的方向向量不平行，则还需要判断两条直线是
否共面，若共面则说明两条直线相交，否则两条直线异面. 此时以两直线方程联立方程组，
若有解则说明存在交点，否则说明两条直线异面.

例 23.2

已知直线 L1 =

x+ y + z − 1 = 0

x− 2y + 2 = 0
, L2 =


x = 2t

y = t+ a

z = bt+ 1

，试确定 a, b 的值使得

L1, L2 是：

1. 平行直线；

2. 异面直线.

23.4.2 线与面的位置关系

线与面的位置关系首先需要判断线的方向向量与平面的法向量的关系. 如果方向向量
与法向量平行，则说明线与面垂直. 如果两者垂直，则说明该直线与平面平行或者在平面
内，只需再判断直线上的点是否在平面内即可.

此外还有一些对于平面不同表示形式的方法. 例如，假设已知直线的方向向量与平面
上两个不平行的向量，则可以对这三个向量做混合积，如果混合积为零，则说明三个向量
共面，即直线与平面平行或者在平面内.
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23.4.3 面与面的位置关系

面与面的位置关系主要依靠两个平面的法向量来判断. 如果两个平面的法向量平行，
则说明两个平面平行或重合，再判断两平面是否存在公共点. 若两法向量垂直，则两平面
也垂直.

内容总结
这里关于解析几何的部分浅尝辄止，只是简单地介绍了一些基本的概念与方法，希望

能够帮助大家对解析几何有一个简单的初步认识. 在线性代数课程中可能的相关考察基本
也仅限于点、线、面之间的关系，方程的联立、求解等等，或许大家在未来其他课程的学
习中可以学到更多相关的知识.

习题

我决心放弃那个仅仅是抽象的几何. 这就是说，不再去考虑那些仅仅是用来练思想的
问题. 我这样做，是为了研究另一种几何，即目的在于解释自然现象的几何.

——笛卡尔

A 组

1.

B 组

1.

C 组

1.
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二次型

24.1 二次型的定义

定义 24.1 二次型

n 个元 x1, x2, . . . , xn 的二次齐次多项式

f(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

aiix
2
i +

∑
1⩽i<j⩽n

2aijxixj

= a11x
2
1 + a22x

2
2 + · · ·+ annx

2
n

+ 2a12x1x2 + · · ·+ 2a1nx1xn + 2a23x2x3 + · · ·+ 2an−1,nxn−1xn

称为数域 F 上的 n 元二次型（简称二次型）.

本学期研究的主要是实二次型. 若令 aij = aji (1 ⩽ i < j ⩽ n)，则二次型可表示为

f(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj = XTAX

其中 X = (x1, x2, . . . , xn)
T ∈ Rn，A = (aij)n×n 为实对称矩阵，并称对称矩阵 A 为二次

型 f(x1, x2, . . . , xn) 的矩阵.

注意，二次型实际上是一个 Rn → R 的函数，所以本质上代入 x1, . . . , xn 后就是一个
实数，写成矩阵形式我们也可以发现矩阵相乘结果为 1 × 1 矩阵，即一个实数，因此不必
把二次型想得过于复杂.

同时需要注意，二次型对应矩阵一定是对称矩阵. 实际上一个形如 f(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj 的函数可以对应的矩阵是很多的，但我们要求 aij = aji 才能得到二次型对

563
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应的矩阵.

例 24.1

已知二次型

f(X) = (x1, x2, x3, x4)


1 2 3 −4
3 2 1 4

−4 3 −7 2

0 −6 8 4



x1

x2

x3

x4


写出二次型 f(X) 的矩阵.

例 24.2

回答以下问题：

1. 已知 A 是一个 n 阶矩阵，则 A 为反对称矩阵的充要条件是对任意 n 元列向量
X 都有 XTAX = 0；

2. 若二次型 f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX 对任意 n 元列向量 X 都有
f(x1, x2, . . . , xn) = 0，证明：A = O；

3. 设二次型 f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX, g(x1, x2, . . . , xn) = XTBX.
证明：若 f(x1, x2, . . . , xn) = g(x1, x2, . . . , xn)，则 A = B.

24.2 矩阵相合的定义与性质

定义 24.2

我们称 n阶矩阵 A相合于 B（记作 A ' B），如果存在可逆矩阵 C 使得 B = CTAC.

矩阵相合（合同）有如下基本性质：

1. 合同是等价关系；合同不同于相似，是与数域有关的；合同要求 C 必须可逆，因此
是一种特殊的相抵；

2. A ' B 一般不能得到 Am ' Bm（但是 A,B 为实对称矩阵时可以），但如果可逆，我

们有 A−1 ' B−1，同时如果 A1 ' A2, B1 ' B2，则有

(
A1 O

O B1

)
'

(
A2 O

O B2

)
；
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3. A ' B 表明 A 可以每次做相同的初等行列变换得到 B，反之亦然. 这实际上就是初
等变换法求相合标准形的基本原理，详见教材 260 页小字部分，感兴趣同学可以了
解，一般不会要求使用这一方法.

例 24.3

设 A ' B，C ' D，且它们都是 n 阶实对称矩阵，问：A+ C ' B +D 是否成立.

例 24.4

判断：矩阵相似是否一定合同？矩阵合同是否一定相似？对于实对称矩阵上述论断又
是否正确呢？正确请说明理由，不正确请举出反例.

实际上，教材中引入合同与二次型使用了双线性函数这一概念，实际上与双线性函数
的度量矩阵有关，感兴趣的同学可以了解，但这部分属于小字，考试一般不做考查要求.

24.3 二次型标准形的定义与求解

实际上二次型可以视为一个空间曲线/曲面方程，我们希望这些方程化为标准形式，有
助于我们讨论一些问题. 由于实二次型对应矩阵为实对称矩阵，实对称矩阵一定可以相似
对角化，故有下面的定理：

定理 24.1

任意二次型 f(X) = XTAX 总可以通过可逆的线性变换 X = PY（其中 P 可逆）化
为标准形，即 f(X) = XTAX

X=PY
====== Y T(PTAP )Y = d1y

2
1 + d2y

2
2 + · · ·+ dny

2
n.

一般而言，我们有三种方法求解二次型标准形，分别为正交变换法，配方法和初等变
换法. 正交变换法由于涉及正交因此不作要求，初等变换法之前已经提及并且较为复杂，不
推荐优先使用. 因此我们接下来主要使用配方法.

注意，求二次型标准形不应使用之前求相似标准形的一般方法，因为只有正交矩阵才
能保证 P−1 = PT，一般矩阵无法保证. 当然实际上求得的对角矩阵都是由特征值按重数
排列而成的，只是矩阵 P 不合要求，应当做 Schmidt 正交化.

配方法的思想非常简单，就是利用配方消除混合乘积项，将二次型表示成几个平方和
的形式，最后通过坐标变换 X = CY（又称仿射变换，其中 C 可逆）化标准形.
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例 24.5

用配方法把三元二次型

f(x1, x2, x3) = 2x21 + 3x22 + x23 + 4x1x2 − 4x1x3 − 8x2x3

化为标准形，并求所用的坐标变换 X = CY 即变换矩阵 C.

配方法是合理的，因为 X = CY，其中 C 可逆，则 XTAX = Y T(CTAC)Y，配方
法使得 CTAC 为对角矩阵，因此可以得到相合标准形. 但是这种方法不能用来求相似对角
化，原因仍然是 C−1 = CT 需要 C 为正交矩阵，但坐标变换矩阵不一定满足. 所以一定
要区分好求解相似、相合标准形使用的方法，不能因为题目经常给的是实对称矩阵而混淆，
只有正交变换法是通用的，因为正交矩阵满足 P−1 = PT 使得相似、相合的定义统一.

注意：有的同学可能知道正交变换法的具体操作流程，如果能保证计算正确且题目不
强制配方法时可以使用，但是历年考试经常出现部分题目求解特征值时三次方程解不出的
情况，此时一定要立刻醒悟，转向配方法解决问题.

24.4 相合规范形 惯性定理

事实上，一个二次型通过正交变换标准化得到的对角矩阵对角线上元素为特征值按重
数排列的结果，但是使用配方法、初等变换法则不一定，甚至配方方式或者初等变换顺序
不同都会产生不同的对角矩阵，因此相合标准形不唯一. 但我们知道，相抵标准形唯一，相
似标准形不考虑排列组合因素也是唯一的，因此我们也需要统一相合标准形.

我们不难发现，任一对角矩阵一定相合于 diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0)（我们很
容易写出对应的可逆变换矩阵），我们称这一相合标准形为相合规范形，其中 +1 的个数称
为矩阵的正惯性指数，−1 的个数称为矩阵的负惯性指数. 并且由于变换矩阵可逆，根据相
抵标准形的结论，我们有原矩阵 A 的秩 r(A) 等于这一对角矩阵的秩，于是也等于正负惯
性指数之和. 显然，A 可逆时，其相合规范形主对角元没有 0.

但我们没有说明一个矩阵的相合规范形是否唯一，实际上这就是下面惯性定理的结果：

定理 24.2 惯性定理

实对称矩阵的相合规范形唯一.

这一定理有很多等价表述，例如实对称矩阵正、负惯性指数唯一，或者实对称矩阵相
合标准形中对角线上正、负、零的个数唯一. 或者实对称矩阵特征值中正、负、零的个数唯
一等. 这一定理的证明方法比较经典，最关键的一步在于代入数值导出矛盾. 代入的方法
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是在两种表达的正负号分界线前后分别置 0，使得两种表达形式一个大于 0，一个小于等
于 0.

例 24.6

解答如下问题：

1. 设 n 元二次型 f(x1, x2, . . . , xn) = l21 + · · ·+ l2p − l2p+1− · · · − l2p+q，其中 li (i =

1, 2, . . . , p+ q) 是关于 x1, x2, . . . , xn 的一次齐次式. 证明：f(x1, x2, . . . , xn) 的
正惯性指数 ⩽ p，负惯性指数 ⩽ q；

2. 已知 A 为 m 阶实对称矩阵，C 为 m×n 实矩阵，证明：CTAC 的正负惯性指
数分别小于等于 A 的正负惯性指数.

例 24.7

确定二次型 f(x1, x2, . . . , x10) = x1x2 + x3x4 + x5x6 + x7x8 + x9x10 的秩以及正、负
惯性指数.

惯性定理的 “惯性” 二字与物理中的惯性有关，实际上透露着某种不变性. 根据惯性定
理，我们有如下结论：

1. 我们可以按相合关系对全体 n 阶实对称矩阵分类，因为实对称矩阵相合意味着规范

形唯一，我们可以按照 +1、−1、0 个数的不同划分为 (n+ 1)(n+ 2)

2
个等价类（相

抵、相似也是等价关系，可以思考划分等价类的方式与个数）；

2. 实数域上两个实对称矩阵相合的充要条件是它们有相同的正负惯性指数，两个对角矩
阵相合的充要条件是对角线上正、负、零个数相同.

注：复数域上两个对称矩阵相合的充要条件是它们的秩相同（可以思考其证明），例如 En

和 −En 在复数域上相合，但实数域上不相合.

例 24.8

设 A =


1 2 0

2 1 0

0 0 3

 , B =


−2 0 0

0 2 1

0 1 2

，判断 A 与 B 是否相合.
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24.5 标准形的应用

我们在本学期讨论了三种标准形，即相抵标准形，相似标准形和相合标准形，实际上
它们之间的关系我们已经讨论，即相似一定相抵，相合一定相抵，但相似和相合互相没有
包含关系. 本节我们考虑一些基于矩阵分解的问题，利用之前所学的相抵标准形、相似标
准形、相合标准形的分解解决一些问题. 本节内容可以选择性掌握.

首先看一个关于幂等矩阵的例题，需要用到相抵标准形、相似标准形的分解：

例 24.9

解答以下两个问题：

1. 证明：任意一个方阵都可以分解成一个可逆矩阵和一个幂等矩阵的乘积；

2. 已知 A 是一个秩为 r 的 n 级非零矩阵，证明：A 为幂等矩阵的充要条件是存
在列满秩的 n× r 矩阵 B 和行满秩的 r×n矩阵 C 使得 A = BC 且 CB = Er.

下面是一个利用相合标准形进行分解的例子：

例 24.10

（与正交有关）证明：每个秩为 r 的 n (r < n) 阶实对称矩阵均可表示为 n− r 个秩
为 n− 1 的实对称矩阵的乘积.

内容总结

习题

A 组

1.

B 组

1.

C 组

1.
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25ε
范畴论视角下的线性代数

这是本书的最后一章，也是最后一个未竟专题. 一切旅程都有终点，线性代数也不例
外. 但是，终点同时也是一个起点，因此，在这里，我们将要引入现代数学中必不可少的一
套语言——范畴论语言，并且使用这种方式来重述线性代数的一些概念，为本书画上一个
句号. 可惜的是，因为篇幅有限，在这里不能重现利用范畴语言完成的全书所有内容的推
导，但是我们会尽量走的远一些，同时也轻松一些. 在读者的代数基础尚且不算充足的时
候，这一节的内容看起来可能有些抽象. 但如果在现代数学的路上走出更远，回头再来用
这里的内容印证自己所学，相信读者依然会有所收获，这也就是未竟专题的未竟意义之所
在.

在范畴语言引入之初，其提出者之一，Mac Lane 曾经下过一个断言. 他说，范畴论没
有定理. 这是因为范畴论归根结底看起来只是一种“讲法”，正如我们在标题中所言，是一
种“重述”，而非一套完全新颖的理论. 但是，这个断言很快就被打破了. 从本节会提及的
Yoneda 引理到本节不可能提及的 Freyd-Mitchell 嵌入定理，范畴论本身也逐渐发展成了
一个生机勃勃的学科，并隐隐有成为数学基础的有力竞争者的趋势. 因此，最后，我们也
希望读者思考，数学到底是什么？它是一种如范畴论所说，对对象和关系的研究，还是一
种逻辑推导，抑或是一种直觉的形式化？如果读者在此方面有所意识，那么在未竟专题中
走过的路也就都是有价值的.

25ε.1 范畴、函子、自然变换

范畴论的引入来自于 Samuel Eilenberg and Saunders Mac Lane General theory of
natural transformations, Trans. AMS, 58, p.p.: 231-294 (1945). 我们在此以现代的语言重
述其概念，下面我们要呈现其中的三个核心定义：范畴、函子、自然变换.

581
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定义 25ε.1

称以下资料为一个范畴，记作 C：

1. 一族元素，每个元素称为其中的对象，这一个族记作 Ob(C)；我们将 A ∈ Ob(C)
简记作 A ∈ C；

2. 一族 A 到 B 的箭头或者态射 HomC(A,B)，对于 Ob(C) 中的任意两个元素
A,B ∈ C，满足如下条件：

(1) 如果 A,B,C ∈ C, α ∈ HomC(A,B), β ∈ HomC(B,C)，则存在复合 β ◦α ∈
HomC(A,C)；

(2) 对于任意 D ∈ C, γ ∈ HomC(C,D)，都有

γ ◦ (β ◦ α) = (γ ◦ β) ◦ α;

(3) HomC(A,A) 中必有一个恒同元素，记作 idA，使得对于任意的 f ∈
HomC(B,A)，

idA ◦f = f ◦ idB

对这个定义，需要进行一些说明. 我们用“一族”的地方所指的未必是“一个集合”.
这是为了避免一些集合论上的麻烦，出现例如集合的集合之类的问题. 在范畴不会引起误
会的情况下，我们将 HomC(A,B)简记成 Hom(A,B)，其中的元素 f 也写成 f : A→ B 或
者 A

f→ B.

对于本书的读者而言，最熟悉的范畴无疑是线性空间的范畴. 准确地说，是域 F 上的
有限维线性空间的范畴. 我们将其记作 FVectF. 其中的对象就是所有的有限维线性空间，
两个线性空间 V,W 之间的态射 Hom(V,W ) = L(V,W ). 另一个熟悉的范畴是 Set，其中
的对象就是所有集合，两个集合 S, T 之间的态射就是从 S 到 T 的映射. 但是，出于习惯
考量，当后面我们提及 Set 时，涉及的态射会变成从集合 S 到 T 的含入映射. 当然，范畴
的对象并不总是这样“类似集合”的东西，虽然目前为止，这样理解已经足够了.

最后一个说明来自于结合律. 读者可能会认为，对于定义的第二条性质，最后的要求
实属多余. 但实际上，如果我们只有抽象的点和箭头，很多性质也就无从谈起. 就像我们在
学习线性空间的时候，它比起集合多了许多公理，因此也多了许多性质. 结合律实际上是
范畴性质之根本，正如我们在下一个定义中会看到的一样.
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定义 25ε.2

设 C,D 为两个范畴. 称 F 为 C 到 D 的一个函子，如果：

1. 对 C 中的每个对象 A 它指派 D 中的一个对象 F (A)；

2. 对 HomC(A,B) 中的每个态射 α 它指派 HomD(F (A), F (B)) 中的一个态射
F (α)，满足

(1) 对于可复合的 α, β 都有 F (α ◦ β) = F (α) ◦ F (β)；

(2) 对于任意 A ∈ C 都有 F (idA) = idF (A)；

最简单的函子的例子是一个范畴打到自身的恒同函子，它不会改变任何东西；以及
FVectF 到 Set 的忘却函子，它直接抛掉线性空间中的代数结构，只留下里面的元素. 现
在我们考虑一个不那么平凡的例子：

例 25ε.1

考虑范畴 FSet 的对象是所有的有限集，其中的态射为含入映射. 则它到 FVectF 有
一个显然的函子，是张成函子，我们将其记作 span : FSet→ FVectF. 它将一个有限
集合映到由它张成的线性空间. 实际上，也就是将 S = {s1, s2, · · · , sn} 映到一个形
式和：

spanS = {
n∑

i=1

aisi : ai ∈ F}

其上的线性空间运算都是显然的. 同样不难验证它将原来的含入映射映到一个线性
映射，一个含入映射总是可以被对应到一个从子空间到原空间的嵌入.

另一个我们早就有所暗示的例子有点不同，它长得更加奇怪. 考虑一个范畴 C 的对偶
为将其中所有箭头反转的新范畴——不难验证它依然满足结合律，我们将其记作 Cop，称
为它的对偶范畴. 于是，我们发现，FVectF 到 FVectop

F 有一个显然的函子，即对偶函子. 在
对偶空间的部分中，我们已经验证了它满足函子的定义. 在较为古老的教科书中，这种打
到对偶范畴的函子被称为反变函子，而上面定义的函子被称为共变函子，因为这类称呼已
经淹没在历史的浪潮中了，所以我们也不会再使用了.

最后一个概念是最核心的，实际上也是范畴论被提出的初衷. 还记得上面提到的论文
的标题吗？它叫做“自然变换的一般理论”，于是，下面我们就要说明，什么是自然变换.
这看起来可能会有点抽象：
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定义 25ε.3

考虑两个函子 F,G : C → D. 称这两个函子之间的自然变换是一族 D 中的态射
θ = {θX}，其中 X ∈ C, θX : F (X)→ G(X)，使得对于所有 C 中的态射 f，下图交
换：

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

θX

F (f) G(f)

θY

通常，我们将其记成以下形式：

C D

F

G

θ

并将其称作 2-胞腔. 在最后一节中，我们将重新讨论这个名词的含义.

也许，我们应该采取一种更直观的看法来理解这一串概念，下面的一些概念来自于拓
扑学，但并不严格，仅仅是提供一个比较方便的几何直观. 实际上，对拓扑和范畴论更加
熟悉之后，读者会发现这个类比背后的深意.

首先，我们在一张纸上画两个面，表示两个范畴 C,D. 在一个面上取两个点 X,Y，这
是它上面的两个对象；然后，在另一个面上取四个点，分别表示 F (X), F (Y ), G(X), G(Y )，

C

D
θ

θX G(f)

F (f) θY

f
X Y

F (X) G(Y )

G(X)

F (Y )
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即两个函子 F,G 在这两个点 X,Y 的取值. 注意，实际上两个函子分别是两个面之间的映
射，如果把原像和像用线连接，展开来看的话，大概能看成是纸面上和纸面下的两张带有
纹路的曲面. 然后，自然变换就是这两个曲面之间的连线 θ，对应到交换图上来，就是图中
阴影区域的四条边. 实际上，我们的条件就是要求，这两族曲面 F,G 的结构和曲面之间的
结构 θ 都具备合适的连续性，图示如上页，这个东西在拓扑学中一般称为同伦.

在实践中，我们一般会称态射 θX 对于 X 来说是自然的、典范的，或者说它满足函子
性. 我们来看两个例子：

例 25ε.2

一个线性空间到某个商空间的投影映射. 考虑所有包含子空间 U 的有限维线性空间.
显然，它们构成一个范畴，其间的态射定义为限制在 U 上为恒同映射的线性映射，
我们将这个东西记作 FVectUF .
实际上，我们在说的是，考虑一个函子 p : FVectUF → FVectF 将线性空间 X 映到线
性空间 X/U，另一个函子 i : FVectUF → FVectF 将线性空间 X 映到线性空间 X 自
身. 态射的映射都是显然的. 接下来，我们要表明存在一个自然变换 θ : i→ p.
现在，取任意的 f : X → Y 为 FVectUF 中的态射，则我们需要使其交换的图表如下：

X X/U

Y Y /U

θX

f f/U

θY

其中 f/U 表示诱导的商映射，我们在不变子空间那一节中有所提及. 其中的 θX 和
θY 就是我们通常称的典范投影，这也就是为什么这个投影被称为典范的.

下一个典范的结构我们也已经有所提及，它事关双对偶空间. 为了方便起见，对于函
子 F : C → D，我们记 F op : Cop → Dop，它和原来的函子其实毫无差别，只有一点形式上
的不同. 记对偶函子为 −∗，这是因为我们通常用 V ∗ 表示对偶的空间，f∗ 表示对偶映射.
那么，我们就有 (−∗)op ◦−∗ 是典范同构. 这个事情的证明也是检查交换图，我们早已构造
了这样的映射，也就是所谓的到双对偶空间的典范同构.

最后一个例子稍微有点特别，为了给出这个例子，我们需要定义一个与自然变换稍微
有点不同的东西，强名之曰偶自然变换1. 它的目标实际上是处理一些反变函子的情形，其
它定义完全一致，不过它要求：F : C → D, G : C → Dop，而它对应的交换图是：

1英文为 dinatural transformation，这个翻译稍微有点奇怪，但凑合用.
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F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

θX

F (f)

θY

G(f)

那么正如读者所料，我们要给出的结果就是：

例 25ε.3

不存在从一个线性空间到其对偶空间的非零偶自然变换.
现在，我们需要考虑下面的交换图：

X X∗

Y Y ∗

θX

f

θY

f∗

我们知道，不管 X 怎么取，总能取到一个 f 使得 f 将 X 中的所有元素映到 Y 中
的零元，而参照我们的定义，这时的 f∗ 取值只有 X∗ 中的零元，因此，θX 为了让
这个图交换，只能让所有元素映到零元.

可见在选取了合适的形式化方法之后，这些看上去无从下手的概念的证明变得无比单
纯. 这实际上在表明，从一个空间到它的对偶空间不存在典范的同构.

25ε.2 范畴论的构造

单单是范畴、函子和自然变换显然什么都不能给出. 现在，我们无非是形式化了一些
原来就已经说出的东西，顶多是最后对自然性的表述稍稍有些新意. 范畴论最核心的点实
际上在于，它告诉了你很多被定义的东西实际上有其他的定义方式，这就是我们在这一节
会讨论的内容.

25ε.2.1 单态射、满态射和同构

当我们在描述映射的时候，我们通常会讨论它是单的，满的，还是同构. 正如前面矩阵
空间中关于指数映射的讨论中所表明的那样，这个性质实际上是非常不平凡的. 因此，这
些性质应当在范畴论中得到恰当的推广——但是，时刻记住，现在我们的对象不同于以往
我们做操作的集合，虽然我们还是能够从中汲取灵感.

先考虑集合的情况. 单射在我们看来，是如果像相同则原像相同，也就是说，每个原
像集中的元素都有不同的像. 那么，就应当存在一个函数把它翻译回去，使得它在原像集
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上是恒同映射，也就是说：

引理 25ε.1

考虑集合 S, T，一个函数 f : T → S 是单射当且仅当存在映射 g : S → T 使得
g ◦ f = idT .

证明如上所述，形式化的写法留给读者，对偶地，我们就有：

引理 25ε.2

f : T → S 是满射当且仅当存在映射 g : S → T 使得 f ◦ g = idS

而后面的这个定义是纯粹用箭头完成的，因此，它就能被推广到态射的情形：

定义 25ε.4

考虑范畴 C 和其中的态射 f : A→ B.

• 称 f 是单态射，如果存在 g : B → A 使得 g ◦ f = idB；

• 称 f 是满态射，如果存在 g : B → A 使得 f ◦ g = idA；

• 称 f 为同构，如果存在 g : B → A 使得 f ◦ g = idA 且 g ◦ f = idB；

• 如果 A 和 B 之间存在一个同构，则称 A 和 B 同构.

读者不难发现，恒同映射是一个同构. 这样的结构看上去就像一个逆元. 如果所有的
态射都是同构，那么如果所有对象构成集合，态射也构成集合（这是为了避免一些集合论
纷争），则我们将这个范畴构成一个群胚或者广群. 其态射集满足某种意义上的群结构. 实
际上，在习题中我们会更进一步地发现相关的性质.

这里有一个麻烦的事情：同构一定既是单态射又是满态射，但既是单态射又是满态射
的态射不一定是同构. 如果后者成立，则我们将这个范畴称为平衡范畴. 实际上，在通常的
情形下，这个性质都是成立的.

25ε.2.2 泛性质：始对象和终对象

我们知道，一个范畴就是对象和箭头，那么，下面的定义看起来就很合乎情理：我们
要选出箭头比较特殊的那些对象.
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定义 25ε.5

称一个对象 A ∈ C 为始对象，如果对于任意 B ∈ C 都有 |HomC(A,B)| = 1. 终对象
是对偶范畴中的始对象. 如果一个对象既是始对象又是终对象，我们称其为零对象.

注意，终对象的定义和始对象是完全对偶的，所以，很多时候我们其实不太区分这两
种对象，它们具备的 |HomC(A,B)| = 1 的性质我们往往称为泛性质. 一般的，泛性质成立
表明它实际上是一个定义性的东西：

定理 25ε.1

所有始对象都是同构的、所有终对象都是同构的.

证明过于显然，留作读者练习. 重要的是例子：FVect 中，{1} 是零对象. 这实际上说
明了这个玩意的特殊性，但我们对它的特殊性早已习以为常. 剩下的一些例子我们会在后
面的构造中一一给出——实际上，所有不太平凡的例子都要求我们构造一些更为奇特的范
畴.

25ε.2.3 Hom 函子和 Yoneda 引理

注意到，如果 C 和 D 都是范畴，则 C × D 也是一个范畴，其上的对象和态射都是显
然的. 我们首先考虑这样一个函子：

Hom : Cop × C → Set

它将对象 (c, c′)映到它们之间的态射集 HomC(c, c
′)，而将态射 (f : c← d, f ′ : c′ → d′)

映到一个 HomC(c, c
′)→ HomC(d, d

′) 的映射，以复合的形式：

Hom(f, f ′)(q : c→ c′) = f ′ ◦ q ◦ f

这个东西看起来乌七八糟的，但是在后面谈到张量积的时候，这个定义会体现出一个
非常明显的性质. 在此，我们考虑另一种
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25ε.2.4 伴随函子

25ε.2.5 逗号范畴

25ε.2.6 和与积、极限和余极限

25ε.2.7 纤维化和余纤维化

25ε.3 幺半范畴及其性质

25ε.3.1 函子范畴和单子

25ε.3.2 Beck 单子化定理 *

25ε.3.3 张量积

25ε.4 2-范畴一瞥

25ε.4.1 伴随和伴随

25ε.4.2 作为 2-极限的逗号范畴

25ε.4.3 走向无穷范畴：为什么我们需要套娃？

习题

每一门科学，当我们不是将它作为能力和统治力的工具，而是作为我们人类世代以来
努力追求的对知识的冒险历程，不是别的，就是这样一种和谐，从一个时期到另一个时期，
或多或少，巨大而又丰富：在不同的时代和世纪中，对于依次出现的不同的主题，它展现
给我们微妙而精细的对应，仿佛来自虚空。

————《收获与播种》，格罗滕迪克

1. 证明以下两个态射的性质：

(1) 如果 A 与 B 同构，那么 A 与 B 之间的同构映射是唯一的；

(2) 函子保持态射的单、满性质.
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